1.Naéi ekstremume i ispitati monotonost funkcije f(z) = z”

DOMEN: o
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Ekstremum: mora da vazi f'(z) = 0.
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Sve tri tacke pripadaju domenu f-je. Dakle, imamo 3 kandidata za ek-
stremum.

To da li su kandidati zaista ekstremumi ¢emo ispitati preko pravila I, odnosno
gledamo znak funkcije f/(z).
Imenilac u razlomku f-je f’(z) je (22 — 4)% > 0 uvek, dakle gledamo samo
da li se i kada menja znak brojioca, z2(z? — 12).
22 > 0 za svako = € D, dakle gledamo samo kako se menja znak x? — 12.

++++++X ------- A + +++
xn2-12

Dakle konacno,
f'(x) > 0zax € (—o00,—2v/3) U (23, +00), odnosno tada f-ja f raste
f'(x) <0 zax € (—2v/3,2V/3), odnosno tada f-ja f opada
f’(:zc):()zam:07x:—2\/§,m:2\/§

Jos da vidimo koji su od navedenih kandidata zaista ekstremumi. Vidimo iz
ispitivanja znaka fje f/(z) da ona menja znak oko tacke 2 = —2v/3( levo od nje
je +++ a posle nje je —), odnosno to je tactka maksimuma( jer funkcija raste
do te tacke pa od te tacke krene da opada). Sli¢no, tacka x = 2v/3 je takodje
tacka oko koje se menja znak f-je f’'(z)( levo je — a desno od nje je ++++),
pa je to tacka minimuma. Odgovarajuc¢e vrednosti minimuma i maksimuma
f-je f se dobijaju kada izracunamo f(—2+v/3), odnosno f(2v/3).

Oko tacke x = 0 f-ja f/(z) ne menja znak, tako da ona NIJE tacka minimuma



ili maksimuma, odnosno nije ekstremum.

s . : 3
2. Naci asimptote f-je f(z) = /25
DOMEN:
Mora:
x—3 7& 07 z—3 = 20
x 75 3, 7752>0

23 je levo od nule( za x-ove manje od 0) negativno, a desno od nule(za x-ove
veée od 0) pozitivno.

r—3je 1evo od 3 negativno, a desno od 3 pozitivno.

Dakle, == > 0 za € (—o0,0] U (3, +00)

D: xe( ooO] (3, +00)

V.A:
x = 3 je tacka koja ne pripada domenu, a tacke desno od nje(vece od 3) pri-
padaju, i ona nam je zbog toga potencijalna vertikalna asimptota.
Gledamo samo desni limes, jer leva strana broja 3( brojevi "malo” manji od 3)

ne pripadaju domenu!
y [ a3 /33
1—1213+ Tz —3 o 07+ = teo

Dakle, x = 3 je vertikalna asimptota.

K.A:
Trazimo k,n za kosu asimptotu y = kx + n.

z3 3
x— . r—3 1’
k= lim = lim = lim =3 _ lim R, lim =
z—>+o0 T z—>+00 /g2 z—>+00 g—>4oo \| 22 - (x —3) =—>+o0 —3

x3 . @—xm_ lim Vad — vz —3 Vi +

z—>+00 z—=>+00 | £ — 3 z—>+00 Ve —3 C 2—>4oo Vo —3 .w/x3+m

. 2% — 22 (x - 3) . 32 . 32
= lim = lim 3 < = lim =
otV =B(Val 4 r) b u =Bt ba) e o 3k (14 L)
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-, B My s ey e el
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Dakle, kosa asimptota je y = x + 3, i, usled toga $to imamo kosu, nemamo
horizontalnu asimptotu!



3. Nadi ekstremume i ispitati monotonost f-je f(x) = zinz.

DOMEN: D: x > 0(zbog logaritma)

1
f(z) =Inz +x; =lnx+1

Trazimo kandidate za ekstremum:

flx)=0
Int+1=0
Ine =—1

x = e~ !, odnosno:
1

x = ¢ je jedini kandidat za ekstremum.

Ovde je lako naéi f”(x) pa ¢emo probati da ekstremum nadjemo preko pravila

1I:
f'(x) = (f'(x)) = 3
f"(1) = 1 =e >0, pa iz pravila II zakljutujemo da je = 1 tatka MINI-

MUMA f-je f. Minimum je: f(£)=1.in(1)=-1.

€

Sto se monotonosti tice, gledamo f'(z) = Inx + 1. f'(z) = 0 za z = é,
i s obzirom da je Inz rastuca funkcija (za veée x-ove ¢e i lnx biti vece), za-

kljucujemo:

------------ R R AL A E AL L
Inx+1 J

1/e
<0 / =0

f raste za z € (1, +o0)
f opada za x € (0, g) (ZBOG DOMENA, RADIMO SAMO ZA z > 0).

4. Ispitati konveksnost, konkavnost i naci prevojne tacke f-je f(x) = (x—5)vx2.

Domen: D=R i
fla) = (x —5)Va? = 2¥V/a% — 522 = x5 — 523

fl(z) = (m% — 5:6%)’ = %mg’l — 5%3:%*1 =543 — 13—0:10*%

3
52 10, 1
f'(@) = ggx_% - 3(—5):(%
£(z) 10 1 Jr10 1 10(1 + 1 ) 10 x+1
) = — — = — =
R I R A A € A N
Za prevojnu tacku mora da vazi: f”(x) =0, tj. ©+ 1 =0, odnosno = = —1

je kandidat za prevojnu tacku.
Da bismo zakljucili da li jeste prevojna tacka, moramo da izpitamo znak f-je
f"(z), tj. da ispitamo kada je f-ja f konveksna i konkavna.



_10z+1
-9 (V)

Znak f-je f” ne zavisi od broja 4. Takodje ne zavisi ni od imenioca (/)
jer je on, zbog stepenovanja parnim brojem (u ovom slucaju stepen je 4), uvek
> 0. Dakle, znak fje f(z) zavisi samo od brojioca = + 1:

f(x)

4

x+1

-------------- 1t EEF A4+
-1

Dakle:

f(z) je konveksna za x € (—1,+00)
f(z) je konkavna za z € (—oco, —1)
x = —1 jeste prevojna tacka jer se oko nje menja znak f-je f”(z).

5. Skicirati grafik funkcije f(z) = 2?2042

z—1

Prvo moramo da ispitamo sve po redu, po tackama koje smo naveli na vezbama.
a) DOMEN:
D:z—1#0,tj. z € (—00,1)U(1,+00)

(NE)PARNOST: f(—z) = (7:”)(2:;)(:1@” = z?fffl, tako da ne moze da bude

ni parna ni neparnal

b) ASIMPTOTE:

ac2—2a:—|—2_ 1

lim L 2T 2
- 21 - >
I 2 —2r+2 1 n

im —M— = — =
z—>1+ z—1 0+ &

Dakle, = 1 je vertikalna asimptota.

KOSA A: Trazimo k,n za kosu asimptotu y = kx + n.

2
. % . x2—2x+2 . 22— 2r+2
k= lim —*——= lim ————= lim ———=1
z—>+00 x z—>+400 g;(x — 1) z—>4o0 2 —g
. 2 —2c+2 . 22 —2x+2—x(xr —1) . —z+2
n= lim (———x)= lim = lim
T—>+00 z—1 T—>+00 z—1 z—>+o00 x — 1

Dakle, K.A. je y = x — 1 i1 prema tome, NEMA horizontalnih asimptotal!

¢) NULE i ZNAK f-je:




NULE:
fx) =0

2
x“—2x+2
z—1 =0

22 -22+2=0

Disriminanta D = b? — 4ac = (=2)? —4-1-2 = —4 < 0, sledi da kvadratna
jedna¢ina NEMA resenja(u skupu realnih brojeva).

Dakle, nema nula, odnosno grafik f-je ne sece x-osu.

ZNAK:

Diskriminanta je negativna i @ = 1 > 0(broj uz #2), pa tada znamo da je
kvadratna funkcija uvek iznad x-ose, tj. pozitivna! Tako da znak f-je zavisi
samo od imenioca z — 1.

f(z)<0zaxe(—o0,1)

f(x)>02zaxe(1,+00)

d) Monotonost, ekstremumi:

z? — 2z + 2 2z -2)(z—1)— (22 —22+2)-1 2°-2z a(x-—2)

/ _ ’r_ _ _

Fla) ===~ (z — 1)2 T o102 (z-1)p
Kandidati za ekstremum:

f(x) =0

z(x—2) _

(z—1)2

z(x—2)=0

r=0,2=2

Da li su zaista i ekstremumi?

Pravilo I: Znak f-je f/(z) nam treba, odnosno monotonost:

Imenilac u razlomku f-je f/(z), (x — 1)? je uvek > 0, tako da znak zavisi samo
od brojioca x(z — 2).

. Smommemeeeeed ++++++FF++
[
-------------------- F+++++ +
x-2 )
- - +
x(x-2) - >

Dakle:
f(z) raste za x € (—00,0) U (2, +00)
f(x) opada za = € (0,1) U (1,2) ( Iskljucili smo z =1 jer ta tacka ne pripada
domenu!)



S obzirom da f’(z) menja znak oko kandidata za ekstremum = = 01ix = 2, te
tacke ¢e biti ekstremumi, s tim $to je x = 0 tacka maksimuma, a z = 2 tacka
minimuma.

e) Konveksnost, konkavnost, prevojne tacke:

22 -2z 2z —2)(z —1)2 — (2?2 = 22) - 2(x — 1)  2(x —1)(2® - 22+ 1) — 2(x — 1)(2® — 22) :

f(z) = ((x — 1)2)/ = (z — 1) - (x—1)*
2z -1)@®-22+1—-2*+2z) 2
(@ —1)f T (@13

F-ja f(z) nikad nije jednaka 0 ni za jedno z € D, dakle nema prevojnih tacaka!
Znak f-je f”(x), tj. konveksnost i konkavnost, zavisi samo od znaka (z — 1)3,
§to je isto kao posmatrati znak f-je x — 1.

Dakle:
f"(z) > 0 (f konveksna) za z € (1, +00)
f"(z) < 0 (f konkavna) za x € (—o0,1)

f) Crtanje grafika funkcije:
NAPOMENA: Konveksnost f-je znaci da grafik izgleda kao ”sreéan smajli bez

y /
y=x-1

x=1

oc¢iju” kao $to se vidi desno od prave x = 1, dok je odraz konkavnosti f-je " tuzan



smajli bez o¢iju” §to smo pokazali za (—oo, 1).
6.Ispitati sve tacke potrebne za crtanje grafika f-je f(z) =« - o7z
a) DOMEN:

D: z # 2, odnosno D = (—o0,2) U (2, +00)
Razmislite da 1i je funkcija parna ili neparna ili nijedno od navedenog!

b)Asimptote:
V.A:
lim zem2 = 2e0- =2 =0
T—>27
lim ze2 = 2e0t = 2e+>® = +00
x—>2+
Dakle, z = 2 je V.A. f-je f.
K.A.:
12
k= lim re — lim em2=¢"=1
r—>-+00 xT r—>+00
n= lim (meﬁ —z)= lim w(efi? —1)=(c0-0)77?
z—>+oo 2—>+o0o
_emr—1 0 ) o . :
= lim ——= (=, pa mozemo da primenimo Lopitalovo pravilo) =
z—>+400 T 0
1
ex2 - (= = 7) z2e72 2
= lim #: lim ——e = lim ——Ws lim er2=11=1
z—>+00 —2 z—>+oo (z — 2) z—>+o00 (x — 2)2 z—>+o00

Dakle, y = x + 1 je kosa asimptota, iz ¢ega sledi da nema horizontalnih!

¢) NULE i ZNAK f-je:

flz)=0

zer2 =

=0

Funkcija e® je uvek > 0, za svako z, tako da znak f-je f zavisi samo od znaka x.
Dakle:

f(z) >0 zaz € (0,+00)
f(z) <0zaz e (—o0,0)
flx)=0zaz=0

d) Monotonost, ekstremumi:

1
f/(@) = (@em2) = 77 fae (- o) =
1 €T L, 2 —b5p+4
—e7-32(] — — T
S Py R g
flx)=0
22 —5r+4=0
_ b*x+/25—16
Tij2 = ——35



xr1 = 4, T2 = 1

S obzirom da obe tacke pripadaju domenu, ove tacke su kandidati za ekstremum.
1

Kako je e¥=2 > 01 (z — 2)% > 0, za svako € D, na znak f-je f’(), a samim

tim i na monotonost, uti¢e samo z2 — 5z + 4.

1 4

Dakle:
f'(x) > 0 (f raste) za x € (—o0,1) U (4, +00)
f'(z) < 0 (f opada) za = € (1,2) U (2,4) (Iskljucili smo z = 2 jer ne pripada
domenu!)
S obzirom da f’(x) menja znak oko kandidata za ekstremum z = 1, odnosno
x = 4, oni ¢e i biti ekstremumi, i to ¢e x = 1 biti tacka maksimuma, a x = 4
tacka minimuma f-je f.

e) Konveksnost, konkavnost, prevojne tacke:

#(z) = -- - DOMACT = e77 - %
T _
f(x)=0
61%2 . (265)84 = 0
5z —8=0

T = % je kandidat za prevojnu tacku.
Znak f-je f”(x), $to nam ukazuje kada je f konveksna a kada konkavna, zavisi
samo od znaka bx — 8.

Zakljucujemo:

Bx-§ = mrmmmeeeeemee--a- o s
8/5

Funkcija f je konveksna za z € (£,2) U (2, 400)

Funkcija f je konkavna za x € (—oo0, %)

Kako f”(z) menja znak oko kandidata za prevojnu tacku x = % ona ¢e i biti
prevojna tacka.



