
Parcijalne diferencijalne jednaqine

Parcijalne jednaqine su vrsta diferencijalnih jednaqina gde se pojav	uju par-
cijalni izvodi, tj. gde je nepoznata funkcija vixe promen	ivih. Qesto se pojav	uju
u fizici jer opisuju razne pojave koje su slo�enije od kreta�a qestice (xto su opi-
sivale obiqne DJ ). Teorija PDJ je dosta drugaqija od ODJ , dve sliqne jednaqine
mogu da imaju potpuno razliqite tehnike rexava�a, nema univerzalne teorije kao
kod ODJ , ne postoje opxte teoreme o egzistenciji i jedinstvenosti rexe�a...

Primer 1. Talasna jednaqina koja opisuje kreta�e elastiqne �ice je

∂2u

∂t2
= a2

∂2u

∂x2
,

gde je nepoznata funkcija u(x, t). Kod parcijalnih jednaqina postoje poqetni
uslovi, kao i graniqni uslovi, recimo ako imamo �icu du�ine π kojoj su fik-
sirani krajevi, onda je nepoznata funkcija u sa domenom [−π, π] × R i graniq-
nim uslovima u(−π, t) = 0, u(π, t) = 0. Jedno rexe�e ove jednaqine je u(x, t) =
cos(at) cosx, koje opisuje prosto oscilova�e na slici ispod. Opxtije, rexe�a su
sve funkcije cos(ant) cos(nx) za bilo koje prirodno n (slika ispod).

Intuicija za talasnu jednaqinu: posmatrajmo jednu taqku na �ici, sa leve strane

jednaqine je drugi izvod po t, tj. ubrza�e, a sa desne strane je sila. Sila koja deluje na

�icu u datoj taqki zavisi od toga koliko je iskriv	ena, tj. xto je vixe iskriv	ena

to �e vixe te�iti da se ispravi. Recimo ako je u datoj taqki �ica konkavna, drugi

izvod je negativan, pa �e sila biti usmerena isto u negativnom pravcu, na dole.

Tako�e mo�emo da zadamo poqetni uslov, recimo u(x, 0) = cosx, u′(x, 0) =
− sinx. Vidimo da je ovde poqetni uslov funkcija, jer svaka taqka na �ici treba
da ima poqetni uslov. Za neke druge poqetne uslove, ova jednaqina mo�e da se
rexi pomo�u osnovnih rexe�a poput onih datih iznad za razne n i Furijeovih
redova, tj. da se rexe�a razlo�e na osnovna pomo�u Furijeovih redova.

(a) Oscilacija za n = 1 (b) Oscilacija za n = 3

1



Mi �emo se ovde baviti jednostavnijim parcijalnim jednaqinama, konkretno:

kvazilinearna:
∑

aj(x1, . . . , xn, u)
∂u

∂xj
= b(x1, . . . , xn, u),

linearna:
∑

aj(x1, . . . , xn)
∂u

∂xj
= b(x1, . . . , xn),

homogena:
∑

aj(x1, . . . , xn)
∂u

∂xj
= 0.

Dakle nepoznata je funkcija u(x1, . . . , xn) koju �emo zamix	ati kao grafik, tj. kao
hiperpovrx u Rn+1, a poqetni uslov �e biti figura Φ, koja je dimenzije n − 1.
Poqetni uslov za talasnu jednaqinu je bio drugaqiji jer je ona drugog reda { jed-
naqine koje �emo mi raditi su prvog reda. Dakle kao xto je za rexe�e difer-
encijalne jednaqine, koje je jednodimenziona kriva, poqetni uslov taqka, tako �e
za parcijalnu jednaqinu sa nepoznatom funkcijom dve promen	ive, poqetni uslov
biti kriva i.t.d.

(a) Koxijev problem za ODJ (b) Koxijev problem za PDJ

Sliqno kao xto je obiqna diferencijalna jednaqina ẋ = F (x) predstav	ala pravac

(brzinu) koji treba da ima rexe�e koje prolazi kroz tu taqku, mo�emo geometrijski da

posmatramo PDJ date iznad. Za fiksiranu taqku x = (x1, . . . , xn), brojevi
∂u
∂x1

|x, . . . , ∂u
∂xn

|x
odre�uju tangentnu ravan na grafik funkcije u. Prema tome date PDJ ograniqavaju skup

hiperravni koje mogu da budu tangentne na grafik funkcije u u datoj taqki. Bo	a ge-

ometrijska analogija je Frobenijusova teorema o integrabilnosti distribucija, ili sis-

temi PDJ .

Pokaza�emo dva metoda za rexava�e pomenutih tipova: metod prvih integrala
i metod karakteristika.

Metod prvih integrala

Definicija 1. Prvi integral sistema n obiqnih DJ je funkcija E : Rn → R koja
je konstantna du� trajektorija sistema, tj. ako je γ(t) rexe�e, E(γ(t)) = const.

Ako je data kvazilinearna jednaqina∑
ajuxj

= b, (1)
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mo�emo da napravimo sistem obiqnih diferencijalnih jednaqina (sada privremeno
posmatramo x1, . . . , xn, u kao funkcije vremena):

ẋ1 = a1,

· · ·
ẋn = an,

u̇ = b.

(2)

Ideja je da sada na�emo n nezavisnih 1 prvih integrala za ovaj sistem, pa �e rexe�a
jednaqine (1) biti hiperpovrxi

φ(E1, . . . , En) = c

za c ∈ R. Konstanta c naravno zavisi od poqetnih uslova.

Zadatak 1. Rexiti PDJ

yux − xuy = 0, u(t, t) = t4.

1Funkcionalno nezavisnih, recimo ako je E1(x, y) = x2 + y2 prvi integral, ne mo�emo za drugi

prvi integral da uzmemo E2(x, y) = (x2 + y2)2.
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Rexe�e: Dobijamo sistem ODJ

ẋ = y

ẏ = −x

u̇ = 0.

Odmah vidimo da je u = const, pa je E1(x, y, u) = u jedan prvi integral. u �e
uvek biti prvi integral kod homogenih PDJ .
Drugi prvi integral mo�emo da potra�imo ovako: poxto treba da va�i
E2(x(t), y(t), u(t)) = const, tj. d

dtE2(x(t), y(t), u(t)) = 0, treba da va�i:

∂E2

∂x
ẋ+

∂E2

∂x
ẏ +

∂E2

∂x
u̇ =

∂E2

∂x
· y + ∂E2

∂y
· (−x) + 0 = 0,

pa odavde vidimo da mo�emo da uzmemo

∂E2

∂x
= x,

∂E2

∂y
= y.

Odavde dobijamo E2(x, y, u) = (x2 + y2)/2 + const, pa mo�emo da uzmemo samo
E2(x, y, u) = x2+y2 jer su ove funkcije zavisne. Da je bilo recimo E2(x, y, u) =
(x2 + y2)/2 + x+ const, ne bismo mogli da uradimo isto, mogli bismo samo da
sklonimo const. Naravno, prve integrale mo�ete da na�ete i na neki drugi
naqin ako vam padne na pamet.
Sada je rexe�e PDJ povrx φ(E1, E2) = 0 za neku funkciju φ, i �u dobijamo
iz poqetnih uslova:

φ(u, x2 + y2) = φ(t4, 2t2) = 0,

pa mo�emo da uzmemo φ(a, b) = a− b2/4, i odavde je

u(x, y) =
(x2 + y2)2

4
.

Opet, poxto je u homogenoj PDJ funkcija E1(x, y, u) uvek prvi integral,
mo�emo da tra�imo rexe�e i u obliku u = φ1(E2, . . . , En).

Zadatak 2. Rexiti PDJ

(y2 + u2)ux + 2xyuy = 2xu.
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Rexe�e: Ovaj zadatak je zadat bez poqetnih uslova, tako da �emo na kraju
dobiti opxte rexe�e.
Ponovo napravimo sistem:

ẋ = y2 + u2

ẏ = 2xy

u̇ = 2xu.

Napiximo i slede�u jednaqinu da bismo lakxe naxli prve integrale:

∂E

∂x
(y2 + u2) +

∂E

∂y
2xy +

∂E

∂u
2xu = 0.

Mo�emo za E1 da uzmemo

∂E1

∂x
= 0,

∂E

∂y
=

1

y
,
∂E

∂u
= − 1

u
.

Odavde dobijamo E1(x, y, u) = ln |y| − ln |u| = ln |y/u|, pa mo�emo da uzmemo
samo E1(x, y, u) = y/u.
Za E2 mo�emo da uzmemo

∂E1

∂x
= 2x,

∂E

∂y
= −y,

∂E

∂u
= −u,

pa dobijamo E2(x, y, u) = 2x2 − y2 − u2 (posle mno�e�a sa 2).
Poxto smo naxli dovo	no prvih integrala, opxte rexe�e PDJ je

φ(
y

u
, 2x2 − y2 − u2) = 0

za neku funkciju φ.

U slede�im zadacima treba na�i dva prva integrala, tre�i je svakako E3(x, y, u) =
u, pa �e rexe�e biti u = φ(E1, E2).

Zadatak 3. Rexiti PDJ

(4y − 3z)ux + (4x− 2z)uy + (2y − 3x)uz = 0, u(x, y, 1) = (x+ 2)2 − (y + 3)2.

Zadatak 4. Rexiti PDJ

x(y2 − z2)ux − y(x2 + z2)uy + z(x2 + y2)uz = 0, u(1, y, z) = (y + z)2.

Metod karakteristika

Ideja ovog metoda je da dobijemo grafik funkcije u tako xto za svaku taqku iz
poqetnog uslova (tj. na figuri Φ) reximo sistem (2) i dobijemo krivu koja pripada
grafiku, pa �e sam grafik biti prosto unija svih tih krivih. Poxto �emo raditi
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Figure 3: Metod karakteristika

samo sa funkcijama dve promen	ive, figura Φ �e biti kriva γ(s), i �u �emo zvati
karakteristika.

Poxto se i kod metoda karakteristika i metoda prvih integrala prvo formira
sistem ODJ , kada dobijete parcijalnu jednaqinu, svakako prvo napravite sistem i
posle procenite koji metod vixe odgovara.

Poka�imo ovaj metod na primeru:

Zadatak 5. Rexiti PDJ

ux + uy + 2u = 1 + u2, u(sinx, x+ x2) = x.
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Rexe�e: Poqetni uslov sa desne strane je kriva i mo�emo da je parametrizu-
jemo sa

γ(s) = (sin s, s+ s2, s).

Sistem ODJ koji se dobija iz (2) je:

ẋ = 1

ẏ = 1

u̇ = (u− 1)2,

i lako se rexava: x(t) = t + c1, y(t) = t + c2, u(t) =
t+c3−1
t+c3

. Konstante c1,2,3
zavise od poqetnih uslova, a mi �emo da namestimo da taqke sa karakteristike
γ(s) budu poqetni uslovi, tj. da za fiksirano s bude (x(0), y(0), u(0)) = γ(s).
Dakle imamo:

x(0) = c1 = sin s

y(0) = c2 = s+ s2

u(0) =
c3 − 1

c3
= s =⇒ c3 =

1

1− s
.

Ubaciva�em ovih poqetnih uslova dobijamo parametrizaciju povrxi koja je
grafik funkcije u:

Γ(u) =

{(
t+ sin s, t+ s+ s2,

t+ s
1−s

t+ 1
1−s

)}
.

Ovde je komplikovano izraziti u preko x, y i nije obavezno, bitno je dobiti
u na neki naqin.

Zadatak 6. Rexiti PDJ

(y + u)ux + yuy = x− y, u(x, 1) = x+ 1.
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