[Taprujanae audepeHIjaIHe jeTHATNHE

[Tapuujante jennaunne cy BpcTa JudepeHnnjaTHuX jeTHAYNHA TJe Ce M0jaBby]jy map-
I¥jaJTHU M3BOM, Tj. T/e je Hemo3HaTa (pyHKIHja BUIIe TPOMEH/PUBHUX. UeCTO Ce MOjaBby]y
y dusuiu jep onucyjy pasHe nojase Koje Cy CJIOKeHH]je O/ KpeTamwa decrule (IITo ¢y omu-
cupasie obuune 1J ). Teopuja IIJIJ je mocra apyrauuja ox OJ , ase ciauune jennauune
MOTY Jla UMajy TOTIIYHO PA3ININTE TEXHUKE PEITaBarha, HeMa YHUBEP3aJHe Teopuje Kao
xox O/1J , He mocToje omrTe TeOpeMe O er3UCTEHINjU U jJeTUHCTBEHOCTHU PEIeha. ..

IIpumep 1. Tanracha jedHauuna Koja onucyje Kpemare esacmuiHe HCUYe je

Pu  ,0%

o2~ 0a?

2de je menosnama ¢ynrwyuje u(x,t). Kod napuyujesnus jednauuna nocmoje nowemmu
YCAOBU, KAO U 2PAHUNHYU YCAOBU, PEUUMO GKO UMAMO HCUYY Oysdcune T Kojoj cy Puk-
cupany Kpajesu, onda je nenozmwama gymkyuje u ca domenom [—mw, ] X R u epanuu-
num yeaosuma u(—m,t) = 0,u(m,t) = 0. Jedno pewerve ose jednawune je u(x,t) =
cos(at) cosx, Koje onucyje NPocmo 0cuUA08ae Ha cauyu ucnod. Onwmuje, pewersa cy
cee ynryuje cos(ant) cos(nx) 3a 6uao xoje npupodno n (cauka ucnod).

Hnmyuyuje 3a manachy jeOHaUUHY: NOCMAMPAIMO jedHY MAYKY Ha HCUUL, €A AEBE CMPAHE
jednavwune je dpyeu u3eod no t, mj. ybpaawe, a ca decrwe cmpane je cura. Cuna Koja deayje wa
AHCUYY Y 0aMOJ MAKU 3G6UCY 00 MO2a KOAUKO je UCKPUBHEHA, Mj. WIMO0 j€ BUWE UCKPUBHENA
mo fie suwe mescumu da ce ucnpasu. Peyumo axo je y damoj mauku sHcuye KoHKaéHa, 0pyau
u3600 je Hezamusar, na he cusa 6umu yemeperna ucmo y He2amueHoM NPasyy, Ha Joae.

Taxohe mooicemo da 3adamo nouemmnu ycaos, peyumo u(x,0) = cosz, u'(x,0) =
—sinz. Budumo da je o6de nouemnu ycro8 Pyrkyuja, jep c6axa mauka Ha Hcuyy mpeba
da uma nowemuu ycros. 3a nexe dpyze nowemue Yycaose, 06a jednanwuna mooce da ce
pewu NOMORY 0cHOBHUT pewerba nonym onur damuzr udnad 3a pasne n u Dypujeosux
pedosa, mj. da ce pewera padsosce Ha 0CHOBHA nomohy Pypujeosux pedosa.

(a) Ocumnanuja 3a n =1 (6) Ocumnanuja 3a n = 3



Mu hemo ce oBze GaBUTH jeTHOCTABHUjUM MAPIHjATHAM jeTHAIMHAMA, KOHKPETHO:

ou
KBa3WJINHEAPHA! E aj(z1,...,2n, u)a— =b(x1,...,Zn,u),
Lj
ou
JIMHeapHa: E aj(zy,... ,xn)a— =b(z1,...,2y),
Lj
ou
XOMOTEHA! g a;(x1,...,zn)7— = 0.
8.’Ej
Jakie veno3nara je dyukimja u(zy,. .., x,) Kojy iemo 3aMunubarn Kao rpaduk, Tj. Kao

xuneprioppmt y R™" ™1 a modernu ycios he 6utn gueypa @, xoja je numensuje n — 1.
ITogernu ycmoB 3a TamacHy jegHAadWHY je OMO Apyraduju jep je oHa APYror pema — jen-
HAa4YMHE KOje hemMo Mm paauTy cy mpBor pena. Jlakie Kao mrTo je 3a pemreme audep-
EHIMjaJIHe jeIHAYNHE, KOje je jeIHONMMEH3WOHA KPWBA, MOYETHU YCJIOB TAYKa, TAKO he
3a MapIUjaaHy jeqHAUNHY Ca HEMO3HATOM (DYHKIIHjOM JIBE MPOMEHJHUBE, TIOYETHU YCJIOB
OuTH KpUBa W.T.JI.

(a) Kommjes mpobsem 3a O/1J (6) Kommjes mpobaem 3a I1/1J

Cymmaro ka0 mto je obumuna nmudepennujanna jennaumna & = F(z) npencraBpasa mpasarr
(6p3uny) koju Tpeba na mMa pelweme Koje mposasu KPo3 Ty TadKy, MOXKEMO [€OMETPHjCKHU Ja
mocmarpamo II/1J nare manazn. 3a dbukcupany tauky x = (z1,...,Tn), OpojeBn %‘lb, cee %h
onpebyjy TaurenTny pasau Ha rpaduk dysakmuje u. IIpema Tome mare I1/1J orpammuasajy ckym
XWIeppaBHU KoOje MOry ma Oyay TanrenTHe Ha Tpaduk yHKNMje u y AaTtoj Tayku. bosba re-
omerpujcka aHasoruja je PpobemHunjycoBa TeopeMa 0 MHTErPAOMIHOCTH AUCTPUOYIINja, WA CHUC-
Temu IIJ1J .

ITokazahemo mgBa MeToma 3a pernraBame MOMEHYTUX THUMIOBA: METOJ MPBUX WHTErPAJIA
U METOJT KapAKTEPUCTUKA.

Meton npBrx mHTErpaJia

Hedbununmja 1. IIpsu unmeepan cucmema n obuwnuz J je pynxyuje E - R™ — R xoja
Jje Koncmanmmua dysc mpajexmopuja cucmema, mj. axo je y(t) pewere, E(v(t)) = const.

Axko je nara KBasuIMHEapHA jeIHAYNHA

Zajuxj =b, (1)



MOKEMO J]a HAIIPABMMO CUCTEM OOMYHUX IuDEePEHIMjAIHUX jeJHadYnHa (Ca1a IPUBPEMEHO

HOCMATPAMO X1, . . . , Tp, U KAO (DYHKIM]E BPEMEHA):
1 = az,
Tp = An,
u=b.

(2)

Nneja je na caga HaljeMo n He3aBUCHUX | IPBUX MHTErpaJia 3a OBaj CHCTEM, 11a fie perema

jennagune (1) 6Guru XuneproBpiIM

(p(El,...,En):C

3a ¢ € R. Koncranra ¢ HapaBHO 3aBUCH OJI MOYETHUX YCJIOBA.

amarak 1. Pewumu IT/[J

Yuy — xuy =0, u(t,t) =t"

L dyrKIMOHATHO HE3ABMCHEX, PEITUMO axo je Fi(x,y) = x2 + y? mpBu unTerpas, He MOKEMO 33 APYTH

npeu mHTErpan jga yamemo Ea(z,y) = (z2 +y2)2.



Pewerve: Tobujamo cucrem OJ1J

=Y
y=—-x
u = 0.
Oxamax Buaumo g1a je u = const, na je Ei(x,y,u) = u jenan npBu uHTErpaj. u he
yBeK OuTHu npBu mHTErpas kox xomorenux I171J .
Jlpyru npBH WHTErpajl MOXKEMO Jia MOTPAaXKMMO OBAKO: MHOIMTO Tpeba na BaxKu
Ey(z(t), y(t), u(t)) = const, 1j. 2 Es(2(t),y(t), u(t)) = 0, Tpeba na Bau:
OFy; ., O0Es . OF,. O0EFE; 0F,
T+ Y+t u=—— Y+
or or Y Ox or Y dy

1a OJ1aB/ie BUAUMO J1a MOXKEMO /1a Y3MEMO

- (—x2)+0=0,

0E; 0E;

or " oy

Opasze nobujamo Es(x,y,u) = (22 4 y?)/2 + const, na MoxkeMo Ja y3MeMo camo
Es(x,y,u) = 22+y? jep cy ose bynkimje 3asucue. Jla je 6umno pemumo Ey(x,y, u) =
(22 4+ 42)/2 + x + const, He GHCMO MOTTH J1a YPAJHMO HCTO, MOTIE BHCMO CaMo J1a
ckjoHuMO const. Hapasno, npse unrerpase mMoxere ja nahere u Ha HEKH JPyru
HaYMH aKo BaM TajIHe Ha TmaMer.

Cana je pememe II/1J noeprn ¢(Eq, E2) = 0 3a HeKy GYHKIH]Y @, W BY J00HjaMo
U3 TIOYeTHUX yCJa0Ba;

p(u,z® +y°) = (t*,2t*) = 0,

ma MozKeMo Ja y3meMo ¢(a,b) = a — b*/4, u omasze je

(.7}2 + y2)2

u(ac,y) = 4

Ouer, mowro je y xomorenoj II1J dbyukumja Fi(z,y,u) yBeK UpBU HHTErpad,
MOKEMO J1a TPaXKUMO peletbe u y 00uuky u = ¢1(Ea, ..., Ey).

3amarak 2. Pewumu IT/IJ

(v + u?)u, + 2zyu, = 27U



Pewerve:  OBaj 3amarak je 3agar 6e3 MOYETHUX yCJIOBA, TaKO Ja NemMo Ha Kpajy
JOOUTH OIIIITE PEITehe.
IlorOBO HAIPABUMO CHCTEM:

i:y2+u2
y=2zy
u = 2xu.

Hamummmo u cmenehy jennatdnny ga OucMO JaKIie HAILIA IPBE HHTErPaJIe:

g—f(gf +u?) + %ny + %qu =0.
Moxkemo 3a F; na y3memo
0B _, 0E_1 0B _ 1
Ox Oy oy Ou u
Onasae nobujamo Ej(x,y,u) = In|y| — In|u| = In|y/u|, ma moxkemo na y3amemo

camo Eq(z,y,u) = y/u.
3a Ey MO2KeMO /13 y3MeMO

O, OF O

%_ 'raaiy_ ya%_ )

ma mobujamo Fsy(x,y,u) = 222 — y? — u? (mocie MuoXKema ca 2).

IlomrTo cMoO HAIIM JOBOJLHO MPBUX MHTETrpaJia, ommTe perteme [1/1) je
p(L,20% — 2 —u?) =0
U
3a Heky QYHKIH]Y .

VY caenehnm 3amanuma Tpeba vahu nBa mpea wHTerpasua, rpehin je ceakaxko Fs(z,y,u) =

u, ma fie pemerme ourn u = p(E7, E).

3amarak 3. Pewumu IT/IJ

(4y — 32)uy + (4o — 22)uy + 2y — 3z)u, =0, w(z,y,1) = (z + 2)2 —(y+ 3)2.

3anmarak 4. Pewumu IIJTJ

w(y? = 2% ue — y(@® + 2%)uy + 2(2% + yP)u. = 0, u(l,y,2) = (y + 2)°.

Mero, kKapakTepucTuKa

WNneja oBor mMeroma je ma mobujemo rpaduk HyHKIHje u TaKO IMITO 33 CBAKY TAYKY W3

noverHor yciaosa (1j. Ha dburypu ®) pemmumo cucrem (2) u 106ujeMo KpUBY KOja IPUIIAIA
rpacduky, na he cam rpaduk OuTu MpOCTO yHUja CBUX TuX KpuBux. llomro hemo paguru



Qurype 3: Meroa kKapakTepucTUKa,

camo ca dyskimjama ase npomensbuse, dburypa ® he 6uru kpusa v(s), u wy hemo 3paru
KapaKTePUCTHUKA.

ITomro ce u KO MeTOIa KAPAKTEPUCTUKA U METOJA IIPBUX MHTErPasa IpBo ¢popmupa
cucrem OJ1J | xama mobujere mapuujasHy jeJHAYNHY, CBAKAKO MTPBO HAITPABUTE CUCTEM U
TIOCJI€ TIPONIEHUTE KOjW METOJ, BHIIE O/Ir0Bapa.

IlokasknMo OBaj MeTON Ha IpPUMEDY:

Bamarak 5. Pewumu IL/IJ

Uy + Uy + 2u = 1+u? u(sine,z+2?) = 2.



Pewerve: TloderHu ycsoB ca jecHe CTPAHE je KPUBA M MOYKEMO [1a je mapaMeTpusy-
jemo ca

v(s) = (sins, s + 5%, 5).
Cucrem O/IJ xoju ce nobuja u3 (2) je:

z=1
y=1
ﬂ:(u—1)27

u jako ce pemasa: x(t) =t + ¢, y(t) =t + co, u(t) = % Koncranre ¢123
3aBUCE OJ] MOYETHUX YCIIOBA, a MU NeMO Ja HAaMECTUMO J1a TAYKe €4 KAPAKTEPUCTUKE
~(s) Byny mouernu yciosu, Tj. ma 3a dukcupano s 6yae (z(0),y(0),u(0)) = v(s).
Jlakyie mmamo:

x2(0) =¢; =sins
y(0) = cp = 5+ 5°

-1 1
u(O):C?’ =85 = ¢35 =

c3 1—s"

VoanuBameM OBUX MOYETHUX YCJIOBA JOOMjaMO MapaMeTpU3aIyjy MOBPIIA KOja je
rpacduk dyHKIHIjE U

t+ 2
D(u) =1 (t+sins,t+s+s2, —7 | 5.
2"‘_|_1—s

OBJie je KOMILTUKOBAHO M3PA3UTH U MPEKO T,y W HUje 00aBe3HO, OUTHO je J0buTh
U HA HEKW HAYUH.

3amarak 6. Pewumu IT/[J

(y+ wta +yuy =@ —y, ulw,1) =+ 1.



