
Предавање 3○ - Низови
Дефинициjа 1. Низ реалних броjева jе функциjа a : N→ R. Вредност a(n) означавамо
са an и зовемо n-ти члан низа. За низ ћемо користити ознаку (an).

Низове задаjемо на три начина:

1. пописивањем елемената: a1, a2, a3, a4, . . .;

2. формулом општег члана an;

3. рекурентном формулом, уз задавање почетних чланова.

Пример 1. Низ задат општим чланом an = 2n− 1 би се пописивањем елемената задао
са 1, 3, 5, 7, . . ., или рекурентном формулом an+1 = an + 2, a1 = 1.

Пример 2. Низ an =
n

n+ 1
jе

1

2
,
2

3
,
3

4
,
4

5
,
5

6
,
6

7
, . . ..

Ограниченост и монотоност

Дефинициjа 2. Низ (an) jе ограничен одозго ако постоjи M ∈ R тако да jе an ≤ M
за свако n ∈ N. Низ jе ограничен одоздо ако постоjи m ∈ R тако да jе m ≤ an за свако
n ∈ N. Низ (an) jе ограничен ако jе ограничен и одозго и одоздо, односно ако

(∃C > 0)(∀n ∈ N) |an| ≤ C.

Дефинициjа 3. Низ (an) jе:

1. растући ако jе an ≤ an+1 за свако n ∈ N, односно an+1 − an ≥ 0;

2. строго растући ако jе an < an+1 за свако n ∈ N, односно an+1 − an > 0;

3. опадаjући ако jе an ≥ an+1 за свако n ∈ N, односно an+1 − an ≤ 0;

4. строго опадаjући ако jе an > an+1 за свако n ∈ N, односно an+1 − an < 0.

Jедним именом овакве низове зовемо монотони.

Пример 3.

1. Низ an =
1

n
, тj. 1,

1

2
,
1

3
,
1

4
,
1

5
, . . ., строго jе опадаjући, jер jе an =

1

n
>

1

n+ 1
= an+1.

Ограничен jе, jер jе |an| ≤ 1.

2. Низ an =
(−1)n

n
, тj. −1,

1

2
,−1

3
,
1

4
,−1

5
, . . ., ниjе монотон, али jесте ограничен, jер jе

|an| ≤ 1.

3. Низ an = n3 + 3, тj. 4, 11, 30, 67, 128, . . ., строго jе растући, jер jе an < an+1 за свако
n ∈ N. Ниjе ограничен одозго, па ниjе ограничен.

4. Низ an = (−1)nn ниjе ни монотон ни ограничен.

Задатак 1. Да ли jе низ an =
n

n+ 1
монотон и ограничен?

Решење. Како jе

an+1 − an =
n+ 1

n+ 2
− n

n+ 1
=

(n+ 1)2 − n(n+ 2)

(n+ 2)(n+ 1)
=

1

(n+ 2)(n+ 1)
> 0,

низ (an) jе строго растући. Из 0 < an < 1 следи да jе и ограничен.
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Гранична вредност низа

Приметимо да се за низ an =
1

n
чланови приближаваjу нули, а за низ an =

n

n+ 1
чланови се приближаваjу jединици. Оно што нас занима jе да ли су сви „довољно касни”
чланови произвољно близу jедном броjу.

Дефинициjа 4. Броj a ∈ R jе гранична вредност или лимес низа (an) ако

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n ∈ N) n > n0 =⇒ |an − a| < ε.

Пишемо lim
n→+∞

an = a или an → a и кажемо да (an) конвергира ка a. Низ коjи нема
граничну вредност или она ниjе коначна зовемо дивергентан низ.

Из дефинициjе лимеса закључуjемо да се у свакоj ε-околини тачке a, тj. у интервалу
(a−ε, a+ε), налази бесконачно много чланова низа, док се ван те околине налази коначно
много чланова. Броj n0 зависи од ε.

Пример 4. Докажимо да jе lim
n→+∞

1

n
= 0.

Доказ. Нека jе ε > 0 произвољно. Тражимо n0 тако да за n > n0 важи∣∣∣∣ 1n − 0

∣∣∣∣ < ε ⇐⇒ 1

n
< ε ⇐⇒ n >

1

ε
.

Узмимо n0 =

⌊
1

ε

⌋
+ 1, где jе bxc цео део броjа x, тj. наjвећи цео броj коjи ниjе већи од x.

За овако изабрано n0 важи тврђење.

Пример 5. Такође jе lim
n→+∞

(−1)n

n
= 0, jер jе

∣∣∣∣(−1)n

n

∣∣∣∣ =
1

n
. Одавде видимо да конвергентан

низ не мора бити монотон.

Дефинициjа 5. Низ (an) дивергира према +∞, тj. lim
n→+∞

an = +∞, ако

(∀M ∈ R)(∃n0 ∈ N)(∀n ∈ N) n > n0 =⇒ an > M.

Низ (an) дивергира према −∞, тj. lim
n→+∞

an = −∞, ако

(∀M ∈ R)(∃n0 ∈ N)(∀n ∈ N) n > n0 =⇒ an < M.

Пример 6. Важи lim
n→+∞

n3 = +∞ и lim
n→+∞

(−n) = −∞.

Доказ. Нека jеM ∈ R произвољно. За први лимес тражимо n0 ∈ N тако да за n > n0 важи
n3 > M , тj. n > 3

√
M . Можемо узети n0 = max{1, b 3

√
Mc + 1}. За други лимес довољно jе

узети n0 = max{1, b−Mc+ 1}: тада из n > n0 следи −n < M .

Став 1. Ако низ има граничну вредност, онда jе она jединствена.

Доказ. Претпоставимо супротно: нека низ (an) има две граничне вредности a и b, a 6= b.

Изаберимо ε =
|a− b|

2
. Тада се околине (a− ε, a+ ε) и (b− ε, b+ ε) не секу. По дефинициjи

лимеса, за довољно велико n0, сви чланови an, n > n0, мораjу припадати и jедноj и другоj
околини, што jе контрадикциjа.

Став 2. Сваки конвергентан низ jе ограничен.
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Доказ. Нека jе a ∈ R гранична вредност низа (an). За ε = 1 изаберимо n0 ∈ N тако да
jе |an − a| < 1 за све n > n0. Сада међу коначно много броjева a1, a2,...,an0 , a − 1 и a + 1
можемо одредити онаj са наjвећом апсолутном вредношћу M . Тада jе |an| ≤ M за свако
n ∈ N, па jе (an) ограничен.

Пример 7. Обрнуто не важи: низ an = (−1)n jе ограничен, али ниjе конвергентан.

Дефинициjа 6. Супремум непразног, одозго ограниченог скупа A ⊆ R jе његово наjмање
горње ограничење, односно наjмањи реалан броj s за коjи важи a ≤ s за свако a ∈ A.
Ознака jе s = supA.

Основно своjство реалних броjева jе да сваки такав скуп има супремум у R.

Став 3. Монотон и ограничен низ jе конвергентан.

Доказ. Претпоставимо да jе низ (an) растући и нека jе a = sup{an | n ∈ N}. Из ограничености
следи да jе a < +∞. За свако ε > 0 постоjи n0 ∈ N тако да jе an0 > a− ε. У супротном би
a− ε било горње ограничење мање од a. Како jе низ растући, за свако n > n0 важи

a− ε < an0 ≤ an ≤ a < a+ ε.

Према томе, |an − a| < ε за свако n > n0, па jе lim
n→+∞

an = a. За опадаjући низ (an) низ

(−an) jе растући и ограничен, па се тврђење добиjа на исти начин.

Напомена. За претходни став довољно jе да jе низ растући и ограничен одозго, или
опадаjући и ограничен одоздо.

Пример 8. Низ an =

(
1 +

1

n

)n
jе монотон и ограничен.

Доказ. Наjпре доказуjемо монотоност. Користимо раниjе доказану Бернулиjеву неjеднакост
(1 + β)n ≥ 1 + nβ, за n ∈ N и β > −1, при чему jеднакост важи само за n = 1 или β = 0.
Како jе

an+1

an
=

(
1 + 1

n+1

)n+1(
1 + 1

n

)n =

(
n+2
n+1

)n+1(
n+1
n

)n =

(
n+ 2

n+ 1

)n+1

·
(

n

n+ 1

)n+1

· n+ 1

n

=
n+ 1

n
·
(
n(n+ 2)

(n+ 1)2

)n+1

=
n+ 1

n

(
n2 + 2n+ 1− 1

(n+ 1)2

)n+1

=
n+ 1

n

(
1− 1

(n+ 1)2

)n+1 Б. нej.
>

n+ 1

n

(
1 + (n+ 1) · −1

(n+ 1)2

)
=
n+ 1

n
·
(

1− 1

n+ 1

)
=
n+ 1

n
· n+ 1− 1

n+ 1
= 1,

добиjамо
an+1

an
> 1 за свако n ∈ N.

Дакле, an+1 > an за свако n ∈ N, па jе (an) строго растући низ.

За ограниченост посматрамо помоћни низ bn =

(
1 +

1

n

)n+1

. Очигледно jе bn > an за

свако n ∈ N. Поново по Бернулиjевоj неjеднакости,

bn
bn+1

=

(
n+1
n

)n+1(
n+2
n+1

)n+2 =

(
n+ 1

n

)n+1

·
(
n+ 1

n+ 2

)n+1

· n+ 1

n+ 2
=
n+ 1

n+ 2
·
(

(n+ 1)2

n(n+ 2)

)n+1
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=
n+ 1

n+ 2

(
n(n+ 2) + 1

n(n+ 2)

)n+1

=
n+ 1

n+ 2

(
1 +

1

n(n+ 2)

)n+1

Б. неj.
>

n+ 1

n+ 2

(
1 +

n+ 1

n(n+ 2)

)
=
n+ 1

n+ 2
· n(n+ 2) + n+ 1

n(n+ 2)
=

(n+ 1)(n2 + 3n+ 1)

n(n+ 2)2

=
n3 + 3n2 + n+ n2 + 3n+ 1

n(n+ 2)2
=
n(n+ 2)2 + 1

n(n+ 2)2
= 1 +

1

n(n+ 2)2
> 1.

Следи да jе bn > bn+1 за свако n ∈ N, па jе (bn) опадаjући низ. Дакле,

0 < an < bn ≤ b1 = 4,

па jе (an) ограничен. Како jе монотон и ограничен, низ (an) jе конвергентан. Његову
граничну вредност означавамо са e, тj.

lim
n→+∞

(
1 +

1

n

)n
= e ≈ 2,718281828459045...

Тачке нагомилавања низа и подниз

Дефинициjа 7. Броj b ∈ R jе тачка нагомилавања низа (an) ако се у свакоj околини
броjа b налази бесконачно много чланова низа (an), тj. ако

(∀ε > 0)(∀n ∈ N)(∃m ∈ N) m > n ∧ |am − b| < ε.

Кажемо да jе +∞ тачка нагомилавања низа (an) ако

(∀M ∈ R)(∀n ∈ N)(∃m ∈ N) m > n ∧ am > M,

а да jе −∞ тачка нагомилавања ако

(∀M ∈ R)(∀n ∈ N)(∃m ∈ N) m > n ∧ am < M.

Наjвећа тачка нагомилавања зове се лимес супериор и обележава се lim sup
n→+∞

an, а

наjмања тачка нагомилавања jе лимес инфериор и обележава се lim inf
n→+∞

an. Овде допуштамо
и вредности −∞ и +∞.

Пример 9. Низ an = (−1)n, тj. −1, 1,−1, 1, . . ., има две тачке нагомилавања, −1 и 1,
али нема лимес. Дакле, ван околине тачке нагомилавања може се налазити бесконачно
много чланова низа, као и у самоj околини. Важи

lim sup
n→+∞

an = 1, lim inf
n→+∞

an = −1.

Ако jе низ конвергентан, онда jе

lim
n→+∞

an = lim sup
n→+∞

an = lim inf
n→+∞

an,

тj, низ нконвергира ако и само ако има тачно jедну тачку нагомилавања у R∪{−∞,+∞}
и та тачка jе коначна.

Пример 10. Низ an = (1+(−1)n)n2, тj. 0, 8, 0, 32, 0, 72, . . ., има две тачке нагомилавања:
0 и +∞.
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Пример 11. Низ дат са 1, 1, 2, 1, 2, 3, 1, 2, 3, 4, 1, 2, 3, 4, 5, . . . има бесконачно много
коначних тачака нагомилавања: то су сви елементи скупа N. Поред њих, и +∞ jе тачка
нагомилавања.

Задатак 2. Навести пример низа коjи има n коначних тачака нагомилавања, где jе
n ∈ N.

Решење. Узмимо низ 1, 2, 3, . . . , n, 1, 2, 3, . . . , n, 1, 2, 3, . . . , n, . . .. Сваки од броjева 1, 2, . . . , n
поjављуjе се бесконачно много пута, па jе тачка нагомилавања. Других тачака нагомилавања
нема.

Пример 12. Посматраjмо геометриjски низ an = qn, где jе q ∈ R. За |q| < 1 важи
lim

n→+∞
an = 0. За q = 1 низ jе константан, 1, 1, 1, . . ., и конвергира ка 1. За q = −1 има

две тачке нагомилавања, 1 и −1. За |q| > 1 низ дивергира: за q > 1 дивергира ка +∞, а
за q < −1 има две тачке нагомилавања, +∞ и −∞.

Дефинициjа 8. Подниз низа a : N → R jе свака композициjа a ◦ α, где jе α : N → N
строго растућа функциjа. Ако означимо nk = α(k), k-ти члан подниза jе

(a ◦ α)(k) = a(α(k)) = aα(k) = ank
.

Пример 13. Посматраjмо низ an = (−1)n. Подниз (a2n), тj. 1, 1, 1, . . ., константан jе,
као и подниз (a2n−1), тj. −1,−1,−1, . . ..

Броj b ∈ R jе тачка нагомилавања низа (an) ако и само ако постоjи бар jедан подниз
(ank

) коjи конвергира према b.
Ако jе низ (an) конвергентан, онда за сваки његов подниз важи

lim
k→+∞

ank
= lim

n→+∞
an.

Став 4. Сваки низ има монотон подниз.

Доказ. За дати низ (an) дефинишемо скуп

A = {m ∈ N | (∀n ≥ m) an ≥ am}.

Скуп A може бити бесконачан или коначан.

1. Ако jе A бесконачан, у њему можемо одабрати строго растући низ индекса n1 < n2 <
· · · < nk < · · · . По дефинициjи скупа A важи an1 ≤ an2 ≤ · · · ≤ ank

≤ · · · . Дакле,
(ank

) jе монотон (растући) подниз.

2. Ако jе A коначан, изаберимо n1 ∈ N тако да jе n1 > m за свако m ∈ A. Како n1 /∈ A,
постоjи n2 > n1 тако да jе an2 < an1 . Такође jе n2 /∈ A. Понављаjући оваj поступак
добиjамо n1 < n2 < n3 < · · · такве да jе an1 > an2 > an3 > · · · . Према томе, (ank

) jе
монотон (строго опадаjући) подниз низа (an).

Теорема 1 (Болцано–Ваjерштрас). Сваки ограничен низ има конвергентан подниз.

Доказ. Сваки низ има монотон подниз. Како jе дати низ ограничен, ограничен jе и таj
подниз. Добиjамо монотон и ограничен подниз, па jе он конвергентан.
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Теорема 2 (О два полицаjца). Ако за низове (an), (bn) и (cn) постоjи n0 ∈ N тако да за
свако n > n0 важи an ≤ bn ≤ cn и ако jе lim

n→+∞
an = lim

n→+∞
cn = b, онда jе и lim

n→+∞
bn = b.

Доказ. Нека jе ε > 0 произвољно. Како jе lim
n→+∞

an = b, постоjи n1 ∈ N тако да за свако

n > n1 важи |an−b| < ε, тj. an ∈ (b−ε, b+ε). Такође, из lim
n→+∞

cn = b следи да постоjи n2 ∈ N
тако да за свако n > n2 важи |cn− b| < ε, тj. cn ∈ (b− ε, b+ ε). Тада за n̄0 = max{n0, n1, n2}
и свако n > n̄0 имамо

b− ε < an ≤ bn ≤ cn < b+ ε,

па jе |bn − b| < ε. Дакле, lim
n→+∞

bn = b.

Пример 14. Докажимо да jе lim
n→+∞

cosn

n
= 0.

Доказ. Како jе −1 ≤ cosn ≤ 1 за свако n ∈ N, добиjамо

− 1

n
≤ cosn

n
≤ 1

n
.

Из lim
n→+∞

(
− 1

n

)
= 0 = lim

n→+∞

1

n
, по теореми о два полицаjца, следи lim

n→+∞

cosn

n
= 0.

Пример 15. Израчунати lim
n→+∞

an, ако jе

an =
n

n3 + 1
+

n

n3 + 2
+ · · ·+ n

n3 + n
, n ≥ 1.

Доказ. Збир коjи посматрамо има n сабирака. Наjмањи сабирак jе n
n3+n

, а наjвећи jе n
n3+1

,
jер су броjиоци исти и позитивни, па већи именилац даjе мањи разломак.

Ако сваки сабирак заменимо наjмањим, добиjамо збир коjи jе мањи или jеднак почетном.
Ако сваки сабирак заменимо наjвећим, добиjамо збир коjи jе већи или jеднак почетном.
Зато jе

n

n3 + n
+ · · ·+ n

n3 + n︸ ︷︷ ︸
n сабирака

≤ an ≤
n

n3 + 1
+ · · ·+ n

n3 + 1︸ ︷︷ ︸
n сабирака

,

односно
n · n

n3 + n
≤ an ≤ n · n

n3 + 1
.

Дакле, доњу границу добиjамо као броj сабирака пута наjмањи сабирак, а горњу као броj
сабирака пута наjвећи сабирак.

Како jе

lim
n→+∞

n2

n3 + n
= lim

n→+∞

n2

n3 + 1
= 0,

по теореми о два полицаjца следи
lim

n→+∞
an = 0.
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