IIpemaBame (3) - HuzoBu

Hedbununmja 1. Hus peaarux bpojesa je pynkyuja a: N — R. Bpednocm a(n) osnauasamo
Ca @, U 306€MO N-MU 4AGH HU3a. 3a Hu3 fiemo kKopucmumu oznaky (ay).

Hwuzose 3ajajemo na Tpu Hadymna:

1. mormmcuBameM ejeMeHaTa: G, G, a3, dyg, . . .

2. HOPMYJIOM OIIIITET UIAHA Gy}

3. peKypeHTHOM (OPMYJIOM, Y3 3aJaBabe MOUYeTHUX UJIAHOBA.

IIpumep 1. Hus 3adam onwmum “wianom a, = 2n — 1 6u ce nonucusarem esemenama 3a0ao

ca 1,3,5,7, ..., uau pexypenmuom Gopmysom a,i1 = a, + 2, a; = 1.
n 123456
I 2. Huza, = —— je =, =, =, =, =, =
PUMED & H i = 1 ey s e T

Orpanm4eHOCT U MOHOTOHOCT

Hedbununmja 2. Hus (a,) je oeparuven odoszo axo nocmoju M € R maxo da je a, < M
3a cearxo n € N. Huz je oeparnudern odo3do axo nocmoju m € R maxo da je m < a, 3a céaxo
n € N. Hus (a,) je oepanuven axo je ozparuven u 000320 u 000300, 00HOCHO aKO

(3C > 0)(Yn e N) Ja,| < C.
Hedbunnmja 3. Husz (a,) je:
1. pacmyhu axo je a, < a,41 3a céaxon € N, 00HocHO apiq — ay > 0;
2. empoeo pacmyhu axo je a, < a,41 3a ceaxon € N, 00HOCHO apyq — @y > 0
3. onadajyhu axo je a, > a,+1 3a céaxo n € N, odnocro ani1 — a, < 0

4. empoeo onadajyhu axo je a, > a,+q1 36 céaxo n € N, odnocro ani1 — a, < 0.

Jednum umenom osakse HU306€ 306eM0 MOHOMOHU.

IIpumep 3.
o 1 1 1111 , dwivFi. iem i 1 - 1
. Huz a, = —, mj. 1,=,=,—, —,..., cmpozo je onadajyhu, jep je a, = — = Upy1-
n ] 937475 14 J 7Y Jep J n n+ 1 +1
Ozpanumen je, jep je |a,| <1
(-1 . .1 11 1 _ ‘ o
2. Hus a, = , mj. —1, 5 T3 TEr o MUJe MOKOMOK, anu jecme ozpanuen, jep je
la,| < 1.

3. Husz a, =n®+3, mj. 4,11,30,67,128, ..., cmpozo je pacmyhu, jep je a, < ani1 30 c6aKo
n € N. Huje oepanuyen 000320, na Huje 02paruMen.

4. Hus a,, = (—1)"n nuje nu MOHOMOH HU 02PAHUNMEN.

Banarak 1. /la au je nu3 a, = D monomon u oepanuen?
Pewewe. Kako je
n+1 n (n+1)? —n(n+2) 1
Apt1 — Qp = — = = > 0,
n+2 n+l (n+2)(n+1) (n+2)(n+1)
uu3 (a,) je crporo pacryhu. U3 0 < a,, < 1 cieau na je u orpaHudeH. [

1



FpaHI/I‘{Ha BpeaAHOCT HHU3a

1 . n
[Ipumerumo 1a ce 3a HU3 @, = — YIAHOBU NPHOIMXKaBajy HYJIH, a 3a HU3 a4, = 1
n n

YIAHOBH ce npub/mKapajy jeamaui. OHO IITO HAC 3aHUMA je J1a JIM CYy CBH ,,JOBOJbHO KACHU
YJIAHOBU ITPOW3BOJBHO OTM3Y je/THOM OpOjy.

Hedbununmja 4. bpoj a € R je epanuvna epednocm uiu aumec nusa (a,) axo
(Ve > 0)(3no e N)(VYneN) n>ny = |a, —a| <e.

HU,’U,LBMO hm a, = a UAU Ay, — A U KAHCEMO 00, (an) KoHeepaupa Ka a. H’U,S woju HeEMA
n——+0o

2PAHUYHY BPETHOCTN, UNU OHG HUJEe KOHAYHA 306EM0 OUBEP2EHMAH HU3.

N3 nedunuimje mmmeca 3aK/bydyjeMo Jla ce Y CBAKOj £-OKOJIMHHU Ta4dKe @, Tj. Y UHTEPBAJIY
(a—e,a+¢), Haa3um GECKOHATHO MHOTO WIAHOBA HU3a, JIOK Ce BAH Te OKOJIMHE HAJIA3U KOHAYHO
MHOI'0 4aHOBa. Bpoj ng 3aBucH of €.

ITpumep 4. /lokaostcumo da je lim — = 0.
n—-+oo N,

/loxas. Heka je € > 0 npousBosbHO. TpazkuMo ng Tako jia 3a n > Ny BaxKh

1 ’ 1 1
——0l<e = —<eg = n>-.
n n 19

1
Vamumo ng = {—J + 1, rze je |z] meo geo 6poja x, Tj. Hajsehn meo 6poj Koju Huje Behn o .
5

3a oBako nzabpaHo ng Baxku TBpheme. O
(= (=) ]

ITpumep 5. Taxohe je hrf =0, jep je = —. Odasde sudumo da Koneepzenman
n—+00 n n n

HU3 HE MODPG buUMU MOHOMOH.

Hedbununuja 5. Hus (a,) dusepaupa npema +0oo, mj. lirf an = 400, axo
n——+0o0

(VM e R)(3Inp e N)(VneN) n>ny = a, > M.

Hus (a,) dusepeupa npema —oo, mj. lim a, = —00, ako
n—+00

(VM e R)(Inp e N)(VneN) n>ny = a, < M.

IMpumep 6. Baocu lim n® = +oo u lim (—n) = —oo.
n—+00 n—+o00

Joxas. Heka je M € R npousBosbHo. 3a mpBuU JiuMec TpaxKuMo ng € N Tako j1a 3a n > ng BaxKu
n3 > M, 1j. n > VM. Moxkewmo ysetn ng = max{1l, |vV'M| + 1}. Ba apyru jumec 10BoJbHO je
y3eru ng = max{1l, | =M | + 1}: raga uz n > ng caequ —n < M. O

CraB 1. Axo nu3 uma epanuvny epednocm, onda je oHa jeduHcmeEeHa.

Jloxa3s. IlpernocraBuMo cymnpoTHO: HeKa HU3 (a,) UMa JBe IDAHUTIHE BPEIHOCTH a U b, a # b.

a—>b .
Nzabepumo £ = ‘Tl Tama ce okommre (a —e,a+¢) u (b—e,b+¢) ne ceky. Ilo nedununuju
JINMeCa, 3a JIOBOJHHO BEJINKO 7, CBU YWIAHOBU G, N > Mg, MOPajy NMPHUIAJIATH U jeJHOj U JPYTOoj
OKOJIMHU, IITO je KOHTPaJIUKI]a. 0

CraB 2. (Csakxu koHgepzeHMaH HU3 je 02PAHUMEH.



Jlokas. Heka je a € R rpannuna spejnoct Hu3a (a,). 3a ¢ = 1 uzabepumo ng € N rako ja
je |la, —a| < 1 3a cBe n > ny. Cama Mely KOHATHO MHOTO OpOjeBa A1, Ggy...,dpy, @ — 1 1w a + 1
MOXKEeMO oJIpe/iuTu OHaj ca Hajehom amcosyraoM Bpemuonthy M. Tazxa je |a,| < M 3a cBako
n € N, na je (a,) orpanndes. O

IIpumep 7. O6pnymo ne saorcu: nus a, = (—1)" je ozparnuyen, aiu Huje Koneepzenman.

Hedbunnunuja 6. Cynpemym rnenpadnoe, 0doszo ozpanuueroz ckyna A C R je wezo060 najmaroe
20prbe 02panuMerve, 00HOCHO HAJMAtbU peasar Opoj s 3a Koju eadcu a < s 3G c6ako a € A.
Osnaxa je s = sup A.

OcHoBHO €BOjCTBO peasHUX OpojeBa je Jla CBaK! TakaB CKyI nMa cymnpeMyM y R.
CraB 3. Monomon u ozpanuver HU3 je KOHBEP2EHMAH.

Jlokas. Tlpernocrasumo na je Hu3 (a,,) pacryhn u Heka je a = sup{a, | n € N}. U3 orpannvenoctn
caenn fa je a < +00. 3a cBako € > (0 nocroju ng € N Tako na je a,, > a —¢e. Y cynpoTHoM 6n
a — € OWJIO Topbe orpaHndere Mambe o a. Kako je Hu3 pactyhu, 3a cBaKo n > ng BayKu

a—e<ap, <ap,<a<a+te.

[Ipema Towme, |a, — a|] < € 3a cBako n > ng, na je lim a, = a. 3a onaxajyhn w3 (a,) HU3
n—-+4o0o

(—ay) je pactyhu u orpanuveH, na ce TBpheme J06Uja HA UCTH HAYWH. O]

Hamomena. 3a npemzodnu cmas dosonro je da je nus pacmyhu u ozparuyer 000320, Ul
onadajyhu u ozparuyer 00030o.

1 n
IIpumep 8. Hus a, = (1 + —) j€ MOHOMOH U 02PAHUYEN.
n

/loxas. Hajupe nokasyjemo monoronoct. Kopucrumo pannje jjokazany bephy/iujeBy Heje HAKOCT
(1+p)">1+np,3ane€Nuf>—1, npu demy jeaHakoct Baxu camo 3a n = 1 wm 5 = 0.
Kako je

n+1 n n+1 n n
a (T+47)"  (25) _(n—l—Z) “_( n )“_n+1
o @ty \awr) aew) T
_n+1 n(n + 2 n+1_n—|—1 n+2n+1-1 et
on (n+1)2 oo (n+1)2

n+1 1 "B hei. n 4 1 1
= 1—-— > 1 1) ———
n ( (n+1)2) n ( +(n+1) (n+1)2)

_n+1 1 1 _n+1 n—i—l—l_l
N n+1) n n+1

Y

J1001mjamo
An41

G,

> 1 3a cBako n € N.

Hakie, a,,1 > a, 3a ceako n € N, na je (a,) crporo pacryhin nHus.

n+1
3a orpaHnm4eHOCT IocMaTrpaMo nomohuu wHus b, = | 1+ — . Ouursiesino je b, > a, 3a
n
ceako n € N. [Tonoso o BepnysmjeBoj HejeHakocTn,

bn _("TH)TLH_(nJrl)”“ (n+1)"“ n+l n+l ((n+1)2)n+1

bn+1_(;l_ﬁ)”+2 n n+ 2 n+2 n+2 \n(n+2)




n+1 (nn+2)+1\"" n+1 1 s
n+2 n(n + 2) n+2 n(n + 2)

B.>Hej.n+1( n+1 )_n—i—l nn+2)+n+1  (n+1)(n*+3n+1)
n

n+2 n+2)) n+2 n(n+ 2) B n(n + 2)?
n*+3n*+n+n*+3n+1 nn+2)?%*+1 1
= = =14+ ——=>1
n(n 4+ 2)?2 n(n 4+ 2)?2 n(n + 2)2

Canenn ja je b, > b,y1 3a cako n € N, na je (b,) onagajyhu nus. laxie,
0<a, <b, <b =4,

na je (a,) orpanmuen. Kako je MoHOTOH um orpanuden, Hus (a,) je KOHBepreHTaH. Iberomy
IPaHUYHY BPEHOCT O3HAUABAMO Ca €, Tj.

1 n
lim (1 + —) = e ~ 2,718281828459045...
n

n—-+o0o

Tauyke Haromm/jaBama HU3a U IIoaHn3

Hedununmja 7. Bpoj b € R je mauka nazomusasarsa nusa (a,) axo ce y c6akoj 0KOAUHU
Opoja b Hanazu 6eckonauHo MHO20 4AGH06G Hu3a (a,), mj. axo

(Ve >0)(VneN)(IFmeN) m>n A |a, —b| <e.
Kaotcemo da je +00 mavka nazomunrasara nusa (a,) axo
(VM e R)(YneN)(ImeN) m>n A a, > M,
a da je —00 MauKa HAZOMUAABAILA AKO
(VM e R)(VYneN)(I3m eN) m>n A a, <M.

Hajseha Tauka narommiaBarma 30Be ce JIMMeC cymepuop u obejiexkaBa ce limsupa,, a

n—-+00
HajMarba TadKa HaroMuiaBama je auMec nHdepuop u obesnexasna ce lim inf a,,. OBe gomytrramo
n—-+00
A BPEJIHOCTU —OO U +00.
IIpumep 9. Huz a, = (—1)", mj. —1,1,—1,1,..., uma dsée mauke nazomurasara, —1 u 1,

anu HeEmMa AUMEC. ,Zlmme, BaH OKOAUHE MAYKE HA2OMUNAABAHHA MOIHCE CE HANAZUMU DECKOHAYHO
MHO20 HYAAHO6A HU3G, KAO U Y CG./VLOj oxoarunu. Baowcu

limsupa, =1, liminfa, = —1.
n—+00 n—r+o00

AKo je HU3 KOHBEpPreHTaH, OHJIA je

lim a, = limsupa, = liminf a,,

Tj, HU3 HKOHBEPIUPA aKO M CaMO aKO UMa TadHO jeJ[Hy TauKy Haromuiasama y RU{—oo, 400}
U Ta TayKa je KOHAJYHA.

IIpumep 10. Hus a, = (1+(—1)")n?, mj. 0,8,0,32,0,72, ..., uma dse mauxe HA20OMUAACAILA:
0 u +o0.



Ilpumep 11. Husz dam ca 1, 1,2, 1,2,3, 1,2,3,4, 1,2,3,4,5,... uma b6eckoHauno MH020
KOHAYHULT MAMGKE HA20MUNABAA: MO ¢y ceu esemenmu ckyna N. Tloped wux, u +00 je mauka
HA2OMUNABATA.

Sagarak 2. Hasecmu npumep HU3G KOjU UMG N KOHAYWHUL MAYGKG HAZOMUNABATA, 20€ je
n € N.

Pewerve. ¥Yavmumonns 1,2,3,...,n, 1,2,3,...,n, 1,2,3,...,n,....Caku ox 6pojeBa 1,2,...,n
1ojaBJjbyje ce OeCKOHaYHO MHOT'O IIyTa, 11a je TadKa HaroMujiaBama. /Jpyrux tadaka HaroMuiaBamba,
HEeMa. O

IIpumep 12. Ilocmampajmo eeomempujcrku nus a, = q*, 2de je ¢ € R. 3a |q| < 1 savrcu

lirf a, = 0. Ba ¢ = 1 nus je xoncmanwman, 1,1,1,..., u xoneepeupa xa 1. 3a ¢ = —1 uma
n—-+00

dee mauke nazomurasarea, 1 u —1. 3a |q| > 1 nus dusepeupa: 3a q > 1 dusepeupa xa +00, a
36 q < —1 uma dee mavke Ha2OMUNABAA, +0OO U —OO.

Hedbunaunuja 8. IModnu3 nusa a: N — R je ceaxa xomnosuyuja a o a, 2de je a: N — N
cmpozo pacmyha gynryuja. Axo oznavumo ng = a(k), k-mu wian nodnusa je

(aca)(k) = a(a(k)) = aam) = ang-

IIpumep 13. Hocmampajmo wus a, = (—1)". Hodnus (as,), mj. 1,1,1,..., koncmanman je,
Kao u nodnus (ag,—1), mj. —1,—1,—1,....

Bpoj b € R je Tauka HarommiaBama Hu3a (a,) aKO U CAMO aKO HOCTOjU Oap jelaH IIOHU3
(an,) KOju KOHBeprupa mpema b.
Ako je Hu3 (a,) KOHBEPTeHTaH, OHJIA 32 CBAKH FHErOB TIOTHU3 BaXKU

lim a,, = lim a,.
k—+o00 n—+00

Cras 4. Csaxu HU3 uMa MOHOMOH NOOHUS.

Jloxas. 3a natn vu3 (a,,) pedUHAIIEMO CKYIT
A={meN| (Yn>m) a, > an}.
Ckyn A moxke 6utn GeCKOHAYaH MM KOHAYAH.

1. Ako je A GeckoHavaH, y BbEMY MOXKEMO 0J[adpaTh CTPOro pacTyhu HU3 UHIEKCA Ny < N <
s <y < ---. 1o geduHnmju ckyna A Baxku a,, < ap, < - < oa,, < ---. Jaxie,
(an,) je monoron (pacryhn) moanus.

2. Ako je A xonauan, mzabepumo nq € N tako na je ny > m 3a cako m € A. Kako n; ¢ A,
HOCTOJU Mg > My TAKO Ja je dn, < an,. Lakobhe je ny ¢ A. Ilonasmajyhu oBaj mocrymnax
J061IjaMo ny < ng < ng < -+ TAKBE JA j€ Uy, > Qp, > Gp, > ---. [Ipema Tome, (a,, ) je
MOHOTOH (cTporo omajajyhu) nomuus Husa (a,).

O]
Teopema 1 (Bonmano-Bajeprirpac). Ceaku ozpanuien Hu3 uma KOHEEP2EHMaH NOOHUS.

Jloxas. CBaku HU3 nMa MOHOTOH mojHu3. Kako je jgaru HuU3 OrpaHuvueH, OrPaAHUYEH je U Taj
noyian3. JlobnjaMo MOHOTOH M OrpaHUYeH MOJIHU3, 114 je OH KOHBEPreHTaH. O



Teopema 2 (O asa nosmnajua). Axo za nusose (ay,), (by) u (¢,) nocmoju ng € N maxo da 3a

ceaxo n > ng eaxcy a, < b, <c, u axo je lim a, = lim ¢, =0b, onda je u lim b, =b.
n—+o0 n—+o0 n—-+o0

/lokxas. Heka je ¢ > 0 npoussospno. Kako je lim a, = b, nocroju n; € N tako ja 3a cBako
n—-+0o

n > ny Baxu |a,—b| < &, 1j. a, € (b—e,b+¢). Takobe, uz 1151_1 ¢, = b cenn na mocroju ny € N
n—-+0o0

TAKO JIa 3a CBAKO N > Mg BAXKM |¢, —b| < &, 1j. ¢, € (b—e,b+¢). Tana 3a ng = max{ng, ny,na}
U CBaKoO N > Ny UMaMoO
b—e<a,<b,<c,<b+e,
na je |b, — b| < e. Hakme, lim b, =b. O
n—

—+00

cosn
= 0.

ITpumep 14. Jlokasicumo da je lim
n—+oo N

Jloxas. Kako je —1 < cosn <1 3a cBako n € N, go6ujamo

1 cosn 1
——< <=
n n n
: 1 , . cosn
N3 lim (—— ) =0= lim —, mo Teopemu o jBa MOJHUIAjIIA, CJACTN lim = 0. O
n——+o0o n n——+oo N n——4o00 n
Ilpumep 15. Hspauynamu lim a,, axo je
n—-+00
n n n

n > 1.

a, = - o >
n+1 n3+2 n+n

Jloxas. 36up Koju mocMaTpamo nMma n cabupaka. Hajmamu cabupaxk je -3, @ Hajsehn je
jep cy Opojuornu UCTHU U MO3UTUBHHY, I1a BehW UMEHWIAIl jlaje Mabl Pa3IoMaK.

AKko cBakm cabupak 3aMeHUMO HajMambuM, JI00HjaMo 301D KOJU je Marhi U jeTHAK [IOYETHOM.
Ako cBakmu cabupak 3ameHuMo HajBehmm, m00mjamo 30up Koju je Behu Wu je/IHAK TOYETHOM.
Baro je

_n_
n3+1 )

z + + - < “ + + 1
e <a, < e
n3 +n n3+n n3 + 1 nd+1’
-~ g NS -~ >
n cabupaka n cabupaka
OJTHOCHO
n n
n- a n- .
n+n = "7 nd+l

Jlaxe, 10wy rpaHUIly Jo0ujaMo Kao Opoj cabupaka IyTa HajMamy cabupakx, a Topiby Kao O6poj
cabupaka IyTa HajBehu cabupak.

Kako je
. n? . n?
lim — = lim — =0,
n—+oo N> +n  notoond 41

110 TEOPEMU O JIBa MOJUTIAJIA CJIe N

lim a, = 0.
n—-+oo



