IIpenaBame 2 - Penanuje, cKymnoBu OpojeBa, MaTeMaTHIKa
MHAYKIIIja

1 Penamuje
Heka je p 6unapna pesnamnuja Ha ckyny A. Hajupe hemo ce mojicerutn ocobuna pesarje p:

1. PedaekcuBHOCT: apa, 3a cBako a € A.
2. Cumerpudunoct: apb = bpa, 3a cee a,b € A.
3. Aatucumerpuunoct: (apb u bpa) = a = b, 3a cBe a,b € A.

4. TpausutusHocT: (apb u bpc) = apc, 3a cse a,b, c € A.

Hedbununuja 1. Peaayuja p je peaauuja exsusarenyuje ako je pehiekcusha, CuMempuyta u
MPAH3UMUBHA. 36 PeAAUUIa eksusaseryuje p Ha A u a € A depuruiemo Kiacy exeusaieHyuje
eAEMENG G Ca

[a] = {z € A| zpa}.

Mpusep 1. Hewa je A = {a,b,c} u p = {(aa),(5,b),(c:0), (0,0), (¢,0)}. Peaauja p je
peaayuja exsusasenyuje, na je la] = [¢] = {a c} u [b] = {b}.

IIpumep 2. Peaayuja wa 7, 3adama ycaosom apb <= a — b je napan 6poj jecme pesayuja
exsusanernyuge. Taxo je 1p3 u 2p6, aru 3 p2 u 4 p 1. Kaace exsusanrenyugje cy

0] ={..,-4,-2024.%  [1]={..,-3-1,13, .}

IIpumep 3. Hexa je S ckyn cmydenama. Perauuja p na S, 3adama ycaosom da je apb axo u
camo axo cy a u b pohenu ucmoe dana, jecme peaayuja eKk6uUBaNEHUUTE.

Hedbununuja 2. Peaauuja p je pesauuja mnapuyujasnoz nopemra axo je pepaekcusHa,
AHMUCUMEMPUYHG U MPaH3umueHa. Peaavyuja p napuujasnoz nopemra je momaaHu nopedar
axo cy ceara 064 esemenma ynopedusa: 3a cee T,y € A 6astcu xpy usu YpT.

IIpumep 4.
1. Peaauuja < je peaauuja momanroz nopemxa na R.

2. Peaayuja C na P(A) je napuyujarnu nopedak, aiu y onwmem CAy4ajy Huje momasHi.
Ha npumep, sa A = {1,2} saorcu {1} € {2} u {2} € {1}, na {1} u {2} nucy ynopedusu.

ITpumep 5. Pesravuja jednaxocmu xpy <= x =1y na ckyny R je u peaayuja exsusanrenyuje
U NAPUUJAAHO2 NOPEMKQ: DEPAECKCUBHA, CUMEMPUYHA, GHMUCUMEMPUYHE U MPAHZUMUEHA.
Cneyujanro, u CuUMEMPUHa U aGHmucumempuina!

Banarak. /latu cy ckynosu A = {1,3} u B = {s,p,3}. Hahu A x B u B X A, Kao un muxoB
npecek. HaBectu npumep penanuje Ha cKyiy B Koja je pedieKcuBHA, cUMeTpUYHa U HUje
TpaH3UTHUBHA, KA0 1 mpuMep Gap 1o jexne dbyukimje (ako mocroju): f: A — B koja je “1 — 17,
g: A — Bxojaje“ma’ u h: A— A koja je bujeknuja.



Pewere. mamo

Ax B ={(Ls),(Lp),(1,3),(3,5),(3,p),(3,3)},
BxA={(s,1),(s,3), (p, 1), (p,3),(3,1),(3,3)
(Ax B)Nn(Bx A)={(3,3)}.

—~
—

Jenan mpuMep TpakeHe pesalyje je

p= {(8’ 3)7 (p,p), (373)7 (S,p), (p’3>’ (p7 3)7 (3,]9)}-

Omna je pedJiekcuBHA U CHMETPHUYHA, AU HUje TPAH3UTHUBHA, jep je Spp U pp3d, JOK s p 3.
Oyukmuja f mocroju: f(1) = s, f(3) = 3. Oyukuuja g we nocroju jep je |A| < |B|. Pyuknuja
h nocroju: h(1) =3, h(3) = 1. O

IIpumep 6. Ha ckyny A = {a,b,c,d} dama je pesayuja maberom

Qo ST
O~ O R
O O = O
— = O 0
— = O O &

Peaauuja je pepaekcusna (na dujaconasu cy jedunuuye) u cumempuwna (mabauya je
cumempuuna). Huje anmucumempusna jep je apc u cpa, aiu a # c. Huje mpansumuena jep je
apc u cpd, aru a pd.

2 Ilpupomnm 6pojeBu m MaTeMaTUIKa MHIYKIINIja

Ckyn mpupomuux Opojesa je N = {1,2,3,4,...}. Moxemo ra 3amatu u IleaHoBum
AKCHOMaMa.:

A1l. 1 je mpupoman 6poj.

A2. J1o6po je nedunucano npeciukasamwe ciegbennka S : N — N, naro ca S(n) =n + 1, 1j.
CBaKM NPUPOJIaH Opoj nMa cjead0eHnKa.

A3. 1 nuje ciea0eHUK HUjeJIHOT PUPOJIHOr Opoja, Tj. HUje Yy CJUIM IpeciankaBamba S (He
nocroju x € N takas 1a je S(z) = 1).

A4. Tlpecnukasame S je “1—17 (paziuauTy IPUPOHU OPOjEBH UMAjy PA3IUIUTE CIIeJ0EHIKE).

A5. Akcmoma maremarmdke mHayknuje. Heka je M C N rtakas ja je 1 € M (6aza
uHAyKIje) u qa u3 n € M (unpykruBHa xunoresa) caenn S(n) € M (Kopak HHIYKI]E).
Tana je M = N.

Akcromy MaTeMaTwdKe WHIYKIHje NeMO KOPUCTUTH Kajia J0Ka3yjeMo ja je HeKo TBpheme
TAvYHO 3a CBe IpupojiHe Opojese, mTo he OUTH YecT cIydaj U y HACTABKY Kypca.

Ilpumep 7. /Jloxazamu da 3a ceaxo n € N saorcu

n?(n+ 1)

P+22+3 4+ 40’ = 1



/loxas. Heka je
M = {n € N | Baxu (x)}.
12(1+1)2
— .
MuayKTUBHA XUAIOTe3a: IpeTiocTasuMo gan € M, 1j. paxku 13+23 433 4. .. 4n3 =
Kopak nnayknuje: nmposepasamo ga i S(n) =n + 1 € M. Umamo

Basza ungykmmje: 1 € M jep je 13 =
n?(n+1)2
e

2 1 2
B+ = 0 (”: )
(n+1)%[n?+4(n + 1)]
4
(n+1)*(n+ 2)?
4 b)

+ (n+1)*

mTo je u Tpebasio jokazaru. dakie, S(n) € M, na Ha OCHOBY akKcHOMe MaTeMaTHIKe MHIYKIIIje
nobujamo M = N. [

IIpumep 8 (Bepuynnjesa nejeanarocr). 3a ceaxo n € N u ceaxo 5 > —1 saorcu
(1+8)" =1+ pn. (%)
Joxas. Pukcupajmo nmpousBosbHO [ > —1 U Heka je
M = {n € N | Baxu (x)}.

Baza unayknmje: 1 € M jepje (1+8)=1+4-1.
NMuaykruBHa xunoresa: npermnocrasumMo jga n € M, 1j. axu (1 + 5)" > 1+ fn.
Kopak maaykmuje: nposepasamvo jga i S(n) =n + 1 € M. Iomro je 1+ 5 > 0, umamo

(1+3)" = (1+8)"(1+8)
——

nux

> (1+pn)(1+5)
=1+ (n+1)8+ ns
—
>0
>1+4+(n+1)8,
mTo je u Tpebasio jokazaru. dakie, S(n) € M, na Ha OCHOBY akcroMe MaTeMaTHIKe WHIYKIIIje

nooujamo M = N. O]

Ilenu 6pojeBu U AebUBOCT
Cxkym mieimx 6pojesa je
Z=1{0,£1,£2,...} =NU{0} U (—N),
rae je —N ={—-n|n € N}.

Hedbununuja 3. Heka cy a,b € Z. Kaswcemo da a deau b, mj. b je denmus ca a, u nuwemo
a | b axo nocmoju t € Z maxas da je b = at. Ipupodan 6poj p > 1 wuju cy jedunu nosumueHu
deauoyu 1 u p je npocm.

Ckymu cBux mpocrux 6pojesa P = {2,3,5,7,11,13,...} je GeckoHadaH.



Ocobune 1e/bUBOCTU:

1. Tpamsurusnoct: a |[bub|c=a|c.

2.albualc=albte

3. Ako a | b, onjia 3a cBako ¢ € Z Baxu a | be.

4. Ako a | by, a| b, ..., a| by, OHEA 3 CBE ¢1,C, ..., € Z BaXKU a | bicy + -« - - + by,

Hedbunaunuja 4. Hajsehu sajednuvku deaunay, uesux bpojesa a u b je npupodan 6poj d =
NZD(a,b) maxas da sasrcu:

1. d|awud]|b (deaunray);

2. axo 3a dy € N gaorcu dy | a w dy | b, onda dy | d (najeehu).
Axo je NZD(a,b) = 1, xaoscemo da cy a u b ysajammno npocmu.
IIpumep 9. Jloxazamu da 3a ceaxo n € N saorcu
934" +10"" —4. (%)
/loxas. Heka je
M = {n € N | Baxnu (*)}.

Baza unaykmmje: 1 € M jepje3-42+10° -4 =48+1—-4=45=5-9.
NHAyKTUBHA XUIIOTE3a: IPeTIocTaBuMo Ja n € M, 1j. axkn 9 | 3 - 4" 4+ 10771 — 4.
Kopak unaykimje: nposepasamo ja m S(n) =n+ 1 € M. Vmamo
34" 410" —4=12-4"""410-10""" —4
— 3 . 4n+1 4 10%71 o 4+9(4n+1 4 1071,71)7

vV Vv
nemsuso ca 9 mo X nespuBo ca 9

ma je oBaj m3pa3 Je/buB ca 9, mro je u Tpedaso jokazaru. lakie, S(n) € M, ma Ha OCHOBY
aKcmoMe MareMaTudke uHaykimje gooujamo M = N. 0

IIpumep 10. Jloxazamu da 3a ceaxo n € N saorcu

94" 4+ 6n +5. (%)
/loxas. Heka je

M = {n € N | Baxu (x)}.
Baza ungykumje: 1 € M jep je 4> +6+5=27=3-9.
NuayKTuBHA XUIIOTE3a: IPETIoCTaBuMO Jda n € M, 1j. Baxku 9 | 4" 4 6n + 5.
Kopak uaaykmuje: nposepasamo ja ju S(n) =n+ 1 € M. Umamo
42 4 6(n+1)+5=4-4"""46n+6+5
=4(4" +6n+5)— 181 —9
=44 +6n+5) — 92n+1)

(. J i

vV vV
nepuBo ca 9 mo UX nespuBo ca 9 mo UX

ma je oBaj m3pa3 Je/buB ca 9, mro je u Tpedaso jokazaru. laxie, S(n) € M, ma Ha OCHOBY
aKcroMe MaTeMaTudke nHAyKimje mooujamo M = N.
[TpumeTnmo jga MO HPUPOITHO MOTJIM Y KOPAKy MHJYKIIMje OTHNU U JIy?KUM IIyTeM
44”+1+6n—|—6+5: 4n+1+6n+5’+§4n+1+6

Vv TV
nespuBo ca 9 mo X 9|77?

KOju OM 3aXTeBao HOBY MaTeMaTUYKy WHAYKIIH]Y 3a JI0OKa3 JeJbUBOCTU JpyTor wiaHa ca 9. [

4



IIpumep 11 (Pubonauuje uuz). Qubonawujes Hu3 je Hu3 OJePunuUcaH PEKYPEHTMHOM
POPMYAOM Qpyo = Qpy1 + Qn, 30 céako n € N, npu wemy je a; = 1, ay = 1. bezosu waanosu
cy 1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144, . . ..
1) Csaxa dsa ysacmonHa 4waara cy yaajamuo npocma. To jecm, 3a ceaxo n € N
8a91CU
NZD(ap, an41) = 1. (%)

Jloxas. Heka je
M = {n € N | Baxu (x)}.

Baza ungykiuje: 1 € M jep je NZD(ay,az) = NZD(1,1) = 1.
NuaykruBaa xunoresa: npermnocraBumo ja n € M, 1j. Baxxu NZD(a,, a,41) = 1.
Kopak nnayknuje: nmposepasamo ga i S(n) =n+ 1 € M. Umamo

NZD(an+17 an+2> = NZD(an—l—h (pt1 + an)
= NZD(an41,ay)
= NZD(ay, aps1) =1,
—_———

ux

MTO je u Tpebao JOKa3aTH, PHU YeMy CMO 3a JApYyTy jeaHakoct kopuctwin jga NZD(a,b) =
NZD(a,b — a). Hakme, S(n) € M, na Ha OCHOBY akCHOMe MaTeMaTHIKe HHIYKIje J106ujamMo
M =N. O

2) Csaxu wemepmu waar Hu3a je dewus ca 3. To jecm, 3a csaxo n € N saorcu
3| agn. (%)
Jloxas. Heka je
M = {n € N | Baxu (xx)}.

Baza unaykuuje: 1 € M jep je agy = a4, =3=3- 1.
NuaykTuBHA XUMOTE3a: MPETIOCTABUMO Ja 1 € M, 1j. BaKu 3 | dyy,.
Kopak naayknuje: mposepaBamo jga jm S(n) =n+ 1 € M. Umamo

A4(n41) = Qdntd = Q4n+3 T Aani2
= 204n+y2 + Qant1
= 2(Gan41 + Qan) + Qaptr
= 3a4n+1 + 2 QA4p
—

ux

ma je oBaj u3pa3 Je/buB ca 3, mTo je u Tpedaso jokazaru. Jakie, S(n) € M, na Ha OCHOBY
aKcuoMe MareMaTwdke WHAyKIuje gqooujamo M = N. O

Parmmonasiiu n peajinu 6pojeBu

Cxkyn panuonasnux Opojesa je
_Jp
Q_{EWEZ’ qu}.

Teopema 1. V2 nuje payuonanan 6poj.



/loxas. IlpernoctaBUMO CyIpOTHO, HEKa je V2 parmonasian 6poj. Taza je V2 = §, rjie cy
p,q € N u NZD(p,q) = 1 (maxcumanno ckpahen paziomak). Ounatie je p? = 2¢%, na je p?
napan 6poj, a caMuM THM U p je napai, Tj. p = 2m. Cueau (2m)? = 4m? = 2¢2, na je ¢> = 2m>.
Iaxse, ¢ je napam, na je u q napan. 3aro je NZD(p, q) > 2, mro je KOHTpaMKIIHja. O

[TocmaTpajmo cajia ckymnose

A={qeQ|¢ <2}, B={qeQ"[¢>2}

Ounrnenno cy A u B nenpasuu. [Ipumernmo ja nocroje parwonaaau 6pojesu M (Ha mpumep
2,3,4,...) rakBu ja 3a cBako ¢ € A Baxu g < M. Oakse 6pojese (roprmha OrpaHuIerha) 30BEMO
MmajopanTe ckyrna A. O ¢BUX MajopaHTH 3aHMMa HAC HAjMarba U by, aKO MIOCTOjU, 30BEMO
cynpemyM ckyna A u obenexkaBamo sup A. Ckyn B HemMa MajopaHTe, ajd UMa MUHOPAHTE
m € Q (ma upumep 0, %, 1,...), 1j. 3a cBako q¢ € B Baxu ¢ > m. Hajsehy munopanry, ako
1I0CTOju, 30BeMO MH(pUMyM ckyna B u obenexkaBamo je inf B. Y ckyny R Baxku sup A = inf B =
V2 ¢ Q. Jakne, A nema cynpemym y Q, a B mema unduvyM y Q, 1 To je HemocraTak Koju
JKeJIMMO J1a troripaBuMo. To peraBamMo TUMe MITO CKYII panuoHaHnx Opojea Q mpormmpyjemo
JI0 ckyna peaysnux OpojeBa R, y koMe BaxKu akcrnoma MOTIYHOCTH:

Csaxu nenpasan u 0do3z2o ozparuven ckyn A C R uma cynpemym y cxyny R.

Teopema 2. Cxyn Q je ceyda eycm y R, mj. 3a ceaxa dsa pearna 6poja r1 < ro nocmoju q € Q
maxas da je r1 < q < To.

ITpumep 12. Ilpsux 16 deyumana 6poja .

“Jow uw I'pyu uw cmapu Basusonuu cy xaszasu obume xad desuws KpY208uUM
npeuruxom dobujew Heonrodan Ham nu.”

Bpojesu caosa y pevuma dajy vugppe: 3,1,4,1,5,9,2,6,5,3,5,8,9,7,9,3,2. Odamae

m = 3,1415926535897932.. ..

KapaunaaHocTt cKkynoBa OpojeBa

Heka je S, = {1,2,3,...,n} cKyn npBux n npupojHux 6pojesa.

Ckymn A je koHa4YaH cKyn ako nocroju oujexnuja f : .S, — A 3a neko n € N. Ha npumep,
ckymt A = {ay,aq,...,a333} ca MeljycobHO pazimuuTuM eseMeHTHMa je KOHAYaH jep MOCTOju
oujeknmja f : S3z3 — A nedunucana ca f(k) = ay.

Ckyn B je mpebpojuB ako noctoju 6bujeknuja f : N — B, Tj. eqemente ckyma B MoxkeMO
nopeharn y #u3. To 3naqn jga B uma npebpojuBo GeCKOHAYHO ejieMeHnaTa, Kao u N.

ITpumep 13. Cxyn Z je npebpojus.
Joxas. 1lene 6pojeBe mopehamo Ha ciaegehn HAIUH:

Z|0 1 -1 2 =2 3 -3 4 -4
N1 2 34 56 78 9

[Ipecaukasame f : N — Z, zamaro ca f(1) =0, f(2k) = ku f(2k+ 1) = —k 3a k € N, jecre
oujekIuja. O]

ITpumep 14. Crkyn Q je npebpojue.



Joxas. TlocmaTpajMo Hajipe IO3UTUBHE paruonasue 6pojese ™, rie cy m,n € N. Moxemo ux
nopebatu y Tabuiy:

il N P L
NI NW NN N|—=
Wk Wl Wi Wl
N T N [ R N | N
Gl Ol Oty o=
D DWW DN D=

Tabsmiy oburazumo 1o JujaroHaiaMa, Hau3MEHUIHO y oba cMmepa:

1123211234

17’271'1°2’374’3’2’17
[Tomro ce Hekn OpojeBU MOHABIbA]Y, TTOHOBJ/HEHA I0jAB/bUBAIHA ITPECKOYUMO U TAKO JIOOMjaMO
HU3 S1, S, S3, - . .. Cazia Moxkemo nipedbpojatu Q ca 0, s1, —S1, So, —S2, S3, —S3, S4, —S4, - - -- n

IIpumep 15. Ckyn R nuje npebpojue.

/loxas. IlpernocraBumo cynpoTHo, jga je ckyn R mpebpojuB. Tajsia je m mero OeckoHadaH
nozcky [0, 1), anje eemente hiemo pejicTaBuTH y JIEIUMATHOM 3aIHCY, TPEOPOJUB, 1A OCTOjH
oujekimja f : N — [0,1) nedunucana ca:

f(1) = 0] a} |ajatalal ...
f(2) = 0,47 a3 |a3aia; . . .,
£(3) = 0.a%a3 | a3 |afal ..
f(4) = 0,aa3a3| ag |as . . .,

[Tocmatpajmo 6poj b = 0,b1bybsby . .. Takas ja 3a cBako i € N Baxku b; # al. Bpoj b € [0,1) u
b # f(i), jep ce oBu GpPOjeBH PA3IUKYjy HA i-TOM JICIIUMAJHOM MECTY.

Hakme, 6poj b mHmje y caumm dyHKIuje f, MTO je y KOHTPAJIUKIMJU Ca HEHOM
cypjekrusHorty. 3aro [0, 1) nuje npebpojus, nma Hu ckyn R Huje npebpojus. O]



