1. Dokazati jednakost:

n-(n+1)
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1+243+...4+n=
BI. Proveravamo da li tvrdjenje vazi za n = 1.
Kako je 1 = % = 1, zadovoljena je baza indukcije.
[H. Pretpostavimo da tvrdjenje vazi za n.
IK. Dokazimo da vazi i za n + 1.
m n-(n+1)
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Po principu matematicke indukcije, zakljuc¢ujemo da tvrdjenje vazi za svaki
prirodan broj n.

2. Dokazati jednakost:
1+34+5+..+(2n—1)=n* neN

BI. Proveravamo da li tvrdjenje vazi za n = 1.

Kako je 2-1 —1 =1 = 12, zadovoljena je baza indukcije.
[H. Pretpostavimo da tvrdjenje vazi za n.

IK. Dokazimo da vazi i za n + 1.

14345+ +@n—-1D+2 - n+1)-1)En242m+1=(n+1)

Po principu matematicke indukcije, zakljuéujemo da tvrdjenje vazi za svaki

prirodan broj n.
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BI. Proveravamo da li tvrdjenje vazi za n = 1.

11\ (11
Kako je = ( ), zadovoljena je baza indukcije.

3. Dokazati:

01 01
[H. Pretpostavimo da tvrdjenje vazi za n.
IK. Dokazimo da vazi i za n + 1.
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Po principu matematicke indukcije, zaklju¢ujemo da tvrdjenje vazi za svaki
prirodan broj n.

4. Dokazati Bernulijevu nejednakost:
(1+2)">1+nx r>-1neN

BI. Proveravamo da li tvrdjenje vazi za n = 1.

Kako je (1+z)! =1+ 1z, zadovoljena je baza indukcije.
IH. Pretpostavimo da tvrdjenje vazi za n.

IK. Dokazimo da vazi i za n + 1.

(142" = (142)™ (142) > (14n2)(1+2) = 1+ (n+1)a+nz® > (14+2)"

Po principu matematicke indukcije, zaklju¢ujemo da tvrdjenje vazi za svaki
prirodan broj n.

5. Dokazati jednakost:
—14+3=-5+...+(-D)"2n—-1)=(-1)"-n

gde jen € N.

Baza indukcije: Za n=1 jednakost je ocigledna.

[H. Neka vazi indukcijska hipoteza, odnosno neka jednakost vazi za n=Kk, tj.
vazi

~1+3=5+ .+ (D2 —-1)= (-1 -k
IK. Dokazimo za n=k+1:

—14+3=5+..+(-1)"2k—-1)+ (1) 2k+1)—1) =
(IH) = (=1)* -k + (=D 2k + 1) =
= (DM =k +2k+1) = (-D"(k+1)

¢ime je indukcijski korak dokazan, a samim tim, prema principu matematicke
indukcije, jednakost vazi sa svaki prirodan broj n.



6. Niz {Fn},en zadat je sa
Fy :1>F2: L, Fn:Fn71+Fn72>n>2
Dokazati da vazi nejednakost:

Fn S S0’!7,—1
za svako n € N, gde je ¢ = %5

Koristicemo princip jake indukcije ovde.

BI. Ispitajmo bazni slucaj n=1 i n=2:

F1 =1= QOO
FR=1<16<p=¢p!
[H. Pretpostavimo da nejednakost vazi za sve n=1,2, ... k-1k.(Dovoljno ¢e

nam biti da pretpostavimo da vazi za k-1 i k)
Dokazimo da vazi za n=k+1: Fp+1 = Fp+Fp_ 1 < o 1472 = o 2(p+1)

Dovoljno je jos dokazati da je ¢ + 1 < ¢
— 14+V5 _ 3+V5

2 _ (14+v5\2 _ 142V5+5 _ 3456
p- = ( 2 ) - 4 )
Dakle dokazali smo vise:
o+1=?

¢ime je, po principu jake indukcije, nejednakost dokazana za svako n € N.

7. Dokazati binomnu formulu.
Podsetimo se, binomna formula glasi (a 4+ b)" = >, (7)a" " i da vazzi
za svaki prirodan broj n.Dokazimo to matematickom indukcijom.
BI. Proveravamo da li tvrdjenje vazi za n = 0.
Kako je (a + b)o =1= 22:0 (2) a’~*b*, zadovoljena je baza indukcije.
IH. Pretpostavimo da vazi (a +b)" =37, (7)a"*b*
IK. Dokazimo da tvrdjenje vazi zan+1, tj. (a + )" = 33+ ("I antikpk

(a+b)"" = (a+b)(a+b)"

~ a0+ = @)Y ()t
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Sto smo i zeleli da pokazemo.
Po principu matematicke indukcije, zaklju¢ujemo da binomna formula vazi
za svaki prirodan broj n.

8. Dokazi za je Vn € N :

n(n+1)(2n+ 1)

14449+ ... +n>= c

BI. Proveravamo da li formula vazi zan =1

Kako je 1 = %, vazi.

IH. Pretpostavimo da vazi 1 +4 4+ 9+ ... +n? =
IK. Proveravamo da li formula vazi za n + 1,
tj. dalije 1 +44+9+ ...+ n2+ (n+ 1) = D23

n(n+1)(2n+1)
6

5 n(n+1)2n+1)
N 6
_n(n+1)2n+1) +6(n + 1)?
6
_ (n+1)[n2n+1) +6(n+1)]
6
(n+1)(2n? + Tn + 6)
6

14+44+9+ .. +n>+(n+1) +(n+1)?




(n+1)(n+2)(2n+3)
6

Sto smo i zeleli da pokazemo.
Pa, je prema principu matematicke indukcije, formula tacno za svaki priro-
dan broj n.

9.Dokazati da za svaki prirodan broj vazi sledece:
6|n(n+1)(2n+1)

BIL. Za n=1: n(n+ 1)(2n + 1) = 6, pa jednakost o¢igledno vazi.

IH. Pretpostavimo da vazi: 6|n(n + 1)(2n + 1)

IK. Dokazimo da tvrdjenje vazi za n+1:

m+1)n+2)2n+1)+1) = (n+1)(n+2)2n+3) = n(n+1)2n +
3)+2n+1)2n+3)=nn+1)2n+1)+2n(n+1)+2(n+1)(2n+3) =
nn+1)2n+1)+2(n+1)3n+3) =nn+1)2n+1)+6(n+1)(n+1)
Odavde vidimo da 6 deli prvi sabirak po induktivnoj hipotezi, a o¢igledno
deli i drugi, pa vazi:

6/(n+1)(n+2)(2n + 3)

Po principu matematicke indukcije zaklju¢ujemo da tvrdjenje vazi za svaki
prirodan broj.

10.Dokazati da za svaki prirodan broj n > 0 vazi sledece:
3|5n + 2n+1

Bl Za n=1: 5" +2"*1 =54+ 4 = 9, pa jednakost o¢igledno vazi.

[H. Pretpostavimo da vazi: 3|5" + 21

IK. Dokazimo da tvrdjenje vazi za n+1:

5n+1 + 2n+2 — 5n+1 _ 5n2 + 5n2 + 2n+2 — 5n(5 _ 2) + 2(511 + 2n+1) —
357" + 2(5" + 2nt1)

Odavde vidimo da 3 ocigledno deli prvi sabirak, a 3 deli i drugi sabirak po
induktivnoj hipotezi, pa vazi:

3|5n+12n+2

Po principu matematicke indukcije zaklju¢ujemo da tvrdjenje vazi za svaki
prirodan broj.

11. Dokazati da za svaki prirodan broj n > 5, vazi nejednakost:

2" > n?.



BI. Proveravamo da li tvrdjenje vazi za n = 5.

Kako je 2° = 32 > 5% = 25, zadovoljena je baza indukcije.
[H. Pretpostavimo da tvrdjenje vazi za n.

IK. Dokazimo da vazi i za n + 1.

IH.
ol = 9n. 2> 2 2=n2+n>n 4+ 2+ 1=(n+1)>

Po principu matematicke indukcije, zaklju¢ujemo da tvrdjenje vazi za svaki
prirodan broj n > 5.

Koristili smo nejednakost n? > 2n+1 za n > 2, koju ¢emo, takodje, dokazati
koriste¢i matematicku indukciju.

BI. Proveravamo da li nejednakost vazi za n = 3.

Kako je 32 =9 > 2.3+ 1 = 7, zadovoljena je baza indukcije.

[H. Pretpostavimo da tvrdjenje vazi za n.

IK. Dokazimo da vazi i za n + 1.

TH.
n+1)?=n+2n+1>2n+14+2n+1=2-n+1)+2n>2-(n+1)+1

Po principu matematicke indukcije, zakljucujemo da nejednakost vazi za
svaki prirodan broj n > 2.

12. Dokazati Moavrovu formulu.

Neka je dat kompleksan broj u trigonometrijskom obliku z = r(cosf +isinf).
Tada se n — ti stepen broja z racuna po formuli:

2" = r"(cosnb + isinnf) (1)

BI. Formula je tacna za slucaj n = 1, jer
z = r(cosf + isinf)

[H. Pretpostavimo da vazi za neko n:

2" = r"(cosnb + isinn)
IK. Dokaziimo sada tvrdjenje za n + 1

2" = (r™(cosn® + isinnd))(r(cosd + isind)) =
= 1" ((cosnfcost) — sinnfsind) + i(cosnfsinf + sinnbcosh)) =
= 1" (cos(n +1)0 + isin(n + 1)0) = 2"

U poslednjoj jednacini iskoristili smo odgovarajucée adicione formule.
Dakle, Moavrova formula je tacna za svaki prirodan broj n.



