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Matematika 1 - zadaci �or�e Koci�

Predgovor

Kako ne postoji neka zbirka koja bi ispratila sve oblasti koje radimo na ve�-
bama iz Matematike 1 na fakultetu za Fiziqku hemiju, ovo je neki pokuxaj takve
,,skriptice” koja �e, nadam se, olakxati polagaǌe ovog ispita. Ova skripta �e se
stalno dopuǌavati i meǌati u toku godine/a i datum posledǌe izmene �e pisati
na poqetnoj stranici. Ukoliko uoqite neku grexku (xtamparsku, ili jox bitnije
grexku u raqunu) ili ako imate neku primedbu xta bi trebalo lepxe objasniti
itd, napixite mi meil na djordje kocic@matf.bg.ac.rs.

U nekim zadacima se, nakon broja zadatka, u zagradi nalazi npr. (Jan, 2018.)
ili sliqno. To znaqi da je taj zadatak bio na pismenom ispitu iz Matematike 1 na
fakultetu za Fiziqku hemiju u januarskom roku 2018. godine.
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Matematika 1 - zadaci �or�e Koci�

1 Matematiqka indukcija

Matematiqka indukcija je postupak koji se koristi kada neku tvrdǌu �elimo da
doka�emo za svaki prirodan broj (ili za svaki prirodan broj poqev od nekog).
Dokaz matematiqkom indukcijom se sastoji iz slede�ih koraka:

(1) baza indukcije (BI) - proveravamo da li dato tvr�eǌe va�i za n = 1 (ili
za najmaǌe n iz tvrdǌe);

(2) induktivna hipoteza (IH) - pretpostavǉamo da tvr�eǌe va�i za sve bro-
jeve maǌe ili jednake od n− 1;

(3) korak indukcije (KI) - koriste�i induktivnu hipotezu proveravamo da li
dato tvr�eǌe va�i za n.

Na osnovu ovoga verovatno nije bax najjasnije xta se zapravo radi, ali bi�e jasno
nakon par prove�banih zadataka. U prvom zadatku �emo detaǉno objasniti postupak
matematiqke indukcije, a kasnije �emo izostavǉati korake koji bi trebalo da su
jasni.

Zadatak 1.1 Dokazati da za sve prirodne brojeve n va�i

1 + 2 + ...+ n =
n(n+ 1)

2
.

Rexeǌe:
(BI) Kako se tvrdi da va�i za svako n, u bazi indukcije �emo proveriti da li je
taqno za n = 1. U tvr�eǌu sa leve strane imamo sumu n sabiraka, pa za n = 1 imamo
,,sumu” jednog sabirka, tj. samo prvi qlan, dok u izraz na desnoj strani zamenimo
n = 1. Dakle, pitamo se da li je

1 =
1(1 + 1)

2
,

xto jeste taqno.
(IH) U induktivnoj hipotezi pretpostavǉamo da je tvr�eǌe taqno za n − 1, tj. da
va�i

1 + 2 + ...+ (n− 1) =
(n− 1)n

2
.

Znaqi, na levoj strani imamo sumu n−1 sabiraka, a u izraz na desnoj strani umesto
n ubacimo n− 1.
(KI) U ovom koraku dokazujemo da tvrdǌa va�i za sumu prvih n brojeva, tj. bax
jednakost koja je data u zadatku. To �emo uraditi koriste�i (IH) na slede�i
naqin:

1 + 2 + ...+ n = 1 + 2 + ...+ (n− 1)︸ ︷︷ ︸
iz (IH) ovo =

(n−1)n
2

+n

=
(n− 1)n

2
+ n =

(n− 1)n+ 2n

2

=
n2 − n+ 2n

2
=
n2 + n

2
=
n(n+ 1)

2
,

xto je i trebalo dokazati.
Na osnovu matematiqke indukcije, tvr�eǌe va�i za sve prirodne brojeve.

Ovo je zadatak koji je gotovo uvek prvi primer za indukciju. Sada prelazimo na
malo ozbiǉnije zadatke:
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Matematika 1 - zadaci �or�e Koci�

Zadatak 1.2 (Sep-3, 2018.) Dokazati da za sve prirodne brojeve n va�i

1

3
+

2

32
+

3

33
+ ...+

n

3n
=

3

4
− 2n+ 3

4 · 3n
.

Rexeǌe:
(BI) Proveravamo da li va�i za n = 1. Dakle, na levoj strani imamo samo prvi
qlan, a u desnu ubacimo n = 1, i dobijamo

1

3
=

3

4
− 2 · 1 + 3

4 · 31
=

3

4
− 5

12
=

9− 5

12
=

4

12
=

1

3
,

xto je taqno.
(IH) Pretpostavǉamo da tvr�eǌe va�i za n− 1, tj. da va�i

1

3
+

2

32
+

3

33
+ ...+

n− 1

3n−1
=

3

4
− 2n+ 1

4 · 3n−1
.

(KI) Proveravamo da li je taqno za n, tj. upravo tvrdǌu iz zadatka:

1

3
+

2

32
+

3

33
+ ...+

n

3n
=

1

3
+

2

32
+

3

33
+ ...+

n− 1

3n−1︸ ︷︷ ︸
= 3

4
− 2n+1

4·3n−1 zbog (IH)

+
n

3n

=
3

4
− 2n+ 1

4 · 3n−1
+

n

3n
=

3

4
− 3(2n+ 1)− 4n

4 · 3n
=

3

4
− 2n+ 3

4 · 3n
,

xto je i trebalo dokazati.
Na osnovu matematiqke indukcije, tvr�eǌe va�i za sve prirodne brojeve.

Pre nastavka, jedna bitna napomena - pri sre�ivaǌu izraza u (KI) uvek treba
obratiti pa�ǌu na to xta zapravo �elimo da dobijemo na kraju sre�ivaǌa i tru-
diti se da te delove koji su ve� u redu ne komplikujemo. Konkretno, pri sre�ivaǌu
izraza u prethodnom zadatku nismo dovodili pod zajedniqki imenilac i 3

4 zato xto
je to deo koji je i u postavci zadatka izdvojen.

Zadatak 1.3 (1.kol, 2017.) Dokazati da za sve prirodne brojeve n va�i(
1− 9

22

)(
1− 9

52

)
· · ·
(

1− 9

(3n− 1)2

)
= − 3n+ 2

2(3n− 1)
.

Rexeǌe:
(BI) Proveravamo da li je taqno za n = 1. U ovom zadatku na levoj strani imamo
proizvod n qlanova, pa za n = 1 uzimamo samo prvi qlan iz tog proizvoda, a na
desnoj samo zamenimo n = 1. Dakle, proveravamo da li je

1− 9

22
= − 3 · 1 + 2

2(3 · 1− 1)
= −5

4
,

xto jeste taqno.
(IH) Pretpostavǉamo da je tvr�eǌe taqno za n− 1, tj. da va�i(

1− 9

22

)(
1− 9

52

)
· · ·
(

1− 9

(3n− 4)2

)
= − 3n− 1

2(3n− 4)
.
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(KI) Proveravamo da li je taqno za n, tj. upravo tvrdǌu iz zadatka:(
1− 9

22

)(
1− 9

52

)
· · ·
(

1− 9

(3n− 1)2

)
=

(
1− 9

22

)(
1− 9

52

)
· · ·
(

1− 9

(3n− 4)2

)
︸ ︷︷ ︸

=− 3n−1
2(3n−4)

zbog (IH)

·
(

1− 9

(3n− 1)2

)

= − 3n− 1

2(3n− 4)
· (3n− 1)2 − 9

(3n− 1)2
= − 3n− 1

2(3n− 4)
· 9n2 − 6n− 8

(3n− 1)2

= − 3n− 1

2(3n− 4)
· (3n− 4)(3n+ 2)

(3n− 1)2
= − 3n+ 2

2(3n− 1)
,

xto je i trebalo dokazati.
Na osnovu matematiqke indukcije, tvr�eǌe va�i za sve prirodne brojeve.

U prethodnim zadacima smo koriste�i indukciju dokazivali neke jednakosti
i, u suxtini, to je najjednostavniji tip zadataka. Matematiqka indukcija se mo�e
primeǌivati i za druge stvari, kao xto je na primer dokazivaǌe deǉivosti. Zapis
6 | 24 se qita kao ,,6 deli 24” (xto znaqi da je 24 deǉivo sa 6, jer va�i 24 = 6 · 4).
Naredni zadatak je takvog tipa:

Zadatak 1.4 (Feb, 2018.) Matematiqkom indukcijom dokazati da za svaki prirodan
broj n ≥ 0 va�i

59 | 5n+2 + 26 · 5n + 82n+1.

Rexeǌe:
(BI) Kako se u zadatku tvrdi za svako n ≥ 0, u bazi indukcije �emo proveriti da
li va�i za n = 0 (naravno, nije grexka ni ako se proveri za n = 1, ali bismo tu
imali malo vixe raquna, a nema potrebe za tim). Dakle, proveravamo da li

59 | 52 + 26 · 50 + 81 = 25 + 26 + 8 = 59,

xto jeste taqno.
(IH) Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za n− 1, tj.

59 | 5n+1 + 26 · 5n−1 + 82n−1.

(KI) Dokazujemo da je tvr�eǌe taqno za n. Krenu�emo od desne strane i namextati
izraz tako da mo�emo da iskoristimo (IH):

5n+2 + 26 · 5n + 82n+1 = 5 · 5n+1 + 26 · 5 · 5n−1 + 82 · 82n−1

= 5 · (5n+1 + 26 · 5n−1 + 82n−1)︸ ︷︷ ︸
59| ovo zbog (IH)

+59 · 82n−1.

Prvi sabirak je deǉiv sa 59 zbog (IH), a drugi je oblika 59 puta nexto, pa je
oqigledno deǉiv sa 59. Dakle, va�i 59 | 5n+2 + 26 · 5n + 82n+1.
Na osnovu matematiqke indukcije, tvr�eǌe va�i za sve prirodne brojeve.

Zadatak 1.5 (Jan, 2017.) Dokazati da za sve prirodne brojeve n va�i

17 | 62n + 19n − 2n+1.
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Rexeǌe:
(BI) Proveravamo da li je tvrdǌa taqna za n = 1. Proveravamo da li

17 | 62·1 + 191 − 21+1 = 36 + 19− 4 = 51 = 3 · 17,

xto jeste taqno.
(IH) Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za n− 1, tj. da va�i

17 | 62n−2 + 19n−1 − 2n.

(KI) Proveravamo da li va�i za n, tj. upravo tvrdǌu iz postavke zadatka. Krenemo
sa leve strane i namextamo na (IH):

62n + 19n − 2n+1 = 36 · 62n−2 + 19 · 19n−1 − 2 · 2n

= 2 (62n−2 + 19n−1 − 2n)︸ ︷︷ ︸
17| zbog (IH)

+ 34 · 62n−2︸ ︷︷ ︸
17|

+ 17 · 19n−1,︸ ︷︷ ︸
17|

pa je tvr�eǌe taqno i za n.
Na osnovu matematiqke indukcije, tvr�eǌe va�i za sve prirodne brojeve.

Prikaza�emo jox jedan tip zadataka u kojima se koristi indukcija, a to je
dokazivaǌe nejednakosti. Kod ovog tipa se u (KI) obiqno koristi neka dodatna
nejednakost, koja je ili oqigledna, ili se i ona dokazuje indukcijom.

Zadatak 1.6 (1.kol-2014.) Dokazati da za sve prirodne brojeve n va�i

n! ≤ nn.

Rexeǌe:
(BI) Za n = 1 dobijamo 1 ≤ 11 xto va�i.
(IH) Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za n− 1, tj. (n− 1)! ≤ (n− 1)n−1.
(KI) Dokazujemo da va�i za n. Kre�emo od leve strane i namextamo na (IH):

n! = n · (n− 1)! ≤︸︷︷︸
(IH)

n · (n− 1)n−1 ≤︸︷︷︸
n−1<n

n · nn−1 = nn,

xto je i trebalo dokazati.
Na osnovu matematiqke indukcije, tvr�eǌe va�i za sve prirodne brojeve.

Zadatak 1.7 (1.kol, 2012.) Matematiqkom indukcijom pokazati da za sve prirodne
brojeve n ≥ 8 va�i

√
3n > n2.

Rexeǌe:
(BI) Kako se tvrdi za sve brojeve n ≥ 8, za bazu indukcije smemo uzeti najmaǌe
n = 8 (ne mo�emo n = 1 kao obiqno!!!). Proveravamo da li va�i

√
38 = 81 > 64 = 82,

xto jeste taqno.
(IH) Pretpostavimo da je tvr�eǌe taqno za n− 1, tj. da va�i

√
3n−1 > (n− 1)2.
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(KI) Proveravamo da li je taqno za n, tj. bax tvrdǌu iz zadatka. Kre�emo od leve
strane i koristimo (IH) (i jox neku nejednakost verovatno) da namestimo na desnu
stranu tvrdǌe:

√
3n =

√
3
√

3n−1 >︸︷︷︸
(IH)

√
3(n− 1)2 =

√
3(n2 − 2n+ 1)

?︷︸︸︷
> n2.

Ostaje da proverimo jox da li va�i ova druga nejednakost. Ako to va�i, onda
mo�emo da uklonimo upitnik i rexili smo zadatak. Proveravamo da li va�i

√
3(n2−

2n + 1) > n2, a to je ekvivalentno sa (
√

3 − 1)n2 − 2
√

3n +
√

3 > 0. Znaqi, ideja je da
reximo ovu kvadratnu jednaqinu po n i da doka�emo da nema nula za n ≥ 8 i da je
tu pozitivna. Rexeǌa ove kvadratne jednaqine su

n1/2 =
2
√

3±
√

(2
√

3)2 − 4 · (
√

3− 1) ·
√

3

2(
√

3− 1)

n1/2 =
2
√

3±
√

12− 12 + 4
√

3

2(
√

3− 1)

n1 =

√
3− 4
√

3√
3− 1

, n2 =

√
3 + 4
√

3√
3− 1

.

Sada treba nekako (bez digitrona) proceniti otprilike n1 i n2. Znamo da je
√

2 ≈
1, 4 i

√
3 ≈ 1, 7 (znamo da su izme�u

√
1 = 1 i

√
4 = 2, a koriste se qesto pa smo ih

zapamtili vaǉda). Kako je 4
√

3 =
√√

3 ≈
√

1, 7, va�i 1 <
√

1, 7 <
√

2 ≈ 1, 4 (bitnije
nam je n2 ovde, pa je bitnija gorǌa granica za 4

√
3). Sada mo�emo proceniti n1 i n2

sa

n1 =

√
3− 4
√

3√
3− 1

≈ 1.7− 1.4

0.7
≈ 1

2
, n2 =

√
3 + 4
√

3√
3− 1

≤ 1.7 + 1.4

0.7
≈ 4.1

0.7
≈ 6.

Kako je koeficijent uz n2 jednak
√

3 − 1 > 0, imamo ,,sre�nu” parabolu, pa je ona
negativna samo izme�u n1 i n2, xto znaqi da je za n > n2 ≈ 6 pozitivna, pa specijalno
dobijamo da je (

√
3 − 1)n2 − 2

√
3n +

√
3 > 0 za n ≥ 8, xto znaqi da mo�emo ukloniti

upitnik i time smo rexili ovaj zadatak.
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2 Kompleksni brojevi

Ako posmatramo jednaqinu x2 + 1 = 0, ona u skupu realnih brojeva R nema rexeǌa,
jer bi rexeǌa bila x1 =

√
−1 i x2 = −

√
−1, a to nije definisano u R. Zbog toga

se uvode kompleksni brojevi kako bi ova, a i sve ostale kvadratne jednaqine, imale
rexeǌa. Uvodimo imaginarnu jedinicu i kao i =

√
−1.

Kompleksan broj z je broj oblika

z = x+ iy, (1)

gde x, y ∈ R. Skup svih kompleksnih brojeva obele�avamo sa C. Zapis kompleksnog
broja u obliku (1) se naziva algebarski zapis i tada se x naziva realni deo, a y
imaginarni deo kompleksnog broja z i pixemo x = Re z i y = Im z. Broj z̄ = x − iy
se naziva konjugat kompleksnog broja z = x+ iy.

Kompleksan broj z = x+ iy mo�emo zapisati u trigonometrijskom obliku

z = ρ(cos θ + i sin θ), (2)

gde je ρ =
√
x2 + y2 =

√
zz̄ moduo kompleksnog broja z, a θ se raquna iz uslova

cos θ = x
ρ , sin θ = y

ρ i naziva se argument kompleksnog broja z. Obratiti pa�ǌu da

θ 6= arctg yx (npr. iz cos θ = −
√

2
2 i sin θ = −

√
2

2 dobijamo taqnu vrednost θ = 5π
4 , dok iz

θ = arctg−
√

2
−
√

2
= arctg1 dobijamo pogrexno θ = π

4 !!!)
Ojlerov ili eksponencijalni zapis kompleksnog broja z je zapis oblika

z = ρ eiθ, (3)

gde su ρ i θ moduo i argument kompleksnog broja z.
Mo�e se logiqno postaviti pitaǌe - zaxto imamo ovoliko zapisa jednog is-

tog kompleksnog broja? Pa, svaki od ovih zapisa ima neke svoje prednosti. Na
primer, algebarski zapis je pogodan za operacije sabiraǌa i oduzimaǌa komplek-
snih brojeva, dok je dosta komplikovano mno�eǌe i deǉeǌe kompleksnih brojeva u
algebarskom zapisu. Tu nastupa trigonometrijski zapis u kom je dosta jednostavno
mno�eǌe i deǉeǌe. Zbog toga �emo napisati formule za sabiraǌe i oduzimaǌe
kompleksnih brojeva u algebarskom zapisu, a za mno�eǌe i deǉeǌe u trigonometri-
jskom. Ojlerov i trigonometrijski zapis su u suxtini ,,jedno te isto” je

Neka su z1 = x1 + iy1 = ρ1(cos θ1 + i sin θ1) i z2 = x2 + iy2 = ρ2(cos θ2 + i sin θ2) dva
kompleksna broja. Tada je

z1 + z2 = (x1 + iy1) + (x2 + iy2) = (x1 + x2) + i(y1 + y2)

z1 − z2 = (x1 + iy1)− (x2 + iy2) = (x1 − x2) + i(y1 − y2)

z1 · z2 = ρ1(cos θ1 + i sin θ1) · ρ2(cos θ2 + i sin θ2) = ρ1ρ2(cos(θ1 + θ2) + i sin(θ1 + θ2))

z1

z2
=
ρ1(cos θ1 + i sin θ1)

ρ2(cos θ2 + i sin θ2)
=
ρ1

ρ2
(cos(θ1 − θ2) + i sin(θ1 − θ2))

Logiqno, i mno�eǌe i korenovaǌe kompleksnog broja je jednostavnije u trigonometri-
jskom obliku. Ako je z = ρ(cos θ + i sin θ), tada je

zn = ρn(cos(nθ) + i sin(nθ)). (4)

Postoje taqno n razliqitih korena kompleksnog broja z, tj. n
√
z ∈ {u0, u1, ..., un−1},

gde je

uk = n
√
ρ

(
cos

θ + 2kπ

n
+ i sin

θ + 2kπ

n

)
, za k = 0, 1, ..., n− 1. (5)
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Odre�ivaǌe uglova sa trigonometrijskog kruga

Neka su x, y ∈ [0, 1] brojevi takvi da je x2 + y2 = 1. Razlikova�emo qetiri sluqaja u
zavisnosti od toga u kom kvadtantu je tra�eni ugao θ:

(1) Prvi kvadrant, cos θ = x, sin θ = y:

Ovo je sluqaj u kome moramo napamet da znamo vrednosti sinusa i kosinusa za
tri poznata ugla π

6 ,
π
4 i π

3 , i sve ostale uglove �emo onda mo�i da vidimo sa
trigonometrijskog kruga koriste�i ta tri ugla. Dakle, treba zapamtiti

sin
π

6
=

1

2
, sin

π

4
=

√
2

2
, sin

π

3
=

√
3

2
,

a onda iz ovoga znamo i vrednosti kosinusa zbog cos θ =
√

1− sin2 θ, pa je

cos
π

6
=

√
3

2
, cos

π

4
=

√
2

2
, cos

π

3
=

1

2
.

Vrednosti kosinusa su na realnoj osi, a vrednosti sinusa na imaginarnoj. Sa
kruga mo�emo oqitati da je

cos 0 = 1, sin 0 = 0, cos
π

2
= 0, sin

π

2
= 1.

Dakle, znamo vrednosti za sve poznate uglove θ ∈ [0, π2 ].

(2) Drugi kvadrant, cos θ = −x, sin θ = y:

Najpre �emo odrediti ugao α koji je u prvom kvadrantu i koji ima cosα = x
i sinα = y (prvi sluqaj), a zatim �emo tra�eni ugao θ dobiti kao θ = π − α
(videti sliku).
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(3) Tre�i kvadrant, cos θ = −x, sin θ = −y:

Najpre �emo odrediti ugao α koji je u prvom kvadrantu i koji ima cosα = x
i sinα = y (prvi sluqaj), a zatim �emo tra�eni ugao θ dobiti kao θ = π + α
(videti sliku).

(4) Qetvrti kvadrant, cos θ = x, sin θ = −y:

Najpre �emo odrediti ugao α koji je u prvom kvadrantu i koji ima cosα = x
i sinα = y (prvi sluqaj), a zatim �emo tra�eni ugao θ dobiti kao θ = 2π − α
(videti sliku).

Dakle, ako imamo poznate vrednosti sin θ i cos θ, onda ugao θ odre�ujemo na osnovu
jednog od ova qetiri sluqaja.

Analogno, ako imamo dat ugao θ, vrednosti sin θ i cos θ mo�emo istom logikom
odrediti - na�emo odgovaraju�i ugao α ∈ [0, π2 ], za ǌega znamo vrednosti sinusa i
kosinusa (prvi sluqaj), i onda u zavisnosti od toga u kom je kvadrantu θ dodamo +
ili − na vrednosti cosα i sinα.
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Zadatak 2.1 Odrediti realni i imaginarni deo kompleksnog broja z =
1
2

+i
√
3

2
1
2
−i
√
3

2

.

Rexeǌe: Kako je zz̄ = ρ2 ∈ R, ideja je da ,,racionalixemo” z na slede�i naqin:

z =
1
2 + i

√
3

2

1
2 − i

√
3

2

·
1
2 + i

√
3

2

1
2 + i

√
3

2

=
(1

2 + i
√

3
2 )2

(1
2)2 + (

√
3

2 )2
=

(1
2)2 + 2 · 1

2 ·
√

3
2 i+ (i

√
3

2 )2

1
4 + 3

4

= −1

2
+

√
3

2
i,

pa dobijamo Re z = −1
2 i Im z =

√
3

2 .

Zadatak 2.2 (Sept-1, 2018.) Odrediti realni i imaginarni deo kompleksnog broja

z = (
1− i√
3 + i

)7.

Rexeǌe: Videli smo da je za stepenovaǌe dosta pogodniji trigonometrijski zapis,
pa je ideja da stepenujemo u trigonometrijskom zapisu.

Oznaqimo z1 = 1 − i i z2 =
√

3 + i. Tada je z = ( z1z2 )7. Ako na isti naqin
kao u prethodnom zadatku pokuxamo da ,,racionalixemo” z1

z2
, pa da tad prebacimo

u trigonometrijski zapis, ne�emo dobiti neke ,,lepe” brojeve. Znaqi, mora�emo
nekako drugaqije. Pa, primetimo da va�i

z = (
z1

z2
)7 =

z7
1

z7
2

,

i primetimo da z1 i z2 mo�emo lepo da prebacimo u trigonometrijski zapis. Znaqi,
prebaci�emo z1 i z2 u trigonometrijski zapis, onda stepenovati pojedinaqno, i na
kraju podeliti. Dobi�emo trigonometrijski zapis broja z i onda �emo odrediti
realni i imaginarni deo.

Najpre posmatramo z1 = 1− i. Tada je ρ =
√

2, cos θ =
√

2
2 i sin θ = −

√
2

2 pa je θ = 7π
4 .

Dakle, z1 =
√

2(cos 7π
4 + i sin 7π

4 ).

Isto radimo i za z2 =
√

3 + i. Dobijamo ρ = 2, cos θ =
√

3
2 i sin θ = 1

2 pa je θ = π
6 .

Dakle, z2 = 2(cos π6 + i sin π
6 ).

Sada dobijamo da je

z =
(
√

2(cos 7π
4 + i sin 7π

4 ))7

(2(cos π6 + i sin π
6 ))7

=

√
2

7
(cos 49π

4 + i sin 49π
4 )

27(cos 7π
6 + i sin 7π

6 )

=
1

8
√

2
·

√
2

2 + i
√

2
2

−
√

3
2 −

1
2

= − 1 + i

8(
√

3 + i)
= − (1 + i)(

√
3− i)

8(
√

3 + i)(
√

3− i)

= −
√

3 + 1 + (
√

3− 1)i

32
,

pa je Re z = −
√

3+1
32 i Im z = −

√
3−1
32 .
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Zadatak 2.3 (Sept-2, 2018.) Rexiti jednaqinu z5 − 1
2 + 3

√
3

2 i = 1.

Rexeǌe: Najpre prebacimo na jednu stranu sve brojeve i dobijamo jednaqinu
z5 = 3

2 −
3
√

3
2 i. Ako oznaqimo z0 = 3

2 −
3
√

3
2 i, tada zapravo rexavamo z5 = z0, pa su

rexeǌa ove jednaqine z = 5
√
z0. Rexeǌa �emo dobiti iz formule (5), ali je pre toga

potrebno da z0 prebacimo u trigonometrijski zapis.

Kako je z0 = 3
2 −

3
√

3
2 i, dobijamo ρ0 =

√
9 = 3, cos θ0 =

3
2
3 = 1

2 i sin θ0 =
− 3
√
3

2
3 = −

√
3

2 ,
pa je θ0 = 5π

3 , tj.

z0 = 3(cos
5π

3
+ i sin

5π

3
).

Sada koriste�i (5) dobijamo da su rexeǌa jednaqine z5 = 3(cos 5π
3 + i sin 5π

3 ) data sa

u0 =
5
√

3(cos
5π
3 + 0π

5
+ i sin

5π
3 + 0π

5
) =

5
√

3(cos
5π

15
+ i sin

5π

15
),

u1 =
5
√

3(cos
5π
3 + 2π

5
+ i sin

5π
3 + 2π

5
) =

5
√

3(cos
11π

15
+ i sin

11π

15
),

u2 =
5
√

3(cos
5π
3 + 4π

5
+ i sin

5π
3 + 4π

5
) =

5
√

3(cos
17π

15
+ i sin

17π

15
),

u3 =
5
√

3(cos
5π
3 + 6π

5
+ i sin

5π
3 + 6π

5
) =

5
√

3(cos
23π

15
+ i sin

23π

15
),

u4 =
5
√

3(cos
5π
3 + 8π

5
+ i sin

5π
3 + 8π

5
) =

5
√

3(cos
29π

15
+ i sin

29π

15
).

Dakle, postoji 5 rexeǌa date jednaqine.
Primetimo da su sva rexeǌa na krugu polupreqnika 5

√
3 (sva rexeǌa imaju isti

moduo) i simetriqna su (razlika argumenata bilo koja dva susedna rexeǌa je 6π
15 ).

Dakle, kad odredimo prva dva rexeǌa, onda ostala ne moramo ,,postupno” raqunati
jer znamo da imaju isti moduo, a argument dobijamo tako xto samo dodajemo razliku
argumenata prva dva rexeǌa.

Zadatak 2.4 (Feb, 2018.) Odredi realni i imaginarni deo kompleksnog broja

z = e
e+

π(−1− i
√

3)

6
i
.

Rexeǌe: Ideja je da sve xto je realno izbacimo ispred, i da zatim primenimo
formulu eiα = cosα+ i sinα. Dobijamo

z = e
e+

π(−1− i
√

3)

6
i

= e
e+

√
3π

6
− iπ

6 = e
e+

√
3π

6 · e
−iπ

6

= e
e+

√
3π

6
(

cos(−π
6

) + i sin(−π
6

)
)

= e
e+

√
3π

6

(√
3

2
− 1

2
i

)
,

pa je Re z =

√
3

2
· e
e+

√
3π

6 i Im z = −1

2
· e
e+

√
3π

6 .
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Zadatak 2.5 (Jan, 2018.) Rexiti jednaqinu z3 = 1 + cos π3 + i sin π
3 .

Rexeǌe:
1.naqin — zaxto lako kad mo�e komplikovano:
Oznaqimo z0 = 1 + cos π3 + i sin π

3 , zatim �emo z0 zapisati u trigonometrijskom obliku
i onda rexeǌa dobijamo iz formule (5). Ovaj postupak prebacivaǌa broja koji
je oblika z0 iz algebarskog u trigonometrijski zapis je standardni postupak koji
se mo�e primeniti za bilo koji ugao (u ovom sluqaju imamo ugao π

3 ). Koriste�i

formule za polovinu ugla, cos α2 = ±
√

1+cosα
2 i sin α

2 = ±
√

1−cosα
2 , dobijamo da je

ρ0 =

√
(1 + cos

π

3
)2 + sin2 π

3
=

√√√√1 + 2 cos
π

3
+ cos2 π

3
+ sin2 π

3︸ ︷︷ ︸
=1

= 2 ·
√

1 + cos π3
2

= 2 · cos
π

6

cos θ0 =
1 + cos π3
2 · cos π6

=
2 · cos2 π

6

2 · cos π6
= cos

π

6
,

sin θ0 =
sin π

3

2 · cos π6
=

2 · sin π
6 · cos π6

2 · cos π6
= sin

π

6
,

pa dobijamo da je θ0 = π
6 , tj.

z0 = 2 · cos
π

6
(cos

π

6
+ i sin

π

6
).

Sada su rexeǌa jednaqine z3 = z0 jednaka z = 3
√
z0 i data su sa

u0 = 3

√
2 · cos

π

6
(cos

π
6 + 0π

3
+ i sin

π
6 + 0π

3
) = 3

√
2 · cos

π

6
(cos

π

18
+ i sin

π

18
),

u1 = 3

√
2 · cos

π

6
(cos

π
6 + 2π

3
+ i sin

π
6 + 2π

3
) = 3

√
2 · cos

π

6
(cos

13π

18
+ i sin

13π

18
),

u2 = 3

√
2 · cos

π

6
(cos

π
6 + 4π

3
+ i sin

π
6 + 4π

3
) = 3

√
2 · cos

π

6
(cos

25π

18
+ i sin

25π

18
).

2.naqin — lako:
Oznaqimo z0 = 1 + cos π3 + i sin π

3 , zatim �emo z0 zapisati u trigonometrijskom obliku
i onda rexeǌa dobijamo iz formule (5). Primetimo da zapravo imamo ,,poznat”
ugao, tj. va�i cos π3 = 1

2 i sin π
3 =

√
3

2 , pa je z0 = 1 + 1
2 + i

√
3

2 = 3
2 + i

√
3

2 . Sada dobijamo

ρ0 =
√

9
4 + 3

4 =
√

3, cos θ0 =
3
2√
3

=
√

3
2 i sin θ0 =

√
3

2√
3

= 1
2 , pa je θ0 = π

6 . Dakle, dobijamo da
je

z0 =
√

3(cos
π

6
+ i sin

π

6
),

pa su rexeǌa jednaka z = 3
√
z0, i data su sa

u0 =
3

√√
3(cos

π
6 + 0π

3
+ i sin

π
6 + 0π

3
) =

6
√

3(cos
π

18
+ i sin

π

18
),

u1 =
3

√√
3(cos

π
6 + 2π

3
+ i sin

π
6 + 2π

3
) =

6
√

3(cos
13π

18
+ i sin

13π

18
),

u2 =
3

√√
3(cos

π
6 + 4π

3
+ i sin

π
6 + 4π

3
) =

6
√

3(cos
25π

18
+ i sin

25π

18
).

Dakle, ova jednaqina ima tri rexeǌa.
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3 Krive drugog reda

(1) Elipsa
Elipsa je skup taqaka u ravni sa osobinom da je zbir rastojaǌa ma koje taqke
od dveju datih taqaka (�i�a) konstantan broj. Kanonska jednaqina elipse je

E :
x2

a2
+
y2

b2
= 1, (6)

gde su a, b > 0 i a > b. Tada je a velika poluosa elipse, mala poluosa je b,
linearni ekscentricitet elipse je broj c =

√
a2 − b2, �i�e su taqke F1(−c, 0) i

F2(c, 0) i numeriqki ekscentricitet je e = c
a < 1.

Jednaqina tangente na elipsu E u taqki A(x0, y0) ∈ E je data formulom t :
x0x
a2

+ y0y
b2

= 1. Znaqi, ako taqka pripada elipsi, onda jednaqinu tangente u toj
taqki dobijamo tako xto u jednaqini elipse E : xx

a2
+ yy

b2
= 1 zamenimo po jedno x

i y sa koordinatama taqke x0 i y0 u kojoj tra�imo tangentu. Ovo va�i i kada
nije elipsa u kanonskom obliku.
Ako taqka A(x0, y0) ne pripada elipsi, onda iz te taqke postoje dve tangente na
elipsu (ako se taqka ne nalazi unutar elipse). Prava t : y = kx+ n je tangenta
na elipsu E iz taqke A ukoliko va�i uslov dodira prave i elipse koji glasi

a2k2 + b2 = n2. (7)

Znaqi, u zavisnosti od toga da li A pripada ili ne elipsi, jednaqinu tangente
dobijamo ili direktno, ili preko uslova dodira.

(2) Hiperbola
Hiperbola je skup taqaka u ravni sa osobinom da je razlika rastojaǌa ma
koje taqke od dveju datih taqaka (�i�a) konstantan broj. Kanonska jednaqina
hiperbole je

H :
x2

a2
− y2

b2
= 1, (8)

gde su a, b > 0 i a > b. Tada je a realna poluosa hiperbole, imaginarna poluosa
je b, linearni ekscentricitet hiperbole je broj c =

√
a2 + b2, �i�e su taqke
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F1(−c, 0) i F2(c, 0) i numeriqki ekscentricitet je e = c
a > 1. Asimptote hiper-

bole H su prave a1/2 : y = ± b
ax.

Jednaqina tangente na hiperbolu H u taqki A(x0, y0) ∈ H je data formulom
t : x0x

a2
− y0y

b2
= 1. Znaqi, ako taqka pripada hiperboli, onda jednaqinu tangente

u toj taqki dobijamo tako xto u jednaqini hiperbole H : xx
a2
− yy

b2
= 1 zamenimo

po jedno x i y sa koordinatama taqke x0 i y0 u kojoj tra�imo tangentu. Ovo
va�i i kada nije hiperbola u kanonskom obliku.
Ako taqka A(x0, y0) ne pripada hiperboli, onda iz te taqke postoje dve tangente
na hiperbolu. Prava t : y = kx+n je tangenta na hiperbolu H iz taqke A ukoliko
va�i uslov dodira prave i hiperbole koji glasi

a2k2 − b2 = n2. (9)

Znaqi, u zavisnosti od toga da li A pripada ili ne hiperboli, jednaqinu
tangente dobijamo ili direktno, ili preko uslova dodira. Primetimo da je
sve analogno kao za elipsu, samo su obrnuti znakovi + i −, kao i u kanonskim
jednaqinama.

(3) Parabola
Parabola je skup taqaka u ravni koje imaju osobinu da su jednako udaǉene od
direktrise i �i�e. Kanonska jednaqina parabole je

P : y2 = 2px. (10)

Tada je p parametar parabole, direktrisa je prava d : x = −p
2 i �i�a je taqka

F (p2 , 0).
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Jednaqina tangente na parabolu P u taqki A(x0, y0) ∈ P je data formulom t :
yy0 = p(x+ x0). Znaqi, ako taqka pripada paraboli, onda jednaqinu tangente u
toj taqki dobijamo tako xto u jednaqini parabole P : yy = p(x+x) zamenimo po
jedno x i y sa koordinatama taqke x0 i y0 u kojoj tra�imo tangentu. Ovo va�i
i kada nije parabola u kanonskom obliku.
Ako taqka A(x0, y0) ne pripada paraboli, onda iz te taqke postoje dve tangente
na parabolu. Prava t : y = kx+n je tangenta na parabolu P iz taqke A ukoliko
va�i uslov dodira prave i parabole koji glasi

p = 2kn. (11)

Znaqi, u zavisnosti od toga da li A pripada ili ne paraboli, jednaqinu tan-
gente dobijamo ili direktno, ili preko uslova dodira.

Sada smo spremni da radimo zadatke:

Zadatak 3.1 Na�i poluose, ekscentricitet, �i�e i asimptote hiperbole
H : (x−2)2

9 − (y+3)2

4 = 1.

Rexeǌe: Za sve xta se tra�i ve� imamo formule u uvodnom delu, ali je sve
to za hiperbolu u kanonskom obliku. Ova hiperbola nije u kanonskom obliku pa je
potrebno da je transliramo do koordinatnog poqetka. To �emo uraditi translacijom
x′ = x−2, y′ = y+3. Kada zamenimo ovo u jednaqini H, dobijamo transliranu hiper-
bolu H ′ : x

′2

9 −
y′2

4 = 1 koja jeste u kanonskom obliku.

Kako je translacija izometrija (ne meǌa veliqinu hiperbole), velika i mala polu-
osa a = 3 i b = 2 ostaju iste, kao i ekscentricitet c =

√
a2 + b2 =

√
13. �i�e hiper-

bole H ′ u kanonskom obliku su date sa F ′1(−
√

13, 0) i F ′2(
√

13, 0), dok su asimptote
a′1/2 : y′ = ±2

3x
′. Nama treba ovo za hiperbolu H, pa je potrebno da transliramo

nazad (tj. da se vratimo u koordinate x i y). Dakle, asimptote hiperbole H su
a1/2 : y + 3 = ±2

3(x − 2) (samo smo vratili nazad x′ = x − 2 i y′ = y + 3). Isto je
potrebno da uradimo i za �i�e. Kako je x′ = x − 2 i y′ = y + 3, onda je x = x′ + 2 i
y = y′ − 3. �i�e F ′1(−

√
13, 0) i F ′2(

√
13, 0) su u (x′, y′) koordinatama, a nama trebaju

(x, y) koordinate, pa je F1(−
√

13 + 2, 0 − 3) i F2(
√

13 + 2, 0 − 3). Da pokupimo sve na
jednom mestu: poluose hiperbole H su a = 3 i b = 2, ekscentricitet je c =

√
13, �i�e

su F1(−
√

13 + 2,−3) i F2(
√

13 + 2,−3) i asimptote su a1 : y = −2
3x−

5
3 i a2 : y = 2

3x−
13
3 .
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Zadatak 3.2 (1.kol, 2017.) Na�i jednaqine tangenti na elipsu 2(x−3)2 +8(y+1)2 = 32
u preseqnim taqkama sa pravom x− 2y − 1 = 0.

Rexeǌe: Kako tra�imo jednaqine tangenti na elipsu E : 2(x−3)2 + 8(y+ 1)2 = 32 u
preseqnim taqkama sa pravom p : x−2y−1 = 0, logiqno je da prvo tra�imo preseqne
taqke elipse E i prave p. To radimo tako xto rexavamo sistem jednaqina koji qine
jednaqine prave p i elipse E (Zaxto? Pa, jednaqina prave p je zapravo skup svih
taqaka qije koordinate zadovoǉavaju x− 2y − 1 = 0, dok je jednaqina elipse E skup
svih taqaka qije koordinate zadovoǉavaju jednaqinu 2(x − 3)2 + 8(y + 1)2 = 32. Ako
je taqka A(x, y) u preseku p i E, onda ǌene koordinate zadovoǉavaju obe jednaqine,
tj. ǌene koordinate su rexeǌe sistema te dve jednaqine):

x− 2y − 1 = 0

2(x− 3)2 + 8(y + 1)2 = 32

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
x = 2y + 1

2(2y + 1− 3)2 + 8(y + 1)2 = 32

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
x = 2y + 1

16y2 = 16

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
y1 = −1 ⇒ x1 = 2 · (−1) + 1 = −1,

y2 = 1 ⇒ x2 = 2 · 1 + 1 = 3.

Dakle, preseqne taqke su A(−1,−1) i B(3, 1). Drugi deo zadatka je da na�emo tangente
na E u ovim taqkama. Kako su ove taqke u preseku p i E, onda one pripadaju E
pa jednaqine tangenti mo�emo dobiti direktnom zamenom koordinata ovih taqaka
umesto po jednog x i y iz jednaqine E. Dakle, tangente su

tA : 2(x− 3)(−1− 3) + 8(y + 1)(−1 + 1) = 32 ⇒ tA : x = −1;

tB : 2(x− 3)(3− 3) + 8(y + 1)(1 + 1) = 32 ⇒ tB : y = 1.

Tangenta u taqki A je tA : x = −1, a tangenta u taqki B je tB : y = 1.

Zadatak 3.3 (Jan, 2017.) Odrediti jednaqine tangenti na elipsu x2 + y2

9 = 1 koje
sadr�e �i�u parabole y2 = 8x.
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Rexeǌe: Elipsa E : x2 + y2

9 = 1 nije u kanonskom obliku (jer je a = 1 < b = 3, tj.
imamo ,,uspravnu” elipsu), dok je parabola P : y2 = 8x u kanonskom obliku. Prvi
korak je da na�emo �i�u F parabole P , a zatim �emo tra�iti tangente na elipsu
E iz taqke F .

Kako je P u kanonskom obliku (10), onda je parametar parabole P jednak p = 4
pa je �i�a F (2, 0) i time je gotov prvi deo zadatka.

U uvodnom delu smo videli da naqin na koji tra�imo tangente na elipsu zavisi
od toga da li F pripada ili ne elipsi. Dakle, najpre trebamo proveriti da li F
pripada ili ne elipsi E. To �emo uraditi tako xto ubacimo koordinate taqke F
u jednaqinu elipse i vidimo da li je jednakost zadovoǉena ii ne. Ubacivaǌem F u
E dobijamo

22 +
02

9
= 1,

xto nije taqno pa taqka F ne pripada elipsi E, xto znaqi da �emo tangente tra�iti
preko uslova dodira (7). Nije bitno xto elipsa E nije u kanonskom obliku, za uslov
dodira mo�emo koristiti a = 1 i b = 3 (videti napomenu nakon ovog zadatka). Tan-
genta �e biti prava t : y = kx + n, a da bismo odredili k i n bi�e nam potrebne
dve jednaqine (poxto imamo dve nepoznate). Prvu jednaqinu �emo dobiti iz qin-
jenice da tra�imo tangente iz taqke F , pa taqka F pripada pravoj t. Kada ubacimo
koordinate taqke F u jednaqinu prave t dobijamo

0 = k · 2 + n, tj. n = −2k.

Drugu jednaqinu dobijamo iz uslova dodira zamenom a = 1 i b = 3

k2 + 9 = n2.

Rexavaǌem ovog sistema

n = −2k,

k2 + 9 = n2,

dobijamo rexeǌa (n1, k1) = (−
√

3, 2
√

3) i (n2, k2) = (
√

3,−2
√

3). Dakle, postoje dve
tangente iz taqke F na elipsu E i to su

t1 : y = −
√

3x+ 2
√

3, t2 : y =
√

3x− 2
√

3.
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Napomena 3.1 U prethodnom zadatku smo imali elipsu E : x2 + y2

9 = 1 koja nije
u kanonskom obliku jer je a < b (imamo uspravnu elipsu, kanonska je vodoravna).
Da bismo je doveli u kanonski oblik, moramo da je rotiramo za 90◦. Formule
rotacije za 90◦ glase x′ = −y i y′ = x (jer su formule rotacije za ugao θ date

sa
(
x′

y′

)
=

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)(
x
y

)
, tj. x′ = cos θx − sin θy, y′ = sin θx + cos θy ) pa kad

zarotiramo E dobijamo E′ : x
′2

9 + y′2 = 1 koja jeste u kanonskom obliku jer je a′ = 3 i
b′ = 1. U prethodnom zadatku smo radili direktno sa E i dobili jednaqine tangenti.
Za ve�bu proveriti da se dobija isto ako zarotiramo do E′, zatim na�emo tangente
na E′ iz taqke F ′(0, 2) (moramo zarotirati i taqku F onda), i onda zarotiramo nazad
do E, tj. vratimo smenu x′ = −y i y′ = x. Ko za ve�bu odradi ovako, trebalo bi
da dobije t′1 : y′ = − 1√

3
x′ + 2 i t′2 : y′ = 1√

3
x′ + 2, pa kad se zarotira nazad dobiju se

tangente kao u prethodnom zadatku. �
Svrha ove napomene? Bitno je zapamtiti formule rotacije za 90◦, tj. kako da od

uspravne elipse-hiperbole-parabole dobijemo kanonsku. Dakle, to radimo smenama
x′ = −y i y′ = x. Bitno je da primetimo kako glase formule asimptota ako je
hiperbola uspravna. Za kanonsku (vodoravnu) hiperbolu su asimptote a1/2 : y = ± b

ax,
pa rotacijom dobijamo da su asimptote uspravne hiperbole date sa a′1/2 : y′ = ∓a

bx
′.

To �e nam biti potrebno za naredni zadatak:

Zadatak 3.4 (Okt, 2014.) Napisati jednaqinu hiperbole qije su asimptote prave p :
y = 2x i q : y = −2x, a prava t : 6x− 5y + 8 = 0 je ǌena tangenta.

Rexeǌe: Kako se p i q seku u koordinatnom poqetku, onda je centar (presek
asimptota) hiperbole H taqka (0, 0), pa je ǌena jednaqina

H :
x2

a2
− y2

b2
= 1,

za neke a i b koje treba odrediti iz uslova zadatka. U prethodnoj napomeni smo
videli da su asimptote hiperbole date sa a1/2 : y = ± b

ax ili a′1/2 : y′ = ∓a
bx
′, pa

iz uslova da su prave p i q asimptote dobijamo da je ili b
a = 2 ili a

b = 2, tj.
va�i b = 2a ili a = 2b (a i b moraju biti pozitivni, pa ne smemo uzeti b = −2a
ili a = −2b). Drugi uslov koji treba iskoristiti je to da je prava t tangenta na
hiperbolu. Pravu t �emo zapisati u obliku t : y = 6

5x + 8
5 , pa sada vidimo da je

k = 6
5 i n = 8

5 . Poxto je t tangenta, onda zadovoǉava uslov dodira (9) pa je to druga
jednaqina koju �emo koristiti da odredimo a i b.

Ako za prvu jednaqinu uzmemo b = 2a, zamenom u (9), i koriste�i k = 6
5 i n = 8

5 ,
dobijamo

36

25
a2 − 4a2 =

64

25
.

Rexavaǌem dobijamo −64a2 = 64, pa je a2 = −1, xto je nemogu�e.
Dakle, prva jednaqina je a = 2b. Sada zamenom u uslov dodira dobijamo

36

25
4b2 − b2 =

64

25
,

pa rexavaǌem imamo b2 = 64
119 i a2 = 4b2 = 256

119 . Sada imamo da je jednaqina hiperbole
data sa

H :
x2

256
119

− y2

64
119

= 1, tj. H : 119x2 − 476y2 = 256.
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Zadatak 3.5 Odrediti jednaqine tangenti na parabolu P : y2 = 12x iz taqke A(−1,−2).

Rexeǌe: Prvo xto proveravamo je to da li taqka A pripada paraboli jer nam od
toga zavisi da li odmah mo�emo da napixemo jednaqinu tangente, ili �emo morati
da koristimo uslov dodira. Zamenom koordinata taqke A u jednaqinu P dobijamo

4 = 12 · (−1),

xto nije taqno pa A /∈ P . Dakle, koristi�emo uslov dodira. Prava t : y = kx+ n je
tangenta na parabolu P iz taqke A ako zadovoǉava uslov dodira koji za P glasi

6 = 2kn.

Drugu jednaqinu dobijamo iz qiǌenice da tra�imo tangentu iz taqke A, pa A ∈ t.
Kada ubacimo koordinate taqke A u jednaqinu tangente t dobijamo −2 = −1 · k + n,
tj. n = k − 2. Dakle, k i n su rexeǌa sistema

3 = kn

n = k − 2.

Kada zamenimo n u prvu jednaqinu dobijamo 3 = k(k − 2), pa rexavamo kvadratnu
jednaqinu

k2 − 2k − 3 = 0.

Rexeǌa su k1 = −1 i k2 = 3, pa su n1 = k1 − 2 = −1− 2 = −3 i k2 = k2 − 2 = 3− 2 = 1.
Dakle, jednaqine tangenti iz taqke A na parabolu P su

t1 : y = −x− 3, t2 : y = 3x+ 1.
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4 Analitiqka geometrija u prostoru

4.1 Vektori u R3

Poxto �emo se baviti analitiqkom geometrijom u prostoru R3, sve formule �emo
pisati u 3-koordinatnom sistemu i, j i k (ili x, y i z), tj. pisa�emo ~x = x1i+ x2j +
x3k = (x1, x2, x3), gde su xi ∈ R koordinate vektora ~x.

Skalarni proizvod vektora ~x = (x1, x2, x3) i ~y = (y1, y2, y3) je broj

~x · ~y = x1y1 + x2y2 + x3y3.

Norma vektora ~x je broj ‖~x‖ =
√
~x · ~x =

√
x2

1 + x2
2 + x2

3. Ugao izme�u vektora ~x i ~y
�emo obele�avati sa ∠(~x, ~y) ∈ [0, π] i raquna�emo ga iz

cos∠(~x, ~y) =
~x · ~y
‖~x‖‖~y‖

.

Specijalno, ako je ∠(~x, ~y) = π
2 ka�emo da su ~x i ~y ortogonalni i pixemo ~x⊥~y.

Primetimo da ako je ~x⊥~y, onda je ~x ·~y = 0. Skalar-projekcija vektora ~x = (x1, x2, x3)
na vektor ~y = (y1, y2, y3) data je formulom

pr~y ~x =
~x · ~y
‖~y‖

=
x1y1 + x2y2 + x3y3√

y2
1 + y2

2 + y2
3

.

Vektorski proizvod vektora ~x i ~y je vektor ~x× ~y koji ima slede�a svojstva:

(1) Norma mu je ‖~x × ~y‖ = ‖~x‖‖~y‖ sin∠(~x, ~y). Primetimo da norma vektora ~x × ~y
zapravo predstavǉa povrxinu paralelograma razapetog sa ~x i ~y.

(2) Pravac mu je takav da je ortogonalan na svaki od vektora ~x i ~y

(3) Smer mu je takav da je ure�ena trojka (~x, ~y, ~x× ~y) pozitivno orijentisana.

Ako posmatramo u koordinatama, vektorski proizvod vektora ~x = (x1, x2, x3) i ~y =
(y1, y2, y3) raqunamo kao

~x× ~y = det

 i j k
x1 x2 x3

y1 y2 y3


= (x2y3 − x3y2)i− (x1y3 − x3y1)j + (x1y2 − x2y1)k

= (x2y3 − x3y2, x3y1 − x1y3, x1y2 − x2y1).

Mexoviti proizvod vektora ~x, ~y i ~z je broj

[~x, ~y, ~z] = (~x× ~y) · ~z.

Apsolutna vrednost mexovitog proizvoda [~x, ~y, ~z] jednaka je zapremini paralele-
pipeda razapetog vektorima ~x, ~y i ~z. Ako je [~x, ~y, ~z] = 0, ka�emo da su ~x, ~y i ~z
koplanarni (nalaze se u istoj ravni pa ne razapiǌu paralelepiped, tj. zapremina je
nula). Ako posmatramo u koordinatama, mexoviti proizvod vektora ~x = (x1, x2, x3),
~y = (y1, y2, y3) i z = (z1, z2, z3) raqunamo kao

[~x, ~y, ~z] = det

 x1 x2 x3

y1 y2 y3

z1 z2 z3


= (x2y3 − x3y2)z1 − (x1y3 − x3y1)z2 + (x1y2 − x2y1)z3.
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Naredni zadatak je jedan od lepxih iz ove oblasti pa, kako �emo vektore koris-
titi i u narednom potpoglavǉu, ovaj zadatak �e biti jedini u ovom delu:

Zadatak 4.1 (1.kol, 2017.) Dati su vektori ~a = (7, 6,−6), ~b = (6, 2, 9) i ~c = (−6, 9, 2).

a) Ispitati da li su ovi vektori koplanarni.

b) Na�i zapreminu paralelepipeda konstruisanog nad ova tri vektora.

v) Da li je taj paralelepiped kocka?

Rexeǌe:

a) Vektori ~a, ~b i ~c su koplanarni ako je [~a,~b,~c] = 0. Dakle, raqunamo

[~a,~b,~c] = det

 7 6 −6
6 2 9
−6 9 2


= 7 · 2 · 2 + 6 · 9 · (−6) + (−6) · 6 · 9− (−6) · 2 · (−6)− 9 · 9 · 7− 2 · 6 · 6
= 28− 324− 324− 72− 567− 72 = −1331 6= 0,

pa ~a, ~b i ~c nisu koplanarni.

b) Zapremina paralelepipeda razapetog sa ~a, ~b i ~c je V = |[~a,~b,~c]| = 1331.

v) Kocka je paralelepiped koji ima sve jednake i me�usobno ortogonalne stranice.
Najpre �emo proveriti da li su sve stranice jednake:

‖~a‖ =
√

(7, 6,−6) · (7, 6,−6) =
√

49 + 36 + 36 =
√

121 = 11,

‖~b‖ =
√

(6, 2, 9) · (6, 2, 9) =
√

36 + 4 + 81 =
√

121 = 11,

‖~c‖ =
√

(−6, 9, 2) · (−6, 9, 2) =
√

36 + 81 + 4 =
√

121 = 11.

Kako je ‖~a‖ = ‖~b‖ = ‖~c‖ = 11, sve stranice su jednake i imaju du�inu 11. Sada
proveravamo da li su me�usobno ortogonalne:

~a ·~b = (7, 6,−6) · (6, 2, 9) = 7 · 6 + 6 · 2 + (−6) · 9 = 0, pa je a⊥b,
~a · ~c = (7, 6,−6) · (−6, 9, 2) = 7 · (−6) + 6 · 9 + (−6) · 2 = 0, pa je a⊥c,
~b · ~c = (6, 2, 9) · (−6, 9, 2) = 6 · (−6) + 2 · 9 + 9 · 2 = 0, pa je b⊥c.

Dakle, sve stranice su jednake i me�usobno ortogonalne pa ovaj paralelepiped
jeste kocka.

Primetimo da smo u delu pod v) dokazali da je ovaj paralelepiped zapravo kocka
qija je stranica du�ine 11. Znamo da je zapremina kocke qija je stranica 11 jednaka
V = 113 = 1331, xto se sla�e sa delom pod b). Dakle, mexoviti proizvod zaista
meri zapreminu paralelepipeda.
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4.2 Taqke, prave i ravni u R3

Opxta jednaqina ravni α u R3 glasi

α : ax+ by + cz + d = 0 (12)

i iz ǌe mo�emo proqitati vektor normale na ravan α koji je ~nα = (a, b, c). Ravan α
je jedinstveno odre�ena ako znamo ǌen vektor normale ~nα i jednu taqku A ∈ α.

Kanonska jednaqina prave p u R3 glasi

p :
x− x0

a
=
y − y0

b
=
z − z0

c
(13)

i iz ǌe mo�emo proqitati da je vektor pravca prave p jednak ~vp = (a, b, c) i jednu
taqku P sa prave p koja ima koordinate P (x0, y0, z0). Prava p je jedinstveno odre�ena
ako znamo ǌen vektor pravca ~vp i jednu taqku P ∈ p.

Ako u jednaqini (13) izjednaqimo sve sa t ∈ R i odvojeno zapixemo sve tri jed-
nakosti, dobijamo parametarsku jednaqinu prave p koja glasi

x = at+ x0,

p : y = bt+ y0, t ∈ R (14)

z = ct+ z0.

Odavde vektor pravca ~vp = (a, b, c) qitamo kao koeficijente uz t, a taqku P (x0, y0, z0)
kao koeficijente uz 1, tj. slobodne qlanove.

Tre�i naqin kako mo�emo zadati pravu p, to je kao presek dve ravni α : a1x +
b1y + c1z + d = 0 i β : a2x+ b2y + c2z + d2 = 0, tj.

p : a1x+ b1y + c1z + d1 = 0, a2x+ b2y + c2z + d2 = 0. (15)

Odavde ne mo�emo direktno proqitati ni ~vp ni P . Jednaqinu (15) mo�emo prebac-
iti u parametarski oblik (14) tako xto �emo (15) rexiti po x, y i z (imamo dve
jednaqine i tri nepoznate pa �e se zato pojaviti parametar t).
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Zadatak 4.2 (Sep-3, 2018.)
a) Da li su taqke A(0, 1, 2), B(2, 1, 0), C(2, 1, 2) i D(1, 2, 1) koplanarne?
b) U kakvom se me�usobnom polo�aju nalaze prave AB i CD?

Rexeǌe:
a) Znamo da su vektori koplanarni ako im je mexoviti proizvod jednak nuli. Taqke
A, B, C i D su koplanarne je ekvivalentno tome da su vektori ~AB, ~AC i ~AD kopla-
narni. Vektor ~AB dobijamo tako xto od koordinata taqke B oduzmemo koordinate
taqke A, tj. ~AB = B −A, pa dobijamo da su

~AB = (2, 0,−2), ~AC = (2, 0, 0), ~AD = (1, 1,−1).

Kako je

[ ~AB, ~AC, ~AD] = det

 2 0 −2
2 0 0
1 1 −1

 = 0 + 0 + (−4)− 0− 0− 0 = −4 6= 0,

dobijamo da ~AB, ~AC i ~AD nisu koplanarni, pa taqke A, B, C i D nisu koplanarne.
b) Videli smo da je prava jedinstveno odre�ena vektorom pravca i jednom taqkom.
Kako prava AB sadr�i taqke A i B, za vektor pravca mo�emo uzeti vektor ~AB,
a za taqku mo�emo uzeti A (ili B, svejedno je). Dakle, prava AB je odre�ena sa
~vAB = ~AB = (2, 0,−2) i A(0, 1, 2) ∈ AB, pa je ǌena jednaqina

AB :
x− 0

2
=
y − 1

0
=
z − 2

−2
.

Analogno, CD je odre�ena sa ~vCD = ~CD = (−1, 1,−1) i C(2, 1, 2) ∈ CD, pa je ǌena
jednaqina

CD :
x− 2

−1
=
y − 1

1
=
z − 2

−1
.

Kako je ~vAB 6= k · ~vCD, prave AB i CD nisu paralelne. Proveravamo da li se seku.
U parametarskom obliku imamo

x = 2t, x = −s+ 2,

AB : y = 1, t ∈ R, CD : y = s+ 1, s ∈ R,
z = −2t+ 2, z = −s+ 2.

Izjednaqavaǌem y koordinata za AB i CD dobijamo da je s = 0, pa kada izjednaqimo
x koordinate i zamenimo s = 0 dobijamo t = 1. Ostaje jox da proverimo da li je
zadovoǉena jednakost kada izjednaqimo z koordinate za ove vrednosti s = 0 i t = 1:
dobijamo 0 = 2, xto nije taqno. Dakle, ovaj sistem nema rexeǌa pa nemamo preseqnu
taqku, tj. prave AB i CD se ne seku. Kako nisu paralelne i ne seku se, onda va�i
da su AB i CD mimoilazne.
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Zadatak 4.3 (Sep-2, 2018.) Odrediti jednaqinu zajedniqke normale, kao i rastojaǌe
izme�u mimoilaznih pravih p : x2 = y−3

−1 = z−1
1 i q : x−1

1 = y−2
1 = z

1 .

Rexeǌe: Ovaj zadatak se mo�e rexiti na vixe naqina. Uradi�emo na naqin
koji je malo du�i za raqunaǌe ali nam daje u isto vreme i rastojaǌe i jednaqinu
zajedniqke normale. Najpre �emo prebaciti jednaqine pravih p i q u parametarski
oblik:

x = 2t, x = s+ 1,

p : y = −t+ 3, t ∈ R, q : y = s+ 2, s ∈ R,
z = t+ 1, z = s.

Proizvoǉna taqka sa prave p je taqka P (2t,−t+3, t+1), a proizvoǉna taqka sa prave
q je taqka Q(s + 1, s + 2, s). Mi �emo tra�iti konkretne taqke P0(2t0,−t0 + 3, t0 + 1)
sa prave p i Q0(s0 + 1, s0 + 2, s0) sa prave q za koje je vektor ~P0Q0 ortogonalan i na
~vp i na ~vq (dakle treba odrediti konkretne vrednosti brojeva t0 i s0 tako da va�i
ovo). Kada odredimo te taqke, onda �e zajedniqka normala biti upravo prava P0Q0,
a rastojaǌe izme�u p i q �e biti norma vektora ~P0Q0.

Dobijamo da je ~P0Q0 = (s0− 2t0 + 1, s0 + t0− 1, s0− t0− 1). Vrednosti za t0 i s0 �emo
dobiti iz uslova ~P0Q0⊥~vp i ~P0Q0⊥~vq. Iz jednaqina pravih p i q mo�emo proqitati
da je ~vp = (2,−1, 1) i ~vq = (1, 1, 1). Dakle,

~P0Q0⊥~vp ⇔ (s0 − 2t0 + 1, s0 + t0 − 1, s0 − t0 − 1) · (2,−1, 1) = 0⇔ s0 − 3t0 + 1 = 0,

~P0Q0⊥~vq ⇔ (s0 − 2t0 + 1, s0 + t0 − 1, s0 − t0 − 1) · (1, 1, 1) = 0⇔ 3s0 − 2t0 − 1 = 0,

Iz prve jednaqine dobijamo da je s0 = 3t0 − 1 pa zamenom u drugu imamo

9t0 − 3− 2t0 − 1 = 0,

pa je

t0 =
4

7
, s0 =

5

7
,

i dobijamo

P0(
8

7
,
17

7
,
11

7
), Q0(

12

7
,
19

7
,
5

7
), ~P0Q0 = (

4

7
,
2

7
,
−6

7
) =

2

7
(2, 1,−3).

Za vektor pravca zajedniqke normale n mo�emo uzeti vektor ~vn = (2, 1,−3) jer je on
ortogonalan i na ~vp i na ~vq, a za taqku sa normale mo�emo uzeti P0 (ili Q0), pa je
jednaqina zajedniqke normale

n :
x− 8

7

2
=
y − 17

7

1
=
z − 11

7

−3
.

Me�usobno rastojaǌe d je norma vektora ~P0Q0 pa dobijamo

d = ‖ ~P0Q0‖ =

√
(
4

7
)2 + (

2

7
)2 + (

−6

7
)2 =

√
56

49
=

√
8

7
.
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Zadatak 4.4 (Jul, 2018.) Odredi jednaqinu prave q koja sadr�i taqku Q(0,−1,−4) i
seqe pravu p : x+ y + z − 3 = 0, 2y − z − 14 = 0 pod uglom α = π

2 . Odrediti zatim ravan
α koja sadr�i prave p i q.

Rexeǌe: Kao xto smo rekli u uvodnom delu, iz ovog oblika prave p ne mo�emo
direktno proqitati nixta korisno. Zato �emo pravu p zapisati u parametarskom
obliku, a ǌega dobijamo tako xto reximo po x, y i z sistem koji qine jednaqine
ravni u qijem je preseku prava p. Imamo dve jednaqine, a tri nepoznate pa �e jedna
nepoznata biti parametar. Mi �emo ovde uzeti da je y = t parametar i onda iz
druge jednaqine dobijamo da je z = 2t− 14. Zamenom y i z u prvu jednaqinu dobijamo
x = −3t+ 17. Dakle, parametarska jednaqina prave p je

x = −3t+ 17,

p : y = t, t ∈ R
z = 2t− 14.

Iz ovoga mo�emo proqitati da je ~vp = (−3, 1, 2) i proizvoǉna taqka sa prave p je
oblika P0(−3t0 + 17, t0, 2t0 − 14).

Tra�imo jednaqinu prave q koja gradi ugao π
2 sa pravom p. Kako Q ∈ q, za

vektor pravca prave q �emo uzeti vektor ~P0Q za taqku P0 za koju je ~vp⊥ ~P0Q. Kako je
~P0Q = (3t0 − 17,−1− t0, 10− 2t0) iz ~vp · ~P0Q = 0 dobijamo

0 = (−3, 1, 2) · (3t0 − 17,−1− t0, 10− 2t0)

= −9t0 + 51− 1− t0 + 20− 4t0 = 70− 14t0,

pa je t0 = 5. Dakle, preseqna taqka je P0(2, 5,−4), a vektor pravca prave q je ~P0Q =
(−2,−6, 0) = −2(1, 3, 0). Sada koriste�i da je ~vq = (1, 3, 0) i Q(0,−1,−4) ∈ q dobijamo
da je jednaqina prave q

q :
x

1
=
y + 1

3
=
z + 4

0
.

Za jednaqinu ravni α �e nam trebati ~nα i iskoristi�emo da P0(2, 5,−4) pripada
α (ravan α treba da sadr�i i p i q, pa specijalno sadr�i ǌihovu preseqnu taqku).
Kako α sadr�i prave p i q, onda je specijalno ~nα⊥~vp i ~nα⊥~vq pa mo�emo uzeti

~nα = ~vp × ~vq = det

 i j k
−3 1 2
1 3 0


= 2j − 9k − k − 6i = (−6, 2,−10) = −2(3,−1, 5).

Iz ~nα = (3,−1, 5) znamo da je α : 3x − y + 5z + d = 0, pa iz P0(2, 5,−4) ∈ α dobijamo
6− 5− 20 + d = 0, tj. d = 19. Dakle, jednaqina ravni α je

α : 3x− y + 5z + 19 = 0.
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Zadatak 4.5 (Jun, 2018.) Odredi jednaqinu normale iz preseqne taqke pravih p : x +

y − z = 0, y + 2z = 7 i q :
x+ 6

1
=
y + 7

2
=
z + 3

1
na ravan α : 2x− 3y + z − 1 = 0.

Rexeǌe: Prvi korak je da odredimo preseqnu taqku pravih p i q. Kada pravu q
prebacimo u parametarski oblik, dobijamo da je

x = t− 6,

p : y = 2t− 7, t ∈ R
z = t− 3.

U ovom zadatku nam je najlakxe da preseqnu taqku dobijemo tako xto �emo ove
koordinate x, y i z iz parametarske jednaqine prave q da zamenimo u jednaqinu
prave p i da dobijemo konkretnu vrednost za t (drugi naqin je da prebacimo i pravu
p u parametarski oblik i da onda izjednaqimo x, y i z koordinate prave p i prave
q). Zamenom q u jednaqiu prave p dobijamo

(t− 6) + (2t− 7)− (t− 3) = 0,

(2t− 7) + 2(t− 3) = 7,

pa je t = 5. Dakle, preseqnu taqku dobijamo tako xto u parametarsku jednaqinu
prave q ubacimo t = 5, pa je preseqna taqka pravih p i q taqka A(−1, 3, 2).

Drugi korak je da odredimo jednaqinu normale n na ravan α iz taqke A. Iz
jednaqine ravni α vidimo da je ~nα = (2,−3, 1) i, kako tra�imo normalu na α, mo�emo
uzeti da je to ǌen vektor pravca. Sada iz qiǌenica da A(−1, 3, 2) ∈ n i ~vn = (2,−3, 1)
dobijamo da je

n :
x+ 1

2
=
y − 3

−3
=
z − 2

1
.

Zadatak 4.6 (Sep-1, 2017.) Odrediti jednaqinu ravni α koja sadr�i pravu p : x−4
1 =

y+1
−1 = z+2

2 i normalna je na ravan β : 3x− z + 2017 = 0.

Rexeǌe: Za jednaqinu ravni α potrebno nam je da odredimo ~nα i jednu taqku
A ∈ α. Kako α sadr�i pravu p, onda je ~nα⊥~vp = (1,−1, 2) i, kako je α⊥β, onda je
~nα⊥~nβ = (3, 0,−1). Dakle dobijamo

~nα = ~vp × ~nβ = det

 i j k
1 −1 2
3 0 −1

 = i+ 6j + 3k + j = (1, 7, 3).

Iz jednaqine prave p vidimo da A(4,−1,−2) ∈ p, pa kako α sadr�i pravu p, specijalno
va�i i A ∈ α.

Kako je ~nα = (1, 7, 3) znamo da je α : x + 7y + 3z + d = 0 i iz A ∈ α dobijamo
4− 7− 6 + d = 0, tj. d = 9. Dakle, jednaqina ravni α je

α : x+ 7y + 3z + 9 = 0.
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5 Nizovi

Niz realnih brojeva je funkcija a : N → R, gde �emo sa a(n) = an oznaqavati n-ti
qlan. Niz se obiqno oznaqava sa (an), a zadaje se preko n-tog qlana. Na primer, niz
(an) koji je dat sa an = 1

n je zapravo

1,
1

2
,
1

3
,
1

4
,
1

5
,
1

6
, ...

Definicija 5.1 Broj b ∈ R je graniqna vrednost ili limes niza (an) ako

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N) takvo da n > n0 ⇒ |an − b| < ε.

Ako niz (an) ima graniqnu vrednost b, ka�emo da je (an) konvergentan i pixemo
lim

n→+∞
an = b. Ukoliko ne postoji graniqna vrednost ili je jednaka ±∞, ka�emo da

je niz (an) divergentan.

Definicija 5.2 Niz (an) je ograniqen ako postoji broj M ∈ R takav da je |an| ≤M ,
∀n ∈ N.

Definicija 5.3 Niz (an) je:

(1) rastu�i ako va�i an ≤ an+1, ∀n ∈ N,

(2) strogo rastu�i ako va�i an < an+1, ∀n ∈ N,

(3) opadaju�i ako va�i an ≥ an+1, ∀n ∈ N,

(4) strogo opadaju�i ako va�i an > an+1, ∀n ∈ N.

Jednim imenom ove nizove zovemo monotoni nizovi.
Sada �emo navesti par stavova i teorema koje �emo koristiti za zadatke:

Stav 5.1 Ako je (an) konvergentan, onda je (an) ograniqen.

Stav 5.2 Ako su (an) i (bn) konvergentni, tj. va�i lim
n→+∞

an = a i lim
n→+∞

bn = b, tada

je:

(1) lim
n→+∞

(an ± bn) = a± b,

(2) lim
n→+∞

(an · bn) = a · b,

(1) lim
n→+∞

an
bn

=
a

b
, ako je bn 6= 0, ∀n ∈ N i b 6= 0.

Teorema 5.1 (Teorema o dva policajca)
Ako je an ≤ bn ≤ cn, ∀n ≥ n0 ∈ N, i lim

n→+∞
an = lim

n→+∞
cn = a, tada je i lim

n→+∞
bn = a.

Teorema 5.2 (Xtolcova teorema)
Neka je (an) proizvoǉan niz, niz (bn) strogo rastu�i (poqev od nekog qlana) takav da

je lim
n→+∞

bn = +∞ i neka postoji lim
n→+∞

an − an−1

bn − bn−1
= a. Tada postoji i lim

n→+∞

an
bn

i va�i

lim
n→+∞

an
bn

= a.
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Zadatak 5.1 (Jan, 2018.) Izraqunati lim
n→+∞

(
2n2 + 1

2n− 3
−
n2 + 1

2

n− 2

)
.

Rexeǌe: Ovde imamo razliku dva niza, me�utim oba su divergentna (proveriti)
pa ne mo�emo primeniti Stav 5.2 jer bismo dobili ∞−∞ xto je neodre�eno. Ideja
je da dovedemo na zajedniqki imenilac, i to �e nas dovesti do rexeǌa:

lim
n→+∞

(
2n2 + 1

2n− 3
−
n2 + 1

2

n− 2

)
= lim

n→+∞

(2n2 + 1)(n− 2)− (n2 + 1
2)(2n− 3)

(2n− 3)(n− 2)

= lim
n→+∞

(2n3 − 4n2 + n− 2)− (2n3 − 3n2 + n− 3
2)

2n2 − 7n+ 6

= lim
n→+∞

−n2 − 1
2

2n2 − 7n+ 6
= lim

n→+∞

n2(−1− 1
2n2 )

n2(2− 7
n + 6

n2 )
= −1

2
.

Zadatak 5.2 (1.kol, 2017.) Izraqunati lim
n→+∞

(
5n3 + 2

5n3

)n3

.

Rexeǌe: Ovde imamo oblik 1∞ pa je ideja da koristimo lim
n→+∞

(
1 +

1

n

)n
= e. Dakle,

dobijamo

lim
n→+∞

(
5n3 + 2

5n3

)n3

= lim
n→+∞

(
1 +

2

5n3

)n3

= lim
n→+∞

(
1 +

1
5n3

2

) 5n3

2
·n3· 2

5n3

= e
lim

n→+∞

2n3

5n3 = e
2
5 =

5
√
e2.

Zadatak 5.3 (Sep-3, 2018.) Izraqunati

lim
n→+∞

(
n+ 1

2n2
+

n+ 1

2(n2 + 1)
+

n+ 1

2(n2 + 2)
+ ...+

n+ 1

2(n2 + n)

)
.

Rexeǌe: Imamo n + 1 sabiraka koji te�e nuli i koji su pore�ani po veliqini.
Ovo mo�emo prirodno ograniqiti sa dva niza – ova suma �e biti ve�a od sume koju
dobijemo tako xto umesto svakog qlana zamenimo najmaǌi qlan iz sume, a bi�e maǌa
od sume koju dobijemo kada umesto svakog qlana zamenimo najve�i. Dakle, ∀n ∈ N
va�i

(n+ 1) · n+ 1

2(n2 + n)
≤ n+ 1

2n2
+

n+ 1

2(n2 + 1)
+

n+ 1

2(n2 + 2)
+ ...+

n+ 1

2(n2 + n)
≤ (n+ 1) · n+ 1

2n2
.

Kako je

lim
n→+∞

(n+ 1) · n+ 1

2(n2 + n)
= lim

n→+∞
(n+ 1) · n+ 1

2n2
=

1

2
,

na osnovu teoreme o dva policajca dobijamo

lim
n→+∞

(
n+ 1

2n2
+

n+ 1

2(n2 + 1)
+

n+ 1

2(n2 + 2)
+ ...+

n+ 1

2(n2 + n)

)
=

1

2
.
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Zadatak 5.4 (Feb, 2018.) Izraqunati lim
n→+∞

1 + 4 + 9 + ...+ n2

n3
.

Rexeǌe: Ovde imamo niz oblika an
bn

pa je ideja da primenimo Xtolcovu teoremu.
Neka je an = 1 + 4 + ... + n2, niz bn = n3 jeste strogo rastu�i i va�i lim

n→+∞
bn = +∞.

Kako je

lim
n→+∞

an − an−1

bn − bn−1
= lim

n→+∞

1 + 4 + 9 + ...+ n2 − (1 + 4 + 9 + ...+ (n− 1)2)

n3 − (n− 1)3

= lim
n→+∞

n2

n3 − (n3 − 3n2 + 3n− 1)
= lim

n→+∞

n2

3n2 − 3n+ 1

= lim
n→+∞

n2

n2(3− 3
n + 1

n2 )
=

1

3
,

ispuǌeni su svi uslovi iz Xtolcove teoreme pa na osnovu ǌe va�i

lim
n→+∞

an
bn

= lim
n→+∞

1 + 4 + 9 + ...+ n2

n3
=

1

3
.

Zadatak 5.5 (Feb, 2017.) Izraqunati lim
n→+∞

(
1

n2 + 1
+

2

n2 + 1
+ ...+

n− 1

n2 + 1

)
.

Rexeǌe: Kako svi qlanovi u sumi imaju isti imenilac, zapravo dobijamo

lim
n→+∞

(
1

n2 + 1
+

2

n2 + 1
+ ...+

n− 1

n2 + 1

)
= lim

n→+∞

1 + 2 + ...+ (n− 1)

n2 + 1
,

pa tra�imo limes niza oblika an
bn
, xto nas vuqe na Xtolcovu teoremu. Oznaqimo

an = 1 + 2 + ... + (n − 1), niz bn = n2 + 1 jeste strogo rastu�i i va�i lim
n→+∞

bn = +∞.

Kako je

lim
n→+∞

an − an−1

bn − bn−1
= lim

n→+∞

1 + 2 + ...+ (n− 1)− (1 + 2 + ...+ (n− 2))

n2 + 1− ((n− 1)2 + 1)

= lim
n→+∞

n− 1

n2 + 1− (n2 − 2n+ 1)− 1)
= lim

n→+∞

n− 1

2n− 1
=

1

2
,

na osnovu Xtolcove teoreme dobijamo da je

lim
n→+∞

an
bn

= lim
n→+∞

(
1

n2 + 1
+

2

n2 + 1
+ ...+

n− 1

n2 + 1

)
=

1

2
.

Napomena 5.1 Na osnovu prethodna tri zadatka mo�emo uoqiti da ako tra�imo
limes nekog niza koji je suma razlomaka, onda �emo primeǌivati ili Teoremu o
dva policajca ili Xtolcovu teoremu. Ukoliko svi razlomci iz sume imaju isti
imenilac, onda ide Xtolcova teorema, a ukoliko je isti brojilac svuda, onda ide
Teorema o dva policajca (obratiti pa�ǌu na ovaj detaǉ u prethodna tri zadatka!).
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6 Limesi funkcija i neprekidnost

6.1 Limesi funkcija

Definicija 6.1 Neka je f : D → R funkcija. Broj b ∈ R je graniqna vrednost
ili limes funkcije f u taqki a ∈ D ako je f definisana u nekoj okolini taqke a,
osim eventualno u a i va�i

lim
x→a

f(x) = b⇔ (∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ D)0 < |x− a| < δ ⇒ |f(x)− b| < ε.

Drugim reqima, ako je x dovoǉno blizu taqke a, onda je f(x) dovoǉno blizu taqke
b.

Definicija 6.2 Definixemo levi i desni limes funkcije f u taqki a sa

lim
x→a−

f(x) = b⇔ (∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ D)x ∈ (a− δ, a)⇒ |f(x)− b| < ε,

lim
x→a+

f(x) = b⇔ (∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ D)x ∈ (a, a+ δ)⇒ |f(x)− b| < ε.

Stav 6.1 Neka je lim
x→a

f(x) = b i lim
x→a

g(x) = c. Tada je:

(1) lim
x→a

(f(x)± g(x)) = b± c;

(2) lim
x→a

(f(x) · g(x)) = b · c;

(3) lim
x→a

f(x)

g(x)
=
b

c
, c 6= 0 i g(x) 6= 0 na okolini a.

Teorema 6.1 (Teorema o dva policajca)
Neka je lim

x→a
f(x) = b = lim

x→a
g(x). Ako postoji δ > 0 takvo da za neku funkciju h va�i

f(x) ≤ h(x) ≤ g(x), ∀x ∈ (a− δ, a) ∪ (a, a+ δ),

onda je lim
x→a

h(x) = b.

Sada �emo navesti neke limese koje �emo koristiti u zadacima:

Stav 6.2 Va�ni limesi:

1) lim
x→0

sinx

x
= 1, 2) lim

x→±∞
(1 +

1

x
)x = e, lim

x→0
(1 + x)

1
x = e,

3) lim
x→0

(1 + x)α − 1

x
= α, 4) lim

x→0

ax − 1

x
= ln a, lim

x→0

ex − 1

x
= 1,

5) lim
x→0

loga(1 + x)

x
= loga, 6) lim

x→0

ln(1 + x)

x
= 1.

— 31 —



Matematika 1 - zadaci �or�e Koci�

Kako jox uvek ne znamo za Lopi-
talova pravila (ǌih �emo raditi u
narednom poglavǉu), graniqne vred-
nosti funkcija �emo uglavnom raqu-
nati tako xto �emo namextati na
limese iz prethodnog stava.

Zadatak 6.1 (1.kol, 2017.) Izraqunati lim
x→2

√
3− 2x+ x2 −

√
x2 − x+ 1

2x− x2
.

Rexeǌe: Ako odmah zamenimo vrednost x = 2 u funkciju, dobijamo oblik 0
0 xto je

neodre�eno. Dakle, mora�emo da sredimo malo i da pokuxamo da skratimo nexto
kako bismo doxli do odre�enog oblika. To mo�emo na slede�i naqin:

lim
x→2

√
3− 2x+ x2 −

√
x2 − x+ 1

2x− x2

= lim
x→2

√
3− 2x+ x2 −

√
x2 − x+ 1

2x− x2
·
√

3− 2x+ x2 +
√
x2 − x+ 1√

3− 2x+ x2 +
√
x2 − x+ 1

= lim
x→2

3− 2x+ x2 − (x2 − x+ 1)

x(2− x)(
√

3− 2x+ x2 +
√
x2 − x+ 1)

= lim
x→2

2− x
x(2− x)(

√
3− 2x+ x2 +

√
x2 − x+ 1)

= lim
x→2

1

x(
√

3− 2x+ x2 +
√
x2 − x+ 1)

=
1

2(
√

3− 2 · 2 + 22 +
√

22 − 2 + 1)
=

1

4
√

3
.

Zadatak 6.2 (Jan, 2018.) Odrediti graniqnu vrednost lim
x→0

ln(1 + sin 3x)

(1 + x)2 − 1
.

Rexeǌe:

lim
x→0

ln(1 + sin 3x)

(1 + x)2 − 1
= lim

x→0

ln(1 + sin 3x)

sin 3x︸ ︷︷ ︸
→1

· sin 3x

3x︸ ︷︷ ︸
→1

· x

(1 + x)2 − 1︸ ︷︷ ︸
→ 1

2

·3 =
3

2
.

Prva dva limesa su direktna primena limesa iz Stava 6.2, dok za tre�i mo�da

treba malo objaxǌeǌe. Videli smo da je lim
x→0

(1 + x)2 − 1

x
= 2, pa je onda

lim
x→0

x

(1 + x)2 − 1
= lim

x→0

1
(1+x)2−1

x

=
1

lim
x→0

(1 + x)2 − 1

x

=
1

2
.
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Ovaj postupak �emo qesto koristiti i u narednim zadacima.

Zadatak 6.3 (Sep-1, 2017.) Odrediti graniqnu vrednost lim
x→0

2tgx

ln(1 + πx)
.

Rexeǌe:

lim
x→0

2tgx

ln(1 + πx)
= lim

x→0

2 sinx

cosx · ln(1 + πx)
= lim

x→0

2

cosx︸ ︷︷ ︸
→2

· sinx
x︸ ︷︷ ︸
→1

· πx

ln(1 + πx)︸ ︷︷ ︸
→1

· 1
π

=
2

π
.

Zadatak 6.4 (Jul, 2016.) Odrediti graniqnu vrednost lim
x→0

ln(1 + 1
2 sinx)

2x
.

Rexeǌe:

lim
x→0

ln(1 + 1
2 sinx)

2x
= lim

x→0

ln(1 + 1
2 sinx)

1
2 sinx︸ ︷︷ ︸
→1

· sinx
x︸ ︷︷ ︸
→1

·
1
2

2
=

1

4
.

Zadatak 6.5 (Feb, 2015.) Odrediti graniqne vrednosti:

a) lim
x→−∞

(
√

3− x+ x2 −
√

2 + 5x+ x2); b) lim
x→0

1− ex

sin 2x
5

.

Rexeǌe:
a) Prva bitna qiǌenica na koju treba obratiti pa�ǌu je to da x→ −∞, pa poxto
je x negativno, onda je

√
x2 = −x > 0 !!! Rexeǌe izgleda popriliqno komplikovano

zbog mnogobrojnih zagrada, a zapravo se dobija iz popriliqno jednostavne ideje:
iz oba korena izvuqemo najve�i qlan

√
x2 i ostalo namextamo na poznati limes

lim
x→0

(1 + x)α − 1

x
= α (kad izvuqemo

√
x2 dobi�emo (1+ nexto)

1
2 , gde nexto → 0, pa se

uklapa u prethodni limes bez obzira xto je u zadatku x→ −∞).

lim
x→−∞

(
√

3− x+ x2 −
√

2 + 5x+ x2) = lim
x→−∞

−x
(

(1 + (
3

x2
− 1

x
))

1
2 − (1 + (

5

x
+

2

x2
))

1
2

)
= lim

x→−∞
x

(((
1 + (

5

x
+

2

x2
)

) 1
2

− 1

)
+

(
1−

(
1 + (

3

x2
− 1

x
)

) 1
2

))

= lim
x→−∞

x

(
(1 + ( 5

x + 2
x2

))
1
2 − 1

5
x + 2

x2

)
︸ ︷︷ ︸

→ 1
2

(
5

x
+

2

x2
) + lim

x→−∞
x

(
1− (1 + ( 3

x2
− 1

x))
1
2

3
x2
− 1

x

)
︸ ︷︷ ︸

→− 1
2

(
3

x2
− 1

x
)

=
1

2
lim

x→−∞
x(

5

x
+

2

x2
)− 1

2
lim

x→−∞
x(

3

x2
− 1

x
) =

1

2
lim

x→−∞
(5 +

2

x︸︷︷︸
→0

)− 1

2
lim

x→−∞
(

3

x︸︷︷︸
→0

−1)

=
5

2
− (−1

2
) = 3.
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b)

lim
x→0

1− ex

sin 2x
5

= lim
x→0

1− ex

x︸ ︷︷ ︸
→−1

·
2x
5

sin 2x
5︸ ︷︷ ︸

→1

·5
2

= −5

2
.

Zadatak 6.6 (Sep-3, 2013.) Odrediti graniqnu vrednost lim
x→0

tgx− sinx

sin3 x
.

Rexeǌe:

lim
x→0

tgx− sinx

sin3 x
= lim

x→0

sinx
cosx − sinx

sin3 x
= lim

x→0

sinx(1− cosx)

cosx · sin3 x

= lim
x→0

1

cosx︸ ︷︷ ︸
→1

· sinx
x︸ ︷︷ ︸
→1

· 1− cosx

x2︸ ︷︷ ︸
→ 1

2

· x3

sin3 x︸ ︷︷ ︸
→1

=
1

2
.

Zadatak 6.7 (1.kol, 2008.) Odrediti graniqnu vrednost lim
x→0

√
1 + x sinx− 1

ex2 − 1
.

Rexeǌe:

lim
x→0

√
1 + x sinx− 1

ex2 − 1
= lim

x→0

(1 + x sinx)
1
2 − 1

x sinx︸ ︷︷ ︸
→ 1

2

· sinx
x︸ ︷︷ ︸
→1

· x2

ex2 − 1︸ ︷︷ ︸
→1

=
1

2
.

Zadatak 6.8 Odrediti graniqnu vrednost lim
x→1

(1− x)tg
xπ

2
.

Rexeǌe: Ovde imamo da x → 1, xto se ne uklapa u sluqaje iz Stava 6.2. U
ovakvim situacijama postoje dve mogu�nosti - ili da se malo sre�uje funkcija kako
bi se skratio taj problematiqan deo, ili da se uvede neka smena koja bi svela
limes na nexto iz Stava 6.2. S obzirom da ovde ne mo�emo nikako da skratimo taj
problematiqan deo sre�ivaǌem funkcije, uvex�emo smenu x = t+1 koja �e prebaciti
x→ 1 na t→ 0 i onda �emo namextati na neki poznati limes. Dobijamo

lim
x→1

(1− x)tg
xπ

2
= lim

t→0
(−t)tg(

π

2
+
πt

2
) = lim

t→0
(−t)(−ctg

πt

2
) = lim

t→0

πt
2

sin πt
2︸ ︷︷ ︸

→1

· 2
π

cos
πt

2︸ ︷︷ ︸
→1

=
2

π
.
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6.2 Neprekidnost funkcija

Definicija 6.3 Funkcija f : D → R je neprekidna u taqki a ∈ D ako va�i da je
lim
x→a

f(x) = f(a). Ako f nije neprekidna u a, ka�emo da f ima prekid u taqki a.

Definicija 6.4 Funkcija f u taqki a ima:

(1) otkloǌiv prekid ako postoje lim
x→a−

f(x) = lim
x→a+

f(x), ali nisu jednaki sa f(a)

ili f nije definisana u taqki a;

(2) prekid prve vrste ako postoje levi i desni limesi funkcije f u taqki a
ali nisu jednaki, tj. lim

x→a−
f(x) 6= lim

x→a+
f(x)

(3) prekid druge vrste ako ili ne postoji bar jedan od lim
x→a−

f(x) i lim
x→a+

f(x),

ili je jednak ±∞.

Zadatak 6.9 (Feb, 2018.)Odrediti konstante a i b tako da je funkcija f(x) neprekidna

f(x) =


(sinx+cosx)2−1

x , x < 0;
a cos(πx) + b, 0 ≤ x ≤ 1;

6x4−6
x2+2x−3

, x > 1.

Rexeǌe: Funkcija f je neprekidna na R\{0, 1} kao kompozicija neprekidnih
funkcija, pa ostaje jox da ispitamo neprekidnost u x = 0 i x = 1.

(1) neprekidnost u x = 0:

lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

(sinx+ cosx)2 − 1

x
= lim

x→0−

2 cosx sinx

x
= 2,

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

a cos(πx) + b = a+ b,

f(0) = a+ b.

Da bi funkcija f bila neprekidna u x = 0 mora da va�i lim
x→0−

f(x) = lim
x→0+

f(x) =

f(0), pa dobijamo da je a+ b = 2.

(2) neprekidnost u x = 1:

lim
x→1−

f(x) = lim
x→1−

a cos(πx) + b = −a+ b,

lim
x→1+

f(x) = lim
x→1+

6x4 − 6

x2 + 2x− 3
= lim

x→1+

6(x2 + 1)(x+ 1)

x+ 3
= 6,

f(1) = −a+ b.

Da bi funkcija f bila neprekidna u x = 1 mora da va�i lim
x→1−

f(x) = lim
x→1+

f(x) =

f(1), pa dobijamo da je −a+ b = 6.

Dakle, f �e biti neprekidna na celom R ako je a+ b = 2 i −a+ b = 6, pa rexavaǌem
ovog sistema dobijamo da je a = −2 i b = 4.
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Zadatak 6.10 (Sep-3, 2017.)Odrediti konstante a i b tako da je funkcija h(x) neprekidna

h(x) =


e2x−e−2x

x , x < 0;
a cosx+ b, 0 ≤ x ≤ π;
1
π3

x4−π4

x−π , x > π.

Rexeǌe: Funkcija f je neprekidna na R\{0, π} kao kompozicija neprekidnih.

(1) neprekidnost u x = 0:

lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

e2x − e−2x

x
= lim

x→0−

e2x − 1

2x︸ ︷︷ ︸
→1

·2 +
e−2x − 1

−2x︸ ︷︷ ︸
→1

·2 = 4,

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

a cosx+ b = a+ b,

f(0) = a+ b.

Da bi funkcija f bila neprekidna u x = 0 mora da va�i lim
x→0−

f(x) = lim
x→0+

f(x) =

f(0), pa dobijamo da je a+ b = 4.

(2) neprekidnost u x = π:

lim
x→π−

f(x) = lim
x→π−

a cosx+ b = −a+ b,

lim
x→π+

f(x) = lim
x→π+

1

π3

x4 − π4

x− π
= lim

x→π+

1

π3
(x2 + π2)(x+ π) = 4,

f(π) = −a+ b.

Da bi funkcija f bila neprekidna u x = π mora da va�i lim
x→π−

f(x) = lim
x→π+

f(x) =

f(π), pa dobijamo da je −a+ b = 4.

Dakle, f �e biti neprekidna na celom R ako je a+ b = 4 i −a+ b = 4, pa rexavaǌem
ovog sistema dobijamo da je a = 0 i b = 4.

Zadatak 6.11 (Sep-1, 2018.)Ispitati neprekidnost i odrediti tip prekida funkcije

f(x) =
1

e
2x

3x+9 − 1
.

Rexeǌe: Funkcija f je neprekidna na R\{−3, 0} kao kompozicija neprekidnih.
Kako f nije definisana u x = −3 i x = 0, u tim taqkama �e imati prekide.

(1) prekid u x = −3:

lim
x→−3−

f(x) = lim
x→−3−

1

e
2x

3x+9 − 1
= 0,

lim
x→−3+

f(x) = lim
x→−3+

1

e
2x

3x+9 − 1
= −1.

Kako postoje lim
x→−3−

f(x) i lim
x→−3+

f(x) ali je lim
x→−3−

f(x) 6= lim
x→−3+

f(x), zakǉuqujemo

da f u x = −3 ima prekid prve vrste.
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(2) prekid u x = 0:

lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

1

e
2x

3x+9 − 1
= −∞,

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

1

e
2x

3x+9 − 1
= +∞.

Kako je lim
x→0−

f(x) = −∞ (ili lim
x→0+

f(x) = +∞, svejedno), zakǉuqujemo da f u

x = 0 ima prekid druge vrste.

Dakle, f je neprekidna na R\{−3, 0}, u x = −3 ima prekid prve vrste i u x = 0 ima
prekid druge vrste.
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7 Izvod funkcije

Definicija 7.1 Ako je f : [a, b]→ R funkcija i x0 ∈ (a, b), tada ako postoji broj

f ′(x0) = lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
,

nazivamo ga izvodom funkcije f u taqki x0. Tako�e, ka�emo da je f diferencija-
bilna u taqki x0.

Teorema 7.1 Neka su funkcije f, g : D → R diferencijabilne na D, tada za svako x ∈ D
va�i:

(1) (f ± g)′(x) = f ′(x)± g′(x);

(2) (f · g)′(x) = f ′(x) · g(x) + f(x) · g′(x);

(3)
(
f
g

)′
(x) = f ′(x)g(x)−f(x)g′(x)

g2(x)
, ako je g(x) 6= 0.

Teorema 7.2 (Izvod kompozicije funkcija)
Neka je funkcija f definisana u taqki x i g definisana u taqki f(x), tada je funkcija
g ◦ f definisana u taqki x i va�i

[g(f(x))]′ = g′(f(x)) · f ′(x).

Teorema 7.3 (Izvod inverzne funkcije)
Neka su f i f−1 uzajamno inverzne i neprekidne funkcije u taqkama x0 i f(x0). Ako je
funkcija f diferencijabilna u x0 i f ′(x0) 6= 0, tada je i funkcija f−1 diferencijabilna
u taqki f(x0) i va�i

(f−1)′(f(x0)) =
1

f ′(x0)
.

Primer 7.1 (Izvod implicitno zadate funkcije)
Ako je funkcija implicitno zadata svojom jednaqinom F (x, y) = 0, ǌen izvod tra�imo
tako xto jednu promenǉivu posmatramo kao funkciju one druge promenǉive (obiqno
y posmatramo kao funkciju po x, tj. y = y(x)) i primenimo pravila za diferenciraǌe
iz prethodnih teorema.

Npr. odrediti izvod implicitno zadate funkcije y = y(x) gde je x2 + y2 = 1.
Diferenciraǌem po x i primenom prethodnih teorema dobijamo 2x+ 2yy′ = 0, pa je
y′ = −x

y .

Teorema 7.4 (Izvod parametarske funkcije)
Neka su x = φ(t) i y = ψ(t) parametarski zadate funkcije. Tada je

y′x =
ψ′(t)

φ′(t)
.

Primer 7.2 (Logaritamski izvod)
Ako imamo funkciju oblika h(x) = f(x)g(x), ǌen izvod tra�imo na slede�i naqin:
logaritmovaǌem obe strane dobijamo ln(h(x)) = g(x) ln(f(x)), zatim diferenciraǌem
po x dobijamo

h′(x)

h(x)
= g′(x) ln(f(x)) + g(x)

f ′(x)

f(x)
,

pa je

(f(x)g(x))′ = f(x)g(x)

(
g′(x) ln(f(x)) + g(x)

f ′(x)

f(x)

)
.
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Primer 7.3 (Izvodi elementarnih funkcija)

Teorema 7.5 (Lopitalovo pravilo)
Neka su date funkcije f, g : (a, b) → R koje su diferencijabilne na (a, b) i g′(x) 6= 0
na (a, b), gde je −∞ ≤ a < b ≤ +∞. Neka je x0 ∈ (a, b) i lim

x→x0
f(x) = lim

x→x0
g(x) = 0 (ili

lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x) = ∞ ). Ako postoji (konaqan ili beskonaqan) lim
x→x0

f ′(x)

g′(x)
= α,

tada postoji i lim
x→x0

f(x)

g(x)
i va�i lim

x→x0

f(x)

g(x)
= α.

Lopitalovo pravilo se
direktno primeǌuje za
raqunaǌe limesa oblika
0
0 i ∞

∞ , a mo�e se pri-
meǌivati i na ostale
neodre�ene oblike 1∞,
∞−∞, 0 · ∞...

Teorema 7.6 (Tejlorova formula)
Neka je f (n+ 1)-puta diferencijabilna funkcija u okolini taqke x0. Tada je

f(x) = Tn(x;x0) +Rn(x;x0),

gde je

Tx(x;x0) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) +

f ′′(x0)

2!
(x− x0)2 + ...+

f (n)(x0)

n!
(x− x0)n
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Tejlorov polinom funkcije f u okolini taqke x0 a Rn(x;x0) n-ti ostatak. Speci-
jalno, za x0 = 0 dobijamo Maklorenovu formulu

f(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 + ...+

f (n)(0)

n!
xn +Rn(x).

Zadatak 7.1 (2.kol, 2011.) Na�i izvod funkcije:
a) f(x) = arctg 1+ex

1−ex ; b) g(x) =
√

1− x2 · arcsinx.

Rexeǌe:

a) f ′(x) = (arctg
1 + ex

1− ex
)′ =

1

1 + (1+ex

1−ex )2
· (1 + ex

1− ex
)′

=
1

(1−ex)2+(1+ex)2

(1−ex)2

· (1 + ex)′(1− ex)− (1 + ex)(1− ex)′

(1− ex)2

=
(1− ex)2

1− 2ex + e2x + 1 + 2ex + e2x
· e

x(1− ex)− (1 + ex)(−ex)

(1− ex)2

=
(1− ex)2

2 + 2e2x
· 2ex

(1− ex)2
=

ex

1 + e2x
.

b) g′(x) = (
√

1− x2 · arcsinx)′ = (
√

1− x2)′ · arcsinx+
√

1− x2 · (arcsinx)′

=
(1− x2)′

2
√

1− x2
· arcsinx+

√
1− x2 · 1√

1− x2

=
−2x

2
√

1− x2
· arcsinx+ 1 = 1− x · arcsinx√

1− x2
.

Zadatak 7.2 (2.kol, 2018.)

a) Izraqunati izvod funkcije f(x) = xsinx.

b) Izraqunati izvod implicitno zadate funkcije y = y(x) ako je 5y2 + cosx sin2 y =
(3x+ 5)2.
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Rexeǌe:

a) Logaritmovaǌem obe strane u f(x) = xsinx dobijamo ln f(x) = sinx lnx. Sada dife-
renciraǌem po x dobijamo f ′(x)

f(x) = cosx lnx+ sinx · 1
x , pa je

f ′(x) = xsinx

(
cosx lnx+

sinx

x

)
.

a) Diferenciraǌem po x obe strane u 5y2 + cosx sin2 y = (3x + 5)2 i korix�eǌem
prethodnih teorema dobijamo 10yy′ − sinx sin2 y + 2 cosx sin y cos y · y′ = 6(3x + 5),
pa je

y′ =
6(3x+ 5) + sinx sin2 y

10y + 2 cosx sin y cos y
.

Zadatak 7.3 (Feb, 2014.) Odrediti izvod (po x) parametarski date funkcije x(t) =
3t−

√
2 sin 2t, y(t) = 3

2 −
√

2 cos 2t.

Rexeǌe: Oznaqimo x(t) = 3t−
√

2 sin 2t = φ(t) i y(t) = 3
2 −
√

2 cos 2t = ψ(t). Sada je

y′x =
ψ′(t)

φ′(t)
=

2
√

2 sin 2t

3− 2
√

2 cos 2t
.

Zadatak 7.4 (Jan, 2018.) Izraqunati lim
x→+∞

(
xe

10
x+1 − x

)
.

Rexeǌe: Ovaj limes �emo zapisati malo drugaqije kako bismo mogli da primenimo
Lopitalovo pravilo:

lim
x→+∞

(
xe

10
x+1 − x

)
︸ ︷︷ ︸

∞−∞

= lim
x→+∞

x
(
e

10
x+1 − 1

)
︸ ︷︷ ︸

∞·0

= lim
x→+∞

e
10
x+1 − 1

1
x︸ ︷︷ ︸
0
0

.

Sada su ispuǌeni uslovi iz teoreme, pa kako postoji

lim
x→+∞

(e
10
x+1 − 1)′

( 1
x)′

= lim
x→+∞

e
10
x+1 · −10

(x+1)2

− 1
x2

= lim
x→+∞

10 e
10
x+1︸︷︷︸
→1

· x2

(x+ 1)2︸ ︷︷ ︸
→1

= 10,

primenom Lopitalovog pravila dobijamo da je i lim
x→+∞

(
xe

10
x+1 − x

)
= 10.

Zadatak 7.5 (Sep-1, 2009.) Razviti funkciju f(x) = ln((1−x)(1+2x)) u Tejlorov poli-
nom 4. stepena u okolini taqke x0 = 0.
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Rexeǌe: Tejlorov polinom stepena 4 u okolini x0 = 0 funkcije f je polinom

T4(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 +

f (3)(0)

3!
x3 +

f (4)(0)

4!
x4.

Dakle, treba izraqunati izvode do 4. reda funkcije f i za polinom nam trebaju
vrednosti tih izvoda u x0 = 0. Nakon malo du�eg i ne tako zanimǉivog raquna
dobijamo:

f(x) = ln((1− x)(1 + 2x))⇒ f(0) = 0;

f ′(x) =
−(1 + 2x) + 2(1− x)

(1− x)(1 + 2x)
=

1− 4x

−2x2 + x+ 1
⇒ f ′(0) = 1;

f ′′(x) =
−4(−2x2 + x+ 1)− (1− 4x)2

(−2x2 + x+ 1)2
=
−8x2 + 4x− 5

(−2x2 + x+ 1)2
⇒ f ′′(0) = −5;

f (3)(x) =
2(1− 4x)(4x2 − 2x+ 7)

(−2x2 + x+ 1)3
⇒ f (3)(0) = 14;

f (4)(x) =
6(32x4 − 32x3 + 120x2 − 56x+ 17)

(−2x2 + x+ 1)4
⇒ f (4)(0) = 102.

Zamenom ovih vrednosti u formulu iznad dobijamo da Tejlorov polinom stepena 4
funkcije f u okolini x0 = 0 glasi

T4(x) = x− 5

2!
x2 +

14

3!
x3 +

102

4!
x4.
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8 Ispitivaǌe toka i skiciraǌe grafika funkcije

Kod ispitivaǌa funkcija uvek �emo imati slede�e korake:

(1) Domen funkcije:
Df = {x | f je definisana u x}. Kod odre�ivaǌa domena uglavnom treba
obratiti pa�ǌu na par stvari- ne smemo deliti nulom, parni koreni su defi-
nisani samo za nenegativne brojeve, funkcija ln(x) je definisana samo za strogo
pozitivne brojeve,... U suxtini, treba znati kada su definisane osnovne ele-
mentarne funkcije.

(2) Nule, znak, parnost, periodiqnost:
Nule funkcije su sve taqke x takve da je f(x) = 0.
Za znak funkcije posmatramo intervale u domenu na kojima je f(x) > 0 i/ili
f(x) < 0.
Za ispitivaǌe parnosti proveravamo da li je f(−x) = f(x) (f je parna) ili
f(−x) = −f(x) (f je neparna) ili ako ne va�i nijedno od ova dva ka�emo da f
nije ni parna ni neparna. Ukoliko domen funkcije f nije simetriqan u odnosu
na 0, odmah mo�emo zakǉuqiti da f nije ni parna ni neparna.
Funkcija f je periodiqna ako za neko T ∈ R va�i f(x + T ) = f(x). Za period
funkcije se uzima najmaǌe takvo T .

(3) Asimptote:
vertikalne asimptote: Prava x = x0 je vertikalna asimptota funkcije f uko-
liko va�i lim

x→x0−
f(x) = ∞ ili lim

x→x0+
f(x) = ∞. Vertikalne asipmtote tra�imo

samo u konaqnim taqkama koje su granice domena.
horizontalne asimptote: Prava y = y0 je horizontalna asimptota funkcije f
ukoliko va�i lim

x→−∞
f(x) = y0 ili lim

x→+∞
f(x) = y0

kose asimptote: Prava y = kx + n je kosa asimptota funkcije f ako k, n ∈ R i
k 6= 0, gde je

k = lim
x→−∞

f(x)

x
, n = lim

x→−∞
(f(x)− kx)

ili

k = lim
x→+∞

f(x)

x
, n = lim

x→+∞
(f(x)− kx).

Od domena funkcije zavisi koje limese �emo posmatrati za asimptote. Na
primer, ako je Df = (1,+∞), za vertikalnu asimptotu bismo posmatrali samo
lim
x→1+

f(x) zato xto je to jedina konaqna taqka sa granice domena i funkcija nije

definisana za brojeve maǌe od 1 pa ne smemo posmatrati levi limes. Tako�e, za
kosu i horizontalnu asimptotu bismo posmatrali samo limese za +∞ jer f nije
definisana za −. Ukoliko f ima kosu, ne mo�e imati horizontalnu asimptotu
u istoj beskonaqnosti, i obrnuto, ukoliko ima horizontalnu ne mo�e imati
kosu.

(4) Monotonost i ekstremne taqke:
U ovom koraku ispitujemo gde funkcija raste ili opada i u kojim taqkama
�e imati ekstremne vrednosti tj. lokalni minimum ili maksimum. Ovo �emo
odre�ivati na osnovu prvog izvoda funkcije f . Ako za svako x ∈ (a, b) ⊂ Df
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va�i da f ′(x) postoji i

f ′(x) > 0, onda f raste (f ↗) na (a, b),

f ′(x) < 0, onda f opada (f ↘) na (a, b).

Ako je f definisana u nekoj okolini taqke x0 u kojoj dosti�e ekstremnu vred-
nost, onda je f ′(x0) = 0 ili f ′(x0) ne postoji. Taqke u kojima je f ′(x) = 0 ili f ′(x)
ne postoji nazivamo kritiqnim taqkama i one predstavǉaju mogu�e taqke u
kojima f dosti�e ekstremnu vrednost.

Neka je f neprekidna u x0 i diferencijabilna u nekoj okolini U taqke x0 osim
eventualno u x0.
Ako je f ′(x) > 0 za x ∈ U∩(−∞, x0) (tj. f raste do x0) i f ′(x) < 0 za x ∈ U∩(x0,+∞)
(tj. f opada nakon x0), onda f ima lokalni maksimum u x0.
Ako je f ′(x) < 0 za x ∈ U ∩ (−∞, x0) (tj. f opada do x0) i f ′(x) > 0 za x ∈
U ∩ (x0,+∞) (tj. f raste nakon x0), onda f ima lokalni minimum u x0.
Drugim reqima, da bi se u kritiqnoj taqki zaista postigla ekstremna vrednost
potrebno je da f ′ meǌa znak u okolini te taqke.

(5) Konveksnost i prevojne taqke:
U ovom koraku ispitujemo gde je f konveksna/konkavna i gde su prevojne taqke.
Ovo �emo odre�ivati na osnovu drugog izvoda funkcije f . Ako za svako x ∈
(a, b) ⊂ Df va�i da f ′′(x) postoji i

f ′′(x) > 0 ⇒ f konveksna (∪) na (a, b),

f ′′(x) < 0 ⇒ f konkavna (∩) na (a, b).

Potencijalne prevojne taqke su taqke x0 u kojima je f ′′(x0) = 0. Da bi x0 bila
prevojna taqka, potrebno je da f ′′ meǌa znak u okolini x0, tj. da funkcija
prelazi iz konveksne u konkavnu ili iz konkavne u konveksnu nakon te taqke.

Na osnovu ovih koraka mo�emo skicirati grafik funkcije. Sada �emo videti kako
sve ovo izgleda za par konkretnih primera:

Zadatak 8.1 (Sep-3, 2018.)
Ispitati tok i skicirati grafik funkcije f(x) = ln(ln2 x− lnx+ 1).

Rexeǌe:

(1) Domen funkcije:
Kako je ln definisan samo za strogo pozitivne brojeve, mora biti ispuǌeno
ln2 x − lnx + 1 > 0 i x > 0. Za ovaj prvi uslov zapravo imamo kvadratnu jed-
naqinu, pa ako obele�imo t = lnx, dobijamo t2 − t + 1 > 0. Rexavaǌem ove
jednaqine dobijamo da ona nema realne nule, pa kako je koeficijent uz t2 pozi-
tivan dobijamo da je uslov ln2 x−lnx+1 > 0 uvek ispuǌen (grafik ove kvadratne
jednaqine je parabola ∪ koja je uvek pozitivna jer nema realne nule). Dakle,
Df = (0,+∞).
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(2) Nule, znak, parnost, periodiqnost:

f(x) = ln(ln2 x− lnx+ 1) = 0⇔ ln2 x− lnx+ 1 = 1⇔ lnx(lnx− 1) = 0,

pa dobijamo da je f(x) = 0 za lnx = 0 ili lnx = 1, pa su nule funkcije f taqke
x = 1 i x = e. Tako�e, mo�emo videti da je f(x) > 0 za x ∈ (0, 1) ∪ (e,+∞) i
f(x) < 0 za x ∈ (1, e). Domen nije simetriqan u odnosu na 0 pa f nije ni parna
ni neparna. Tako�e, f nije periodiqna.

(3) Asimptote:
vertikalne: Na rubu domena je jedino 0 konaqna taqka, pa proveravamo da li
je x = 0 vertikalna asimptota. Kako je

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

ln(ln2 x︸︷︷︸
→+∞

− lnx︸︷︷︸
→−∞

+1) =, , ln +∞” = +∞,

dobijamo da x = 0 jeste vertikalna asimptota.

horizontalne:

lim
x→+∞

ln(ln2 x− lnx+ 1) = lim
x→+∞

ln

ln2 x︸︷︷︸
→+∞

(1− 1

lnx︸︷︷︸
→0

+
1

ln2 x︸ ︷︷ ︸
→0

)

 = +∞,

pa f nema horizontalne asimptote.

kose: Kako je

k = lim
x→+∞

ln(ln2 x− lnx+ 1)

x︸ ︷︷ ︸
∞
∞

L︷︸︸︷
= lim

x→+∞

2 lnx−1
x(ln2 x−lnx+1)

1

= lim
x→+∞

lnx(2− 1
lnx)

x lnx(lnx− 1 + 1
lnx)

= lim
x→+∞

2− 1
lnx

x(lnx− 1 + 1
lnx)

=, ,
2

∞
” = 0,

dobijamo da f nema ni kosu asimptotu.

(4) Monotonost i ekstremne taqke:
Kako je

f ′(x) =
2 lnx
x − 1

x

ln2 x− lnx+ 1
=

2 lnx− 1

x(ln2 x− lnx+ 1)
,

dobijamo f ′(x) = 0 akko je 2 lnx − 1 = 0, tj. x = e
1
2 =

√
e. Posmatraju�i znak

prvog izvoda (delove koji su uvek pozitivni ne moramo ubacivati u tabelu jer
ne utiqu na znak, ali pisa�u i ǌih da bude jasnije)

(0,
√
e) (

√
e,+∞)

2 lnx− 1 − +

x + +

ln2 x− lnx+ 1 + +

f ′(x) − +

f(x) ↘ ↗
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dobijamo da f opada na (0,
√
e), raste na (

√
e,+∞) i ima lokalni minimum u

taqki
√
e.

(5) Konveksnost i prevojne taqke:
Kako je

f ′′(x) =
2
xx(ln2 x− lnx+ 1)− (2 lnx− 1)(ln2 x− lnx+ 1 + x(2 lnx

x − 1
x))

x2(ln2 x− lnx+ 1)2

=
2(ln2 x− lnx+ 1)− (2 lnx− 1)(ln2 x+ lnx)

x2(ln2 x− lnx+ 1)2

=
2 ln2 x− 2 lnx+ 2− 2 ln3 x− 2 ln2 x+ ln2 x+ lnx

x2(ln2 x− lnx+ 1)2

=
−2 ln3 x+ ln2 x− lnx+ 2

x2(ln2 x− lnx+ 1)2
=

(1− lnx)(2 ln2 x+ lnx+ 2)

x2(ln2 x− lnx+ 1)2
,

dobijamo da je f ′′(x) = 0 akko je (1 − lnx)(2 ln2 x + lnx + 2) = 0, tj. lnx = 1 ili
2 ln2 x+lnx+2 = 0. Kako kvadratna jednaqina 2t2 +t+2 = 0 nema realna rexeǌa,
dobijamo da je 2 ln2 x+ lnx+ 2 > 0 za sve x ∈ Df , pa je nula drugog izvoda jedino
taqka x = e. Posmatraju�i znak drugog izvoda

(0, e) (e,+∞)

1− lnx + −
2 ln2 x+ lnx+ 2 + +

(x(ln2 x− lnx+ 1))2 + +

f ′′(x) + −
f(x) ∪ ∩

dobijamo da je f konveksna na (0, e), konkavna na (e,+∞) i taqka x = e je prevojna
taqka.

Na osnovu svega ovoga dobijamo da je grafik funkcije f(x) = ln(ln2 x− lnx+ 1) dat sa

Zadatak 8.2 (Jan, 2018.)
Ispitati tok i skicirati grafik funkcije f(x) = arctgx+1

x .

Rexeǌe:

— 46 —



Matematika 1 - zadaci �or�e Koci�

(1) Domen funkcije:
Funkcija arctgx je definisana na celom R, tako da tu nemamo nikakvih prob-
lema. Me�utim, kako imamo deo x+1

x , a ne smemo deliti nulom, dobijamo da
mora da va�i x 6= 0 i to je jedini uslov. Dakle, Df = R\{0}

(2) Nule, znak, parnost, periodiqnost:

f(x) = 0 ⇔ arctg
x+ 1

x
= 0 ⇔ x+ 1

x
= 0 ⇔ x+ 1 = 0,

pa je x = 1 jedina nula funkcije f . Kako je

f(x) > 0 ⇔ arctg
x+ 1

x
> 0 ⇔ x+ 1

x
> 0

i

(−∞,−1) (−1, 0) (0,+∞)

x+ 1 − + +

x − − +
x+1
x + − +

dobijamo da je f(x) > 0 za x ∈ (−∞,−1) ∪ (0,+∞) i f(x) < 0 za x ∈ (−1, 0).
Funkcija f nije ni parna ni neparna, a tako�e nije ni periodiqna.

(3) Asimptote:
vertikalne: Jedina konaqna taqka na rubu domena je 0, i ovde je funkcija defin-
isana i levo i desno od nule pa �emo posmatrati i levi i desni limes u nuli.
Kako je

lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

arctg
x+ 1

x
=, , arctg −∞” = −π

2
i

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

arctg
x+ 1

x
=, , arctg +∞” =

π

2
,

dobijamo da f nema vertikalne asimptote.

horizontalne: Kako je

lim
x→−∞

f(x) = lim
x→−∞

arctg
x+ 1

x
= arctg 1 =

π

4

i
lim

x→+∞
f(x) = lim

x→+∞
arctg

x+ 1

x
= arctg 1 =

π

4
,

dobijamo da je y = π
4 horizontalna asimptota i u −∞ i u +∞.

kose: Kako f ima horizontalne asimptote, odmah mo�emo zakǉuqiti da nema
kose.

(4) Monotonost i ekstremne taqke:
Kako je

f ′(x) =
1

1 + (x+1
x )2

· x− (x+ 1)

x2
=

x2

x2 + (x+ 1)2
· −1

x2
=

−1

2x2 + 2x+ 1

dobijamo da je f ′(x) 6= 0 za sve x ∈ Df . Posmatraju�i znak prvog izvoda
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(−∞, 0) (0,+∞)

−1 − −
2x2 + 2x+ 1 + +

f ′(x) − −
f ↘ ↘

dobijamo da funkcija f opada na (−∞, 0) ∪ (0,+∞).

(5) Konveksnost i prevojne taqke:
Kako je

f ′′(x) =
4x+ 2

(2x2 + 2x+ 1)2
,

dobijamo da je f ′′(x) = 0 akko je x = −1
2 . Posmatraju�i znak drugog izvoda

(−∞,−1
2) (−1

2 , 0) (0,+∞)

4x+ 2 − + +

(2x2 + 2x+ 1)2 + + +

f ′′(x) − + +

f(x) ∩ ∪ ∪

dobijamo da je f konveksna na (−1
2 , 0) ∪ (0,+∞), konkavna na (−∞,−1

2) i x = −1
2

je prevojna taqka.

Na osnovu svega ovoga zakǉuqujemo da je grafik funkcije f(x) = arctgx+1
x dat sa

Znamo da je arctg funkcija koja je ograniqena sa −π
2 i π

2 pa grafik funcije f ne sme
prelaziti te vrednosti na y osi, a tako smo i dobili crtaǌem grafika.

Zadatak 8.3 (Jul, 2018.)
Ispitati tok i skicirati grafik funkcije f(x) = (x+ 1)3 3

√
x2.

Rexeǌe:

(1) Domen funkcije: Df = R
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(2) Nule, znak, parnost, periodiqnost:

f(x) = 0⇔ x+ 1 = 0 ili x = 0,

pa su nule funkcije f taqke x = −1 i x = 0. Na znak funkcije f utiqe samo
qlan (x+ 1)3 pa je f(x) ≤ 0 na (−∞,−1) i f(x) ≥ 0 na (−1,+∞). Funkcija f nije
ni parna ni neparna, a tako�e nije ni periodiqna.

(3) Asimptote:
vertikalne: Kako je Df = R, f nema vertikalne asimptote.

horizontalne:

lim
x→−∞

f(x) = lim
x→−∞

(x+ 1)3︸ ︷︷ ︸
→−∞

3
√
x2︸︷︷︸

→+∞

= −∞,

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

(x+ 1)3︸ ︷︷ ︸
→+∞

3
√
x2︸︷︷︸

→+∞

= +∞,

pa f nema ni horizontalne asimptote.

kose: Kako je

lim
x→−∞

f(x)

x
= +∞, lim

x→+∞

f(x)

x
= +∞,

dobijamo da f nema ni kose asimptote.

(4) Monotonost i ekstremne taqke:

f ′(x) = 3(x+ 1)2 3
√
x2 + (x+ 1)3 · 2

3

1
3
√
x

=
9(x+ 1)2x+ 2(x+ 1)3

3 3
√
x

=
(x+ 1)2(11x+ 2)

3 3
√
x

,

pa je f ′(x) = 0 akko x = −1 ili x = − 2
11 . Tako�e, mo�emo primetiti da f ′(0) ne

postoji, pa je i x = 0 kritiqna taqka. Posmatraju�i znak prvog izvoda

(−∞,−1) (−1,− 2
11) (− 2

11 , 0) (0,+∞)

(x+ 1)2 + + + +

11x+ 2 − − + +
3
√
x − − − +

f ′(x) + + − +

f(x) ↗ ↗ ↘ ↗

dobijamo da f raste na (−∞,− 2
11) ∪ (0,+∞), f opada na (− 2

11 , 0), x = −1 nije
ekstremna taqka dok f u x = − 2

11 ima lokalni maksimum i u x = 0 ima lokalni
minimum.

(5) Konveksnost i prevojne taqke:

f ′′(x) =

(
2(x+ 1)(11x+ 2) + 11(x+ 1)2

)
3 3
√
x− (x+ 1)2(11x+ 2) · 3 · 1

3
1

3√
x2

(3 3
√
x)2

=
(x+ 1)((2(11x+ 2) + 11(x+ 1))3x− (x+ 1)(11x+ 2))

9
3
√
x4
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=
(x+ 1)(3x(33x+ 15)− (11x2 + 13x+ 2))

9
3
√
x4

=
(x+ 1)(99x2 + 45x− 11x2 − 13x− 2))

9
3
√
x4

=
2(x+ 1)(44x2 + 16x− 1)

9
3
√
x4

,

pa je f ′′(x) = 0 akko x = −1 ili 44x2 + 16x − 1 = 0. Rexavaǌem ove kvadratne
jednaqine dobijamo x1 = −16−

√
432

88 i x2 = −16+
√

432
88 . Treba�e nam da otprilike

procenimo ove taqke kako bismo znali redosled nula drugog izvoda. Kako je
20 =

√
400 <

√
432 <

√
441 = 21, mo�emo uzeti

√
432 ≈ 21 (bli�e je do 21, ali

mo�e i 20 jer je pribli�na procena), pa je x1 ≈ −37
88 i x2 ≈ 5

88 . Posmatraju�i
znak drugog izvoda

(−∞,−1) (−1, x1) (x1, x2) (x2,+∞)

x+ 1 − + + +

44x2 + 16x− 1 + + − +

f ′′(x) − + − +

f(x) ∩ ∪ ∩ ∪

dobijamo da je f konveksna na (−1, x1) ∪ (0,+∞), konkavna na (−∞,−1) ∪ (x1, x2)
i da su −1, x1 i x2 prevojne taqke.

Na osnovu svega ovoga zakǉuqujemo da je grafik funkcije f(x) = (x+ 1)3 3
√
x2 dat sa

Zadatak 8.4 (Feb, 2018.)
Ispitati tok i skicirati grafik funkcije f(x) = (x−1)3

(x+2)2
.

Rexeǌe:

(1) Domen funkcije:
Kako delimo sa (x + 2)2, mora biti (x + 2)2 6= 0, tj. x 6= −2, i kako je to jedini
problematiqan deo funkcije, dobijamo da je Df = R\{−2} = (−∞,−2)∪(−2,+∞).
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(2) Nule, znak, parnost, periodiqnost:

f(x) = 0⇔ (x− 1)3 = 0⇔ x = 1,

pa je x = 1 jedina nula funkcije f . Tako�e, f(x) < 0 na (−∞,−2)cup(−2,−1)
i f(x) > 0 na (−1,+∞). Domen nije simetriqan u odnosu na nulu pa mo�emo
zakǉuqiti da f nije ni parna ni neparna, a tako�e nije ni periodiqna.

(3) Asimptote:
vertikalne: Jedina konaqna taqka sa ruba domena je −2, pa proveravamo da li
je prava x = −2 vertikalna asimptota. Funkcija f je definisana i s leve i s
desne strane −2, pa posmatramo i levi i desni limes. Kako je

lim
x→−2−

f(x) = lim
x→−2−

(x− 1)3

(x+ 2)2
=, ,
−27

0+
” = −∞,

lim
x→−2+

f(x) = lim
x→−2+

(x− 1)3

(x+ 2)2
=, ,
−27

0+
” = −∞,

dobijamo da je x = −2 vertikalna asimptota s obe strane.

horizontalne: Kako je

lim
x→−∞

f(x) = lim
x→−∞

(x− 1)3

(x+ 2)2
= −∞,

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

(x− 1)3

(x+ 2)2
= +∞,

(16)

dobijamo da f nema horizontalne asimptote.

kose: Za kose �emo posmatrati limese i u −∞ i u +∞. Kako je

k = lim
x→−∞

f(x)

x
= lim

x→−∞

(x− 1)3

x(x+ 2)2
= 1,

n = lim
x→−∞

(
(x− 1)3

(x+ 2)2
− 1 · x

)
= lim

x→−∞

(x− 1)3 − x(x+ 2)2

(x+ 2)2

= lim
x→−∞

x3 − 3x2 + 3x− 1− x3 − 4x2 − 4x

x2 + 4x+ 4
= −7,

dobijamo da je y = x− 7 kosa asimptota kad x→ −∞. Analogno

k = lim
x→+∞

f(x)

x
= 1, n = lim

x→+∞
(f(x)− x) = −7,

pa je y = x− 7 kosa asimptota i kad x→ +∞.

(4) Monotonost i ekstremne taqke:

f ′(x) =
3(x− 1)2(x+ 2)2 − 2(x− 1)3(x+ 2)

(x+ 2)4

=
(x+ 2)(x− 1)2(3(x+ 2)− 2(x− 1))

(x+ 2)4
=

(x− 1)2(x+ 8)

(x+ 2)3
,

pa je f ′(x) = 0 akko x = −8 ili x = 1. Posmatraju�i znak prvog izvoda
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(−∞,−8) (−8,−2) (−2, 1) (1,+∞)

x+ 8 − + + +

(x+ 2)3 − − + +

f ′(x) + − + +

f(x) ↗ ↘ ↗ ↗

dobijamo da f raste na (−∞,−8)∪ (−2,+∞), f opada na (−8,−2), u taqki x = −8
dosti�e lokalni maksimum dok x = 1 nije ekstremna taqka.

(5) Konveksnost i prevojne taqke:

f ′′(x) =
(2(x− 1)(x+ 8) + (x− 1)2)(x+ 2)3 − (x− 1)2(x+ 8)3(x+ 2)2

(x+ 2)6

=
(x− 1)((3x+ 15)(x+ 2)− (3x+ 24)(x− 1))

(x+ 2)4

=
(x− 1)(3x2 + 21x+ 30− 3x2 − 21x+ 24)

(x+ 2)4
=

54(x− 1)

(x+ 2)4
,

pa je f ′′(x) = 0 akko x = 1. Posmatraju�i znak drugog izvoda

(−∞,−2) (−2, 1) (1,+∞)

x− 1 − − +

f ′′(x) − − +

f(x) ∩ ∩ ∪

dobijamo da je f konveksna na (1,+∞), konkavna na (−∞,−2) ∪ (−2, 1) i x = 1 je
prevojna taqka.

Na osnovu svega ovoga dobijamo da je grafik funkcije f(x) = (x−1)3

(x+2)2
dat sa
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9 Neodre�eni integrali

Definicija 9.1 Funkcija F (x) za koju va�i F ′(x) = f(x) zove se primitivna funkcija
funkcije f(x). Sa

∫
f(x)dx oznaqavamo skup svih primitivnih funkcija funkcije f

i zovemo ga neodre�eni integral funkcije f . Dakle,∫
f(x)dx = {F (x) + C | C ∈ R} = (ili kra�e pixemo) = F (x) + C.

1. Osnovna svojstva

(a) d
(∫
f(x) dx

)
= f(x) dx

(b)
∫
df(x) = f(x) + C

(v)
∫
λf(x) dx = λ

∫
f(x) dx, λ ∈ R/ {0}

(g)
∫

(f(x) + g(x)) dx =
∫
f(x) dx+

∫
g(x) dx

2. Tablica osnovnih integrala

(a)
∫
xn dx =

xn+1

n+ 1
+ C, n 6= −1 (e)

∫
dx

cos2 x
= tg x+ C

(b)
∫
dx

x
= ln |c|+ C (�)

∫
dx

sin2 x
= −ctg x+ C

(v)
∫
ax dx =

ax

ln a
+ C, a > 0, a 6= 1 (z)

∫
dx√

1− x2
= arcsinx+ C

(g)
∫
ex dx = ex + C (i)

∫
dx

1 + x2
= arctg x+ C

(d)
∫

sinx dx = − cosx+ C (j)
∫

dx

x2 − 1
=

1

2
ln

∣∣∣∣x− 1

x+ 1

∣∣∣∣+ C

(�)
∫

cosx dx = sinx+ C (k)
∫

dx√
x2 ± 1

= ln
∣∣∣x+

√
x2 ± 1

∣∣∣+ C

Primeri:

1)
∫

(
√
x+ 1)(x−

√
x+ 1) dx =

∫ (√
x3 + 1

)
dx =

∫
x3/2 dx+

∫
dx = 2

5x
5/2 + x+ C

2)
∫

(6x2 + 8x+ 3) dx = 6
∫
x2 dx+ 8

∫
x dx+ 3

∫
dx = 2x3 + 4x2 + 3x+ C

3. Smena promenǉivih

Ako je
∫
f(x) dx = F (x) + C, x ∈ X i x = ϕ(t) ⇒ dx = ϕ′(t)dt, gde je ϕ : Y → R

neprekidna i diferencijabilna funkcija, tada je∫
f(ϕ(t)) · ϕ′(t) dt = F (ϕ(t)) + C.

Specijalno,∫
f(ax+ b) dx =


smena:

ax+ b = t
adx = dt

 =

∫
f(t)

a
dt =

1

a
F (t) + C =

1

a
F (ax+ b) + C.

U slede�im primerima svuda imamo linearnu smenu prethodnog oblika kojom
�emo do�i do tabliqnog integrala pa se svuda primeǌuje isti postupak.
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Primeri:

1)
∫

dx
x−a = ln |x− a|+ C

2)
∫

dx
(x−a)n = (x−a)1−n

1−n + C

3)
∫

dx√
a2−x2 = 1

a

∫
dx√

1−(xa)
2

= arcsin x
a + C

4)
∫

dx√
x2±a2 = 1

a

∫
dx√

(xa)
2±1

= ln
∣∣∣x+

√(
x
a

)
± 1
∣∣∣+ C

5)
∫

dx
a2+x2

= 1
a2

∫
dx

1+(xa)
2 = 1

a arctan x
a + C

6)
∫

dx
x2−a2 = 1

a2

∫
dx

(xa)
2−1

= 1
2a ln

∣∣∣x−ax+a

∣∣∣+ C

4. Parcijalna integracija

Ako su u i v diferencijabilne funkcije, tada va�i∫
u dv = uv −

∫
v du

Primeri:

1) Kada imamo ln uglavnom uvek to uzimamo za u a sve ostalo ide u dv:∫
xlnx dx =

{
u = lnx ⇒ du = 1

x dx

dv = x dx ⇒ v = x2

2

}
=
x2

2
lnx− 1

2

∫
x dx =

x2

2
lnx− x2

4
+ C

2) Kada imamo polinom puta sin ili cos, za u uzimamo taj polinom jer se
diferenciraǌem smaǌuje stepen polinoma pa �e taj polinom nestati nakon
parcijalnih integracija, a za dv uzimamo to ostalo jer svakako znamo da
integralimo sin ili cos:∫

xsinx dx =

{
u = x ⇒ du = dx

dv = sinx dx ⇒ v = − cosx

}
= −x cosx+

∫
cosx dx = −x cosx+ sinx+ C

3) Ovo je integral kru�nog tipa jer se nakon dve ponovǉene parcijalne in-
tegracije vra�amo na poqetni integral. Ovde je svejedno xta �emo uzeti
za u a xta za dv, ali je bitno da se i kod druge primene parcijalne inte-
gracije pridr�avamo istog odabira jer bi nam se inaqe sve pokratilo:

I =

∫
excosx dx =

{
u = cosx ⇒ du = − sinx dx

dv = ex dx ⇒ v = ex

}
= ex cosx+

∫
ex sinx dx =

{
u = sinx ⇒ du = cosx dx
dv = ex dx ⇒ v = ex

}
= ex cosx+ ex sinx−

∫
ex cosx dx = ex(cosx+ sinx)− I

⇒ 2I = ex(cosx+ sinx) ⇒ I =
ex

2
(cosx+ sinx) + C
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4) Ovde mo�emo izraqunati I1 metodom smene promenǉivih, a za n ≥ 1 �emo
dobiti rekurentnu vezu integrala:

I1 =
1

a
arctan

x

a
+ C

In =

∫
dx

(x2 + a2)n
=

{
u = 1

(x2+a2)n
⇒ du = −2nx

(x2+a2)n+1 dx

dv = dx ⇒ v = x

}

=
x

(x2 + a2)n
+ 2n

∫
x2

(x2 + a2)n+1 dx

=
x

(x2 + a2)n
+ 2n

∫
dx

(x2 + a2)n
− 2na2

∫
dx

(x2 + a2)n+1

=
x

(x2 + a2)n
+ 2nIn − 2na2In+1

⇒ In+1 =
1

2na2

x

(x2 + a2)n
+

2n− 1

2na2
In, n ≥ 1.

5. Integracija racionalnih funkcija
∫
R(x)dx

Neka je R(x) = P (x)
Q(x) = T (x) + r(x)

Q(x) , gde su P,Q, T, r polinomi i deg r < degQ

(stepen polinoma r je strogo maǌi od stepena polinoma Q). Ako je degQ = n,
onda Q ima taqno n-nula (prostih ili vixestrukih, realnih ili kompleksnih)
pa ga mo�emo rastaviti na proste faktore u obliku

Q(x) = λ(x−a1)k1(x−a2)k2 . . . (x−ap)kp(x2+b1x+c1)l1(x2+b2x+c2)l2 . . . (x2+bqx+cq)
lq ,

gde je k1 + k2 + . . .+ kp + 2(l1 + l2 + . . .+ lq) = n.

Proste racionalne funkcije su funkcije oblika R1(x) = A
(x−a)k

ili R2(x) =

Bx+C
(x2+bx+c)l

, i pri navedenim uslovima funkciju r(x)
Q(x) mo�emo rastaviti na sumu

prostih racionalnih funkcija na slede�i naqin:

r(x)

Q(x)
=

(
A11

x− a1
+

A12

(x− a1)2
+ . . .+

A1k1

(x− a1)k1

)
+ . . .

+

(
Ap1
x− ap

+
Ap2

(x− ap)2
+ . . .+

Apkp
(x− ap)kp

)
+

(
B11x+ C11

x2 + b1x+ c1
+ . . .+

B1l1x+ C1l1

(x2 + b1x+ c1)l1

)
+ . . .

+

(
Bq1x+ Cq1
x2 + bqx+ cq

+ . . .+
Bqlqx+ Cqlq

(x2 + bqx+ cq)lq

)
.

Dakle, ukoliko u imeniocu imamo qlan (x−a)k (polinom prvog stepena na k > 0),
za brojilac �emo uzeti neku konstantu A (polinom nultog stepena) a ukoliko
je u imeniocu qlan oblika (x2 + bx + c)l (polinom drugog stepena na l > 0) za
imenilac uzimamo Bx+C (polinom prvog stepena). Kako integral prolazi kroz
sumu i kako nije texko izraqunati integrale prostih racionalnih funkcija,
kada smo R(x) rastavili na ovaj naqin uz malo raquna lako mo�emo izraqunati∫
R(x)dx. Iako ovaj opxti sluqaj na prvi pogled izgleda zastraxuju�e, inte-

gral ovog tipa se raquna xablonski i popriliqno jednostavno. Zbog toga �e
nam ciǉ kod svih narednih tipova integrala biti da ih svedemo na integral
racionalne funkcije.
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Primeri:

1)
∫

x3+1
x3−5x2+6x

dx =
∫
x3−5x2+6x+5x2−6x+1

x3−5x2+6x
dx =

∫ (
1 + 5x2−6x+1

x3−5x2+6x

)
dx

Sada 5x2−6x+1
x3−5x2+6x

treba napisati kao sumu prostih racionalnih funkcija,
a za to nam je pre svega potrebno da x3 − 5x2 + 6x rastavimo na proste
faktore. Kako je x3− 5x2 + 6x = x(x− 2)(x− 3), na osnovu prethodnog znamo
da 5x2−6x+1

x3−5x2+6x
mo�emo rastaviti na slede�i naqin:

5x2 − 6x+ 1

x3 − 5x2 + 6x
=

5x2 − 6x+ 1

x(x− 2)(x− 3)
=
A

x
+

B

x− 2
+

C

x− 3
,

gde su A, B, C ∈ R brojevi koje treba odrediti. Kada ovo sa desne strane
dovedemo na zajedniqki imenilac, dobijamo

5x2 − 6x+ 1

x3 − 5x2 + 6x
=
A(x2 − 5x+ 6) +B(x2 − 3x) + C(x2 − 2x)

x(x− 2)(x− 3)

=
(A+B + C)x2 + (−5A− 3B − 2C)x+ 6A

x3 − 5x2 + 6x

Izjednaqavaǌem koeficijenata uz 1, x, x2 u brojiocima s leve i desne
strane dobijamo

A + B + C = 5
5A+ 3B + 2C = 6
6A = 1

⇒ A =
1

6
, B = −9

2
, C =

28

3
.

Sada imamo da je∫
x3 + 1

x3 − 5x2 + 6x
dx =

∫ (
1 +

1

6x
− 9

2(x− 2)
+

28

3(x− 3)

)
dx

= x+
1

6
ln |x| − 9

2
ln |x− 2|+ 28

3
ln |x− 3|+ C.

2)
∫

x

x3 − 3x+ 2
dx

Ponavǉamo isti postupak kao u prethodnom primeru:

x

x3 − 3x+ 2
=

x

(x− 1)2(x+ 2)
=

A

x− 1
+

B

(x− 1)2
+

C

x+ 2

=
A(x2 + x− 2) +B(x+ 2) + C(x2 − 2x+ 1)

(x− 1)2(x+ 2))

=
(A+ C)x2 + (A+B − 2C)x+ (−2A+ 2B + C)

x3 − 3x+ 2

Izjednaqavaǌem koeficijenata u imeniocima dobijamo

A+ C = 0
A+ B − 2C = 1
−2A+ 2B + C = 0

⇒ A =
2

9
, B =

1

3
, C = −2

9
.

Sada imamo da je∫
x

x3 − 3x+ 2
dx =

2

9

∫
dx

x− 1
+

1

3

∫
dx

(x− 1)2
− 2

9

∫
dx

x+ 2

=
2

9
ln |x− 1| − 1

3(x− 1)
− 2

9
ln |x+ 2|+ C.

— 56 —



Matematika 1 - zadaci �or�e Koci�

3)
∫

dx

x3 + 1
Ponavǉaǌem istog postupka dobijamo

1

x3 + 1
=

A

x+ 1
+

Bx+ C

x2 − x+ 1
=

(A+B)x2 + (−A+B + C)x+ (A+ C)

x3 + 1

⇒ A =
1

3
, B = −1

3
, C =

2

3
,

pa je∫
dx

x3 + 1
=

1

3

∫
dx

x+ 1
− 1

3

∫
x− 2

x2 − x+ 1
dx

=
1

3

∫
dx

x+ 1
− 1

6

∫
2x− 1

x2 − x+ 1
dx+

1

3

∫ 3
2dx

x2 − x+ 1

=
1

3

∫
dx

x+ 1
− 1

6

∫
2x− 1

x2 − x+ 1
dx+

1

2

∫
dx(

x− 1
2

)2
+ 3

4

=
1

3


smena:
x+ 1 = t
dx = dt

− 1

6


smena:

x2 − x+ 1 = p
(2x− 1)dx = dp

+
1

2


smena:
x− 1

2 = q
dx = dq


=

1

3
ln |x+ 1| − 1

6
ln
∣∣x2 − x+ 1

∣∣+
1√
3

arctan
2x− 1√

3
+ C

6. Integrali oblika Imn =
∫

sinm x cosn x dx, m,n ∈ N

1) Ako je m = 2k + 1, k ≥ 0 :

Imn =

∫
sin2k x · cosn x · sinx dx =

∫
(1− cos2 x)k · cosn x · sinxdx

=


smena:

cosx = t
− sinxdx = dt

 = −
∫

(1− t2)ktndt = ...

Analogno za n = 2k + 1, k ≥ 0 :

Imn =

∫
sinm x · cos2k x · cosx dx =

∫
sinm x · (1− sin2 x)k · cosxdx

=


smena:
sinx = t

cosxdx = dt

 =

∫
tm(1− t2)kdt = ...

Primer:

∫
sin10 x cos3 x dx =

∫
sin10 x(1− sin2 x) cosxdx =


smena:
sinx = t

cosxdx = dt


=

∫
t10(1− t2)dt =

∫
t10dt−

∫
t12dt =

t11

11
− t13

13
+ C =

sin11 x

11
− sin13 x

13
+ C
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2) m = 2k, n = 2l
Transformacije:

sin2 x =
1− cos 2x

2
, cos2 x =

1 + cos 2x

2
, sinx cosx =

1

2
sin 2x

Primer:∫
sin4 x cos2 x dx =

∫
(cosx sinx)2 sin2 x dx =

∫
1

4
sin2 2x · 1− cos 2x

2
dx

=
1

8

∫
(sin2 2x− sin2 2x cos 2x) dx =

1

8

∫ (
1− cos 4x

2
− sin2 2x cos 2x

)
dx

=
1

16

∫
dx− 1

16

∫
cos 4x dx− 1

8

∫
sin2 2x cos 2x dx

=
1

16
x− 1

64
sin 4x− 1

48
sin3 2x+ C

7. Integrali oblika
∫
R(sinx, cosx) dx, R = R(u, v) racionalna funkcija

1) Ako je R(− sinx, cosx) = −R(sinx, cosx) ⇒ smena: t = cosx
Primer:∫

dx

sinx
=

∫
sinx

1− cos2 x
dx =

∫
−dt

1− t2
=

1

2
ln

∣∣∣∣ t− 1

t+ 1

∣∣∣∣+ C =
1

2
ln

∣∣∣∣cosx− 1

cosx+ 1

∣∣∣∣+ C

2) Ako je R(sinx,− cosx) = −R(sinx, cosx) ⇒ smena: t = sinx
Primer: ∫

cosx

sin4 x
dx =

∫
dt

t4
= −1

3
t−3 + C = − 1

3 sin3 x
+ C

3) Ako je R(− sinx,− cosx) = R(sinx, cosx) ⇒ smena: t = tgx, x ∈
(
−π

2 ,
π
2

)
.

Pri ovoj smeni je sinx = t√
1+t2

, cosx = 1√
1+t2

, dx = dt
1+t2

Primer:∫
dx

sin4 x cos2 x
=

∫ 1
1+t2

dt

t4

(1+t2)2
· 1

1+t2

=

∫
(1 + t2)2

t4
dt =

∫ (
t−4 + 2t−2 + 1

)
dt

= −1

3
t−3 − 2t−1 + t+ C = − 1

3tg3x
− 2

tgx
+ tgx+ C

4) Ukoliko ne va�i nixta od prethodnih sluqajeva, imamo opxtu smenu
t = tgx2 , x ∈ (−π, π). Tada je dx = 2 dt

1+t2
, sinx = 2t

1+t2
, cosx = 1−t2

1+t2

Primer: ∫
dx

1 + sinx+ cosx
=

∫ 2
1+t2

dt

1 + 2t
1+t2

+ 1−t2
1+t2

=

∫ 2
1+t2

dt

1+t2+2t+1−t2
1+t2

=

∫
dt

t+ 1
= ln |t+ 1|+ C = ln

∣∣∣tgx
2

+ 1
∣∣∣+ C
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8. Integrali oblika
∫
R

(
x,
(
αx+β
γx+δ

)p1/n1

, . . . ,
(
αx+β
γx+δ

)pk/nk)
dx

Smena: αx+β
γx+δ = tn, n = NZS(n1, n2, . . . , nk) ⇒ x = δtn−β

α−γtn
Primer:∫

dx√
2x− 1− 4

√
2x− 1{

α = 2, β = −1, γ = 0, δ = 1, p1 = p2 = 1, n1 = 2, n2 = 4 ⇒ smena t = 4
√

2x− 1
}∫

dx√
2x− 1− 4

√
2x− 1

=

∫
2t3

t2 − t
dt = 2

∫
t2

t− 1
dt = 2

∫ (
t+ 1 +

1

t− 1

)
dt

= t2 + 2t+ 2 ln |t− 1|+ C =
√

2x− 1 + 2 4
√

2x− 1 + ln
∣∣ 4
√

2x− 1− 1
∣∣+ C

Naredna dva tipa integrala ne radimo na ve�bama iz Matematike 1 i nije po-
trebno da ih uqite za ispit, ali qisto da znate da postoji i to, ako vam zatreba
nekada.

9. Integrali binomnih diferencijala Imnp =
∫
xm (a+ bxn)p dx, m,n, p ∈ Q

1) Ako p ∈ Z⇒ smena x = tλ, gde je λ najmaǌi zajedniqki sadr�alac imenilaca
brojeva m i n
Primer:∫ √

x(1 + 3
√
x)−1 dx =

∫
x

1
2

(
1 + x

1
3

)−1
dx{

m =
1

2
, n =

1

3
, p = −1 ∈ Z, λ = NZS(2, 3) = 6 ⇒ smena: x = t6, dx = 6t5dt

}
∫ √

x(1 + 3
√
x)−1 dx =

∫
t3(1 + t2)−1 · 6t5 dt = 6

∫
t8

1 + t2
dt

= 6

∫ (
t6 − t4 + t2 − 1 +

1

1 + t2

)
dt =

6

7
t7 − 6

5
t5 + 2t3 − 6t+ 6arctg t+ C

=
6

7
x

7
6 − 6

5
x

5
6 + 2x

1
2 − 6x

1
6 + 6arctg x

1
6 + C

2) Ako m+1
n ∈ Z ⇒ smena x =

(
tν−a
b

) 1
n , ν - imenilac broja p

Primer:∫
x√

1 +
3
√
x2

dx =

∫
x
(

1 + x
2
3

)− 1
2
dx{

m = 1, n =
2

3
, p = −1

2
,
m+ 1

n
= 3 ∈ Z, ν = 2 ⇒ smena : x = (t2 − 1)

3
2

}
∫

x√
1 +

3
√
x2

dx =

∫
(t2 − 1)

3
2

t
· 3t(t2 − 1)

1
2 dt = 3

∫
(t2 − 1)2 dt

=
3

5
t5 − 2t3 + 3t+ C =

3

5
(x

2
3 + 1)

5
2 − 2(x

2
3 + 1)

3
2 + 3(x

2
3 + 1)

1
2 + C

3) m+1
n + p ∈ Z ⇒ smena x =

(
a

tν−b

) 1
n
, ν - imenilac broja p

— 59 —



Matematika 1 - zadaci �or�e Koci�

Primer:∫
3
√

3x− x3 dx =

∫
x

1
3 (3− x2)

1
3{

m =
1

3
, n = 2, p =

1

3
,
m+ 1

n
+ p = 1 ∈ Z, ν = 3 ⇒ smena: x =

(
3

t3 + 1

) 1
2

}
∫

3
√

3x− x3 dx =

∫ (
3

t3 + 1

) 1
6
(

3− 3

t3 + 1

) 1
3

· −3
√

3

2

t2

(t3 + 1)
3
2

dt

= −9

2

∫
t3

(t3 + 1)2
dt = ...(integral racionalne funkcije) . . .

10. Integrali oblika
∫
R(x,

√
ax2 + bx+ c) dx – Ojlerove smene

R = R(u, v) racionalna funkcija, ax2 + bx+ c = 0 nema dvostruko rexeǌe

1) I Ojlerova smena
Ukoliko je a > 0, uzimamo smenu

√
ax2 + bx+ c = t±

√
ax

Primer:

∫
dx

x+
√
x2 + x+ 1

=


a = 1 > 0⇒ smena:

√
x2 + x+ 1 = t− x

x2 + x+ 1 = t2 − 2tx+ x2 ⇒ x = t2−1
1+2t

dx = 2t(1+2t)−(t2−1)2
(1+2t)2

dt = 2(t2+t+1)
(1+2t)2

dt


=

∫
2t2 + 2t+ 2

t(1 + 2t)2
dt =

∫ (
2

t
− 3

1 + 2t
− 3

(1 + 2t)2

)
dt

= 2 ln |t| − 3

2
ln |1 + 2t|+ 3

2(1 + 2t)
+ C =

3

2(1 + 2t)
+

1

2
ln

t4

|1 + 2t|3
+ C

=
3

2(1 + 2x+ 2
√
x2 + x+ 1)

+
1

2
ln

(x+
√
x2 + x+ 1)4

|1 + 2x+ 2
√
x2 + x+ 1|3

+ C

2) II Ojlerova smena
Ukoliko je c > 0, uzimamo smenu

√
ax2 + bx+ c = xt±

√
c

Primer:

∫
dx

1 +
√

1− 2x− x2
=


c = 1 > 0⇒ smena:

√
1− 2x− x2 = tx− 1

1− 2x− x2 = t2x2 − 2tx+ 1 ⇒ x = 2t−2
1+t2

dx = 2(1+t2)−(2t−2)2t
(1+t2)2

dt = −2t2+4t+2
(1+t2)2

dt


=

∫ −2t2+4t+2
(1+t2)2

2t−2
1+t2

t
dt =

∫
−t2 + 2t+ 1

t(t− 1)(1 + t2)
dt = ...racionalna funkcija...

= −
∫
dt

t
+

∫
dt

t− 1
+ 2

∫
dt

1 + t2
= ln

∣∣∣∣ t− 1

t

∣∣∣∣+ 2arctg t+ C

= ln

∣∣∣∣∣1 +
√

1− 2x− x2 − x
1 +
√

1− 2x− x2

∣∣∣∣∣+ 2arctg
1 +
√

1− 2x− x2

x
+ C

3) III Ojlerova smena
Ukoliko je ax2 + bx+ c = a(x− λ)(x− µ), λ 6= µ, λ, µ ∈ R,
uzimamo smenu

√
ax2 + bx+ c = t(x− λ) ∨ t(x− µ)
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Primer:

∫ √
2x− x2 dx =


2x− x2 = x(2− x)⇒ smena:

√
2x− x2 = tx

2x− x2 = t2x2 ⇒ x = 2
1+t2

dx = −4t
(1+t2)2

dt


=

∫
t

2

1 + t2
−4t

(1 + t2)2
dt = ...racionalna funkcija...

Sada �emo uraditi par zadataka sa ispita:

Zadatak 9.1 (Sep-3, 2018) Izraqunati
∫ 3

√
x+ 2

x− 3 3
√
x+ 2

dx.

Rexeǌe: Ovo je integral iz tipa 8., pa znamo koju smenu uzimamo:

I =

∫ 3
√
x+ 2

x− 3 3
√
x+ 2

dx =


smena:

3
√
x+ 2 = t ⇒ x = t3 − 2

dx = 3t2dt

 =

∫
t

t3 − 2− 3t
· 3t2dt

= 3

∫
t3 − 3t− 2 + 3t+ 2

t3 − 3t− 2
dt = 3

∫ (
1 +

3t+ 2

t3 − 3t− 2

)
dt

Dobili smo integral racionalne funkcije i ponavǉamo poznate korake od ranije:

3t+ 2

t3 − 3t− 2
=

3t+ 2

(t− 2)(t+ 1)3
=

A

t− 2
+

B

t+ 1
+

C

(t+ 1)2

=
A(t2 + 2t+ 1) +B(t2 − t− 2) + C(t− 2)

(t− 2)(t+ 1)2

=
(A+B)t2 + (2A−B + C)t+ (A− 2B − 2C)

(t− 2)(t+ 1)2

Izjednaqavaǌem koeficijenata levo i desno dobijamo:

A+B = 0

2A−B + C = 3 ⇒ A =
8

9
, B = −8

9
, C =

1

3
,

A− 2B − 2C = 2

pa je

I = 3

(∫
1dt+

8

9

∫
dt

t− 2
− 8

9

∫
dt

t+ 1
+

1

3

∫
dt

(t+ 1)2

)
= 3t+

8

3
ln |t− 2| − 8

3
ln |t+ 1| − 1

t+ 1
+ C

= 3 3
√
x+ 2 +

8

3
ln | 3
√
x+ 2− 2| − 8

3
ln | 3
√
x+ 2 + 1| − 1

3
√
x+ 2 + 1

+ C.

Zadatak 9.2 (Jul, 2018) Izraqunati
∫

sin 2x+ cosx

sin2 x+ 1
dx.
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Rexeǌe:∫
sin 2x+ cosx

sin2 x+ 1
dx =

∫
2 sinx+ 1

sin2 x+ 1
cosxdx =


7.2) ⇒ smena:

sinx = t
cosxdx = dt

 =

∫
2t+ 1

t2 + 1
dt

=

∫
2t

1 + t2
dt+

∫
dt

1 + t2
= ln(1 + t2) + arctg t+ C = ln(1 + sin2 x) + arctg(sinx) + C.

Zadatak 9.3 (Jun, 2018) Izraqunati
∫

sinx

cosx
√

1 + sin2 x
dx.

Rexeǌe:∫
sinx

cosx
√

1 + sin2 x
dx =


7.1) ⇒ smena:

cosx = t ⇒ sin2 x = 1− t2
− sinxdx = dt

 =

∫
−dt

t
√

2− t2
dt

=

∫
−tdt

t2
√

2− t2
=


smena:

2− t2 = u2

−2tdt = 2udu

 =

∫
udu

(2− u2)u
=

∫
du

2− u2

=
1

2
√

2
ln

∣∣∣∣∣
√

2 + u√
2− u

∣∣∣∣∣+ C =
1

2
√

2
ln

∣∣∣∣∣
√

2 +
√

2− t2√
2−
√

2− t2

∣∣∣∣∣+ C =
1

2
√

2
ln

∣∣∣∣∣
√

2 +
√

1 + sin2 x
√

2−
√

1 + sin2 x

∣∣∣∣∣+ C

Zadatak 9.4 (Sep-2, 2018) Izraqunati
∫

(x2 + 3x− 4) sin 2xdx.

Rexeǌe:∫
(x2 + 3x− 4) sin 2xdx =

{
u = x2 + 3x− 4 ⇒ du = (2x+ 3)dx
dv = sin 2x dx ⇒ v = −1

2 cos 2x

}
= −1

2
(x2 + 3x− 4) cos 2x+

1

2

∫
(2x+ 3) cos 2xdx =

{
u = 2x+ 3 ⇒ du = 2dx

dv = cos 2x dx ⇒ v = 1
2 sin 2x

}
= −1

2
(x2 + 3x− 4) cos 2x+

1

2

(
1

2
(2x+ 3) sin 2x−

∫
sin 2xdx

)
= −1

2
(x2 + 3x− 4) cos 2x+

1

4
(2x+ 3) sin 2x+

1

4
cos 2x+ C

=
(−2x2 − 6x+ 9) cos 2x+ (2x+ 3) sin 2x

4
+ C.
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10 Odre�eni integrali

Posmatra�emo problem odre�ivaǌa povrxine P lika u ravni ograniqenog grafikom
pozitivne funkcije f , x-osom i pravama x = a i x = b (a < b). Podeli�emo interval
[a, b] na n jednakih delova, gde je n prirodan broj (na slici imamo n = 5). Oznaqimo
x0 = a, x1 = a+ b−a

n , x2 = a+ 2 b−an ,..., xn = b.

Podruqju qiju povrxinu �elimo da odredimo upisujemo i opisujemo pravougaonike
kao na slici.

Posmatrajmo prvo ,,upisane” pravougaonike: osnovna stranica svih takvih pravo-
ugaonika je ∆n = b−a

n , dok druga stranica redom iznosi f(c1), f(c2), ..., f(cn), za
neke ci ∈ [xi−1, xi], i ∈ {1, 2, ..., n}. Ako sa sn oznaqimo sumu povrxina svih takvih

pravougaonika, oqigledno je sn =
n∑
k=1

f(ck) ·∆n.

Sliqno mo�emo posmatrati ,,opisane” pravougaonike: osnovna stranica svih
takvih pravougaonika je tako�e ∆n = b−a

n , dok druga stranica redom iznosi f(C1),
f(C2), ..., f(Cn), za neke Ci ∈ [xi−1, xi], i ∈ {1, 2, ..., n}. Ako sa Sn oznaqimo sumu

povrxina svih takvih pravougaonika, oqigledno je Sn =

n∑
k=1

f(Ck) ·∆n.

Oqigledno je da va�i
sn ≤ P ≤ Sn.

Sada je ideja da vidimo xta se dexava kada pove�avamo broj delova (ne mora
podudarnih) na koje delimo interval [a, b], tj. kad n→ +∞. Vidimo da bi prirodno
bilo da u tom sluqaju va�i

lim
n→+∞

sn = P = lim
n→+∞

Sn.

Me�utim, ovo ne mora da va�i uvek. Za funkciju f posmatranu na [a, b] za koju ovo
va�i ka�emo da je integrabilna na intervalu [a, b]

Definicija 10.1 Odre�eni integral integrabilne funkcije f na intervalu [a, b]

oznaqavamo sa
∫ b
a f(x)dx i definixemo ga sa∫ b

a
f(x)dx = lim

max∆xi→0

n∑
i=1

f(x∗i ) ·∆xi,

gde je max∆xi najve�a du�ina svih podintervala proizvoǉno uzete podele [a, b], a x∗i
proizvoǉna taqka iz [xi−1, xi], i ∈ {1, 2, ..., n}.
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1. Osnovna svojstva

(a)
∫ a

a
f(x)dx = 0;

(b)
∫ b

a
f(x)dx = −

∫ a

b
f(x)dx;

(v)
∫ b

a
αf(x)dx = α

∫ b

a
f(x)dx, α ∈ R;

(g)
∫ b

a
[f(x)± g(x)]dx =

∫ b

a
f(x)dx±

∫ b

a
g(x)dx;

(d)
∫ b

a
f(x)dx =

∫ c

a
f(x)dx+

∫ b

c
f(x)dx, ∀c ∈ [a, b];

(�)
∫ b

a
f(x)dx ≥ 0 ako je f(x) ≥ 0 za sve x ∈ [a, b];

(e)
∫ a

−a
f(x)dx = 2

∫ a

0
f(x)dx ako je f parna funkcija;

(�)
∫ a

−a
f(x)dx = 0 ako je f neparna funkcija;

(z)
∫ a+T

a
f(x)dx =

∫ T

0
f(x)dx ako je f periodiqna funkcija sa periodom T .

2. ǋutn-Lajbnicova formula

Teorema 10.1 Ako je f integrabilna na intervalu [a, b] i ima na tom intervalu
primitivnu funkciju F (funkciju za koju je F ′(x) = f(x)), onda va�i∫ b

a
f(x)dx = F (x)|ba = F (b)− F (a).

3. Smena promenǉivih

Teorema 10.2 Za neprekidnu funkciju f na intervalu [a, b] i diferencijabilnu
funkciju ϕ : [α, β]→ [a, b] takvu da je ϕ′ neprekidna i ϕ(α) = a i ϕ(β) = b va�i∫ b

a
f(x)dx =

∫ β

α
f(ϕ(t)) · ϕ′(t)dt.

4. Parcijalna integracija
Ako su u i v diferencijabilne funkcije, tada va�i∫ b

a
udv = uv|ba −

∫ b

a
vdu.
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5. Primena odre�enog integrala

(a) Raqunaǌe povrxine lika u ravni
Posmatramo u ravni neki lik koji je ograniqen krivama y = f(x) i y = g(x)
i pravama x = a i x = b i �elimo da izraqunamo ǌegovu povrxinu.

Sa slike vidimo da tu povrxinu dobijamo kada od povrxine lika ogra-
niqenog sa x = a, x = b i y = f(x) oduzmemo povrxinu lika ograniqenog
sa x = a, x = b i y = f(x), pa na osnovu definicije odre�enog integrala
dobijamo

P =

∫ b

a
f(x)dx−

∫ b

a
g(x)dx =

∫ b

a
(f(x)− g(x)) dx. (17)

Formula (17) va�i i kada nije f(x) ≥ 0 i g(x) ≥ 0 za sve x ∈ [a, b], ali
pod uslovom da je f(x) − g(x) ≥ 0, tj. da je grafik funkcije f(x) ,,iznad”
grafika funkcije g(x) na [a, b].

(b) Raqunaǌe zapremine rotacionih tela u prostoru

Zapremina tela koje nastaje
rotacijom oko x-ose krive
y = f(x) na intervalu [a, b]
raquna se pomo�u formule

Vx = π

∫ b

a
f(x)2dx.

Zapremina tela koje nastaje
rotacijom oko y-ose krive
y = f(x) za x ∈ [a, b] raquna se
tako xto izrazimo x preko
y, tj. x = g(y) za y ∈ [c, d] i
primenimo formulu

Vy = π

∫ d

c
g(y)2dy.
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(v) Raqunaǌe du�ine luka krive

Du�ina luka l krive y = f(x)
na intervalu [a, b], tj. izme�u
taqaka A(a, f(a)) i B(b, f(b)) se
raquna pomo�u formule

l =

∫ b

a

√
1 + f ′(x)2dx.

Sada �emo videti kako ovo izgleda na konkretnim primerima:

Zadatak 10.1 (2.kol, 2018.) Izraqunati povrxinu lika u ravni ograniqenog krivama
y2 = 9− 3x, y = −1

2x+ 3 i y = 0.

Rexeǌe: Kod ovih zadataka je dosta bitno skicirati krive kako bismo videli na
koji naqin �emo raqunati povrxinu.

Oznaqimo:
P : y2 = 9− 3x
p : y = −1

2x+ 3
q : y = 0
Tada je:
P ∩ q = A(3, 0)
p ∩ q = B(6, 0)
P ∩ p = C(0, 3)

Povrxinu P mo�emo
raqunati na dva
naqina.

I naqin - integralimo po x:
Ako posmatramo po x-osi, vidimo da se tra�ena povrxina P za x ∈ [0, 3] nalazi
ispod prave p i iznad parabole P, dok se za x ∈ [3, 6] nalazi ispod prave p i
iznad prave q. Dakle, mora�emo da razdvojimo na dva integrala, tj. P = P1+P2.
Kako nama za raqunaǌe povrxine u ovom sluqaju treba y = f(x), mora�emo da
parabolu ,,razdvojimo” na dve grane y =

√
9− 3x i y = −

√
9− 3x. Nama �e

konkretno za P1 trebati grana y =
√

9− 3x (y > 0 na ovom delu koji nam treba
pa je zato to grana sa predznakom +). Dakle,

P1 =

∫ 3

0

(
(−1

2
x+ 3)−

√
9− 3x

)
dx = −x

2

4

∣∣∣∣3
0

+ 3x|30 +
2

9
(9− 3x)

3
2

∣∣∣∣3
0

= −
(

32

4
− 0

)
+ (3 · 3− 3 · 0) +

2

9

(
0− 9

3
2

)
= −9

4
+ 9− 2

9
· 27 =

3

4
,
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P2 =

∫ 6

3

(
(−1

2
x+ 3)− 0

)
dx = −x

2

4

∣∣∣∣6
3

+ 3x|63 = −(
36

4
− 9

4
) + 3(6− 3) =

9

4
.

Dakle, dobijamo da je tra�ena povrxina jednaka

P = P1 + P2 =
3

4
+

9

4
= 3.

II naqin - integralimo po y:
Ako ve� iz y2 = 9 − 3x ne mo�emo eksplicitno izraziti y kao funkciju po x,
onda je lakxe da izrazimo x kao funkciju po y i da posmatramo povrxinu po
y- osi. Iz y2 = 9− 3x, dobijamo x = 3− y2

3 , a vidimo da i iz y = −1
2x+ 3 mo�emo

izraziti x = 6 − 2y. Ako posmatramo po y−osi, vidimo da se P kre�e od 0 do
3, i da je svuda ispod prave p : x = 6 − 2y i iznad parabole P : x = 3 − y2

3 , pa
ne�emo morati da razdvajamo na dva dela kao u prvom sluqaju. Sada dobijamo

P =

∫ 3

0

(
6− 2y − (3− y2

3
)

)
dy = 3y|30 − y2|30 +

y3

9

∣∣∣∣3
0

= 9− 9 +
27

9
= 3.

Zadatak 10.2 (Jun, 2018.) Izraqunati povrxinu lika u ravni ograniqenog krivama
y = |x| i y = 2

1+x2
.

Rexeǌe:

Kako je

y = |x| =

{
−x, x < 0,
x, x ≥ 0,

za

preseqne taqke y = |x| i y = 2
1+x2

dobijamo A(1, 1) i B(−1, 1).
Sa slike vidimo da se P nalazi
izme�u −1 i 1 po x−osi, kao i
da je na tom intervalu svuda
ispod y = 2

1+x2
i iznad y = |x|.

Dakle,

P =

∫ 1

−1

(
2

1 + x2
− |x|

)
dx = 2

∫ 1

0

(
2

1 + x2
− |x|

)
dx = 2

∫ 1

0

(
2

1 + x2
− x
)
dx

= 4

∫ 1

0

dx

1 + x2
− 2

∫ 1

0
xdx = 4arctg x|10 − x2|10 = π − 1,

gde smo za prvu jednakost koristili to xto je 2
1+x2

− |x| parna funkcija.

Zadatak 10.3 (Jan, 2018.) Izraqunati zapreminu tela nastalog rotacijom
y = x2 + x− 6 i x− y − 2 = 0 oko x-ose.
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Rexeǌe:
Oznaqimo
P : y = x2 + x− 6
p : y = x− 2
Tada P ∩ p dobijamo rexavaǌem
sistema ove dve jednaqine, pa su
preseqne taqke A(−2,−4) i B(2, 0).
Dakle, rotaciju �emo vrxiti oko x-
ose na intervalu [−2, 2]. Tra�enu
zapreminu �emo dobiti tako xto
�emo od zapremine tela koje nasta-
je rotacijom P oko x−ose na [−2, 2]
oduzeti zapreminu tela koje nasta-
je rotacijom p oko x-ose na [−2, 2].
Dakle, V = V1 − V2, gde je

V1 = π

∫ 2

−2
(x2 + x− 6)2dx = π

∫ 2

−2
(x4 + 2x3 − 11x2 − 12x+ 36)dx

= π

(
x5

5

∣∣∣∣2
−2

+ 2
x4

4

∣∣∣∣2
−2

− 11
x3

3

∣∣∣∣2
−2

− 12
x2

2

∣∣∣∣2
−2

+ 36 x|2−2

)

= π

(
64

5
− 11

16

3
+ 36 · 4

)
=

1472

15
π,

V2 = π

∫ 2

−2
(x− 2)2dx = π

∫ 2

−2
(x2 − 4x+ 4)dx = π

(
x3

3

∣∣∣∣2
−2

− 4
x2

2

∣∣∣∣2
−2

+ 4x|2−2

)

= π

(
16

3
+ 4 · 4

)
=

64

3
π =

320

15
π,

pa dobijamo V =
1472

15
π − 320

15
π =

1152

15
π =

384

5
π.

Zadatak 10.4 (Feb, 2018.) Izraqunati zapreminu tela nastalog rotacijom y = sinx
i y = πx− x2 oko prave y = 0.

Rexeǌe:
Kao i u prethodnim primerima,
potrebno je da vidimo preseqne
taqke ovih krivih. U ovom
sluqaju je najlakxe skicirati
y = sinx i y = πx − x2 i sa
grafika videti preseqne taqke.
Dobijamo da su preseqne taqke
A(0, 0) i B(π, 0).
Tra�enu zapreminu �emo do-
biti tako xto �emo od zapre-
mine tela koje nastaje rotaci-
jom y = πx − x2 oko x−ose
na [0, π] oduzeti zapreminu tela
koje nastaje rotacijom y = sinx
oko x−ose na [0, π].
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Dakle, V = V1 − V2, gde je

V1 = π

∫ π

0
(πx− x2)2dx = π

∫ π

0
(π2x2 − 2πx3 + x4)dx = π

(
π2 x

3

3

∣∣∣∣π
0

− 2π
x4

4

∣∣∣∣π
0

+
x5

5

∣∣∣∣π
0

)
= π

(
π5

3
− π5

2
+
π5

5

)
=

10− 15 + 6

30
π6 =

π6

30
,

V2 = π

∫ π

0
(sinx)2dx = π

∫ π

0

1− cos 2x

2
xdx = π

(
x

2

∣∣∣π
0
− sin 2x

4

∣∣∣∣π
0

)
=
π2

2
,

pa dobijamo

V = V1 − V2 =
π6

30
− π2

2
=
π2

30

(
π4 − 15

)
.

Zadatak 10.5 Izraqunati du�inu luka krive y = ln cosx na [0, π6 ].

Rexeǌe: Ako oznaqimo f(x) = ln cosx, onda je f ′(x) = − sinx
cosx , pa je du�ina krive

y = f(x) = ln cosx na [0, π6 ] jednaka

l =

∫ π
6

0

√
1 + f ′(x)2dx =

∫ π
6

0

√
1 +

sin2 x

cos2 x
dx =

∫ π
6

0

√
1

cos2 x
dx =

∫ π
6

0

dx

cosx

=

∫ π
6

0

cosxdx

cos2 x
=


smena:

sinx = t⇒ cosxdx = dt
x = 0⇒ t = 0, x = π

6 ⇒ t = 1
2

 =

∫ 1
2

0

dt

1− t2

=
1

2
ln

∣∣∣∣1 + t

1− t

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ 12
0

=
1

2
ln 3.

Zadatak 10.6 Izraqunati du�inu luka krive y =
√

81− x2 na [3, 9].

Rexeǌe: Ako oznaqimo f(x) =
√

81− x2, onda je f ′(x) = −x√
81−x2 , pa je du�ina krive

y = f(x) =
√

81− x2 na [3, 9] jednaka

l =

∫ 9

3

√
1 + f ′(x)2dx =

∫ 9

3

√
1 +

x2

81− x2
dx =

∫ 9

3

√
81

81− x2
dx = 9

∫ 9

3

dx√
81− x2

=

∫ 9

3

dx√
1− (x9 )2

=


smena:

x
9 = t⇒ dx = 9dt

x = 3⇒ t = 1
3 , x = 9⇒ t = 1

 =

∫ 1

1
3

9dt√
1− t2

= 9 arcsin t|11
3

= 9

(
arcsin1− arcsin

1

3

)
= 9

(
π

2
− arcsin

1

3

)
.

Napomena: Integral
∫

dx√
81− x2

se mo�e rexiti i smenom t = 9 sinx koja je glavna

ideja kod nekih korenova ovakvog oblika.
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11 Nesvojstveni integrali

Definicija 11.1 Neka je funkcija f definisana na (a, b], gde a mo�e biti i −∞, i

neka je f integrabilna na svakom [α, b] ⊆ (a, b]. Ako postoji lim
α→a+

∫ b

α
f(x)dx, nazivamo

ga nesvojstvenim integralom funkcije f na (a, b] i pixemo∫ b

a
f(x)dx = lim

α→a+

∫ b

α
f(x)dx.

Taqka a naziva se singularitetom.

Definicija 11.2 Neka je funkcija f definisana na [a, b), gde b mo�e biti i +∞, i

neka je f integrabilna na svakom [a, β] ⊆ [a, b). Ako postoji lim
β→b−

∫ β

a
f(x)dx, nazivamo

ga nesvojstvenim integralom funkcije f na [a, b) i pixemo∫ b

a
f(x)dx = lim

β→b−

∫ β

a
f(x)dx.

Taqka b naziva se singularitetom.

Definicija 11.3 Ukoliko je
∫ b
a f(x)dx = ±∞, ka�emo da ovaj nesvojstveni integral

divergira, a ukoliko je jednak nekom konaqnom broju ka�emo da konvergira.

Sada �emo videti kako sve ovo izgleda na konkretnim primerima:

Zadatak 11.1 (2.kol, 2018.) Izraqunati
∫ +∞

0

dx

e−x + ex
.

Rexeǌe:

∫ +∞

0

dx

e−x + ex
= lim

β→+∞

∫ β

0

dx

e−x + ex
= lim

β→+∞

∫ β

0

exdx

1 + e2x
=


smena:

ex = t⇒ exdx = dt
x = 0⇒ t = 1
x = β ⇒ t = eβ


= lim

β→+∞

∫ eβ

1

dt

1 + t2
= lim

β→+∞
arctg t|e

β

1 = lim
β→+∞

arctg eβ − arctg 1 =
π

2
− π

4
=
π

4
.

Zadatak 11.2 (Jan, 2018.) Izraqunati
∫ +∞

2

dx

x2 + x− 2
.

Rexeǌe: Kako je∫
dx

x2 + x− 2
=

∫
dx

(x− 1)(x+ 2)
=

1

3

∫ (
1

x− 1
− 1

x+ 2

)
dx =

1

3
ln

∣∣∣∣x− 1

x+ 2

∣∣∣∣+ C,

dobijamo ∫ +∞

2

dx

x2 + x− 2
= lim

β→+∞

∫ β

2

dx

x2 + x− 2
= lim

β→+∞

1

3
ln

∣∣∣∣x− 1

x+ 2

∣∣∣∣ ∣∣∣∣β
2

= lim
β→+∞

1

3
ln

∣∣∣∣β − 1

β + 2

∣∣∣∣− 1

3
ln

∣∣∣∣2− 1

2 + 2

∣∣∣∣ = −1

3
ln

1

4
=

1

3
ln 4 =

2

3
ln 2.
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Zadatak 11.3 (Feb, 2018.) Izraqunati
∫ +∞

0

earctg xdx

1 + x2
.

Rexeǌe:

∫ +∞

0

earctg xdx

1 + x2
= lim

β→+∞

∫ β

0

earctg xdx

1 + x2
=


smena:

t = arctg x⇒ dt = dx
1+x2

x = 0⇒ t = 0
x = β ⇒ t = arctg β


= lim

β→+∞

∫ arctg β

0
etdt = lim

β→+∞
et
∣∣arctg β

0
= lim

β→+∞
earctg β − e0 = e

π
2 − 1.

Zadatak 11.4 (Jan, 2017.)

Ispitati konvergenciju nesvojstvenog integrala
∫ 1

0

arcsin x√
1− x2

dx.

Rexeǌe: Podintegralna funkcija nije definisana u x = 1, pa je ta taqka singu-
laritet. Kako je

∫ 1

0

arcsin x√
1− x2

dx = lim
β→1−

∫ β

0

arcsin x√
1− x2

dx =


smena:

t = arcsin x⇒ dt = dx√
1−x2

x = 0⇒ t = 0
x = β ⇒ t = arcsin β


= lim

β→1−

∫ arcsinβ

0
tdt = lim

β→1−

t2

2

∣∣∣∣arcsinβ

0

= lim
β→1−

arcsin2β

2
− 0 =

(π2 )2

2
=
π2

8
,

dobijamo da
∫ 1

0

arcsin x√
1− x2

dx konvergira.
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Zakǉuqak

Ukoliko ste razumeli bar 90 % gradiva obra�enog u skripti, onda je velika verovatno�a
da ne�ete pro�i kao u primeru sa naredne slike :)
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