1 TIlojam dyHKImje

f: X =Y rme cy X uY nenpasuu ckynosu (X - gomen, Y - KogoMeH) je pyHKI@ja ako
(Vxz € X)(3y € Y)f(z) =y, (32 cBaku esieMeHT U3 JOMEHA TAYHO 3HAMO Y KOjU CE€ eJIEMEHT y KOJOMEHY CJIUKA).

Homven dbynknmje f obemesxkasamo Dy.

Ckyn tavaka Gy [lekaproBoM KOODAUHATHOM cuCreMy ca koopaunarama (z, f(z)), * € Dy nasusa ce
rpaduk pysrunje y = f(x) 1j. G = {(z, f(x)) : @ € Dy}.

1. Tauka a € Dy je myna ¢pyukmuje axo je f(a) = 0.

ix),

a

2. f je mosuruBHa Ha ckyny S C Dy & (Vo € S)f(x) > 0.
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-

3. f je mapHa ako < (Vx € Dy)f(—z) = f(x)

/ ()

/ ,,,,,,,, -f(a)

I'paduk mapue dyHKIMje je CHMETPUYAH ¥ OTHOCY HA, KOOpAWHATHU moderak O.

Ha 6u dyukuuja f Guia napHa wid HenapHa, MOPa Jla MMa CUMETPUYAH JIOMEH y 010Cy Ha Hyiy (ako je
nedbunucana 3a HeKO a € R Mopa 6utu neduHUCAHA U 33 —a).



4. f pacre Ha S & (V1,20 € 5) 21 < 29 = f(x1) < f(x2).
f He omama ua S & (Vo1,22 € S) 21 < 292 = f(x1) <= f(x2).
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fomamana S << (Vri,z2 € S) 21 <22 = f(z1) > f(z2).
f He pacte na S < (Vr1,20 € S) 21 < 22 = f(z1) >= f(22).

f je MoHOTOHA aKO 33/I0BO/HABA jeJaH O TPETXOHA YeTUPH CIydaja.

5. Tauka a € Dy je tauka MuamMyMa ¢yuxngje f ma ckyny S C Dy < (Vz € S) f(a) < f(x)

y

Tauka a € Dy je tauka makcumyma byukngje [ Ha ckymy S C Dy < (Vz € S) f(a) > f(x)

6. f je orparmuena onosro < (IM € R)(Vz € Dy) f(x) < M

f(x)

f je orparnuena omo3no < (Im € R)(Vx € Dy) f(z) >m

(%)




o Oynkmmja [ : X =Y je ”1-1” & (Vo € Dy) f(x1) = f(z2) = 21 = 22).
Tj. aKO ce HMKOja /JBA PA3JIMUNATA ejleMeHTa n3 X He CIUKajy y UCTH e€JIEMEHT y cKymy Y.

e Dynkunja f: X - Y je”ma” & (VyeY)3Fr e X)f(x) =y.
Tj. aKko ce ckyn X CIHWKa Ha I1eo CKyn Y.

e Oynkiuja f: X — Y je oujexnmja < f je 71-17 u "na”.

Axo je dyuxumja f 6mjexnmja Taga mocroju dbyukmuja f~! Koja je mHBep3Ha GyHKIHja dyHKIHjE f.
Baxwu na je

o (VreX) fTHf(x))=am
o (WeY) f(f ' y) =y

I'padur byaknuje f‘1 je cumerpuuan rpaduky dbyHknuje f y OIHOCY HA pPaBy Yy = T.
y
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2 Crenena dysnkimja y =z" n e R

Heku rpadunu crenene dynkuuje f(z) = x

2k —1, ke Ncy:

n=Ly=x:R—>R

2+

n=>5 y:x5:R—>R

y:x“‘( y=x°
[/

Crojcra:
e Dy =R

e f je HemapHa.

o f(x)>03axz>0, f(x) <03axz<0mn f(zr)=0

3a x =0.

e f je crporo pacryha ma R.

o f(x) = 2271 k € N je 6ujexnmja, ma mocTojm
TR R, f7Hy) = >y, k eN.

n
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Ipaduuu crenene dyunkuumje f(x)

2k, k € N cy:
n=2y=a’
y
2 ‘y=x2
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CgojcrBa:
e Dy =R.

e f je napua.

e f(x) >=03acBakox € Ru f(x) =0 < 2 =0.

Bep3Hy QyHKIH]jY.

f je omamajyha na (—oo,0) u pacryha Ha (0, 00).

f uuje 6ujeknmja jep mup. f(1) = f(—1) mro
saun ma [ muje "1 —1”. Omna nakie Hema HWH-

Ako nocmarpamo gyukuujy f : RT — RT f(x) =
2?* k € N omna jecre 6ujexnuja u moj uHBEp3HA,
byukumja je f~1:RT = RY, f71(y) = 2.



n=-—1:

2.1

Heka a,be Rum, n € N.

CreneHoBame 1 KOPEHOBAHE

1. a%=1
2.al=a
3.a2=a-a

4. a"=a-a-...-q

Ipaduuu crenene byuxuuje f(z) =z, (n - nera-
TuBaH 1eo 6poj Helesbus ca 2) cy:

9. a’m:ﬁ,a#O
10. av = a,a >0

Ipaduuum crenene dbyukuuje f(z) = z™ (n - nera-
TuBaH 1eo 6poj Aebus ca 2) cy:

_ 1 1 _
y=z =z n:—Z:y:mQZx%
y
\ | ‘
2\ [ |
1 | \ _1
\y=x [ YE
1 \\ /" \\
N /e’ \
. S\
-2 7‘1 1 2 X - / \\
\\ i ) 4 1 .
\\
\
| -2} b
\
-3 _ 1
y=x — 3 n=—4 y:x74:%
ELlijy- | ‘
Yl y=5% | Y=elly=2
\| H 2t \“ y= 2
\ | o
\ Il \|
T\ / |
1\ /
A N
‘ ) \\‘\—\\, /0) \
‘:}\,,\\ -1 1 2 X / ’g‘ \\\
\\.\‘ ,,,,,r/’////‘ ‘\ N \
\ —1F -2 -1 1 2
\
1\
R 1
1 -l
[
CsojcrBa: .
CrojcrBa:
e Dy =R.
e Dy =R.
e f je HemapHa.

f(x)>03az>0, f(x) <03ax<0mu f(z)#0
3a cBako r € R.

f je onanajyha na (—oo0,0) u ma (0, 00).

e f je mapmua.
e f(x) > 03acBako z € R.

e f je pacryha Ha (—00,0) u onazajyha ua (0, 00).



I'padumu crenene bynkumje f(z) = z2% = /T, Ipadunu crenene dyukuuje f(xr) = z2FF1 =

k € N (napua kopena) cy: 2tl/z k € N (menapua KOpeHa) Cy:
k=1y=vz:R—>R k=1y=¥z:R—>R
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CrojcrBa: CaojcrBa:
o Dy =10,+00). e Dy = R, 1j. dyskumja je nedpunucana 3a cae

. peaJjiHe BPETHOCTH .
e f Huje HU IApHA HU HEIAPHA

e f je menapna, Tj. Baxku *W/—x = — *H/x 1a

e f je memerartusHa, Tj. f(x) = %/x > 0 ta cBako cako = € R

x> 0.
o f(z)>03az>0, f(x) <03ax<0wu f(x) =0

e f je crporo pacryha. 3a z =0.

e f je crporo omamajyha na R.



3 KsBaaparHa jemHadymHA
—b+ Vb2 — 4ac
—— . Mo=xe ce JEeCUTU Ja UMaMO:

Pemema kBagpartHe jesaqanne ax? + br +c =0 ¢y x4 j2 = 5
a

e 2 paznmuuTa peanHa pemema (b — 4ac > 0)

e 1 peanno permeme (b — 4ac = 0)
e 2 KOH jyroBaHO KOMILJIEKCHA periema ¥1 = p + iq U 3 = p — iq, p,q € R (b? — 4ac < 0)

V 3aBHECHOCTH 071 BpeHOCTH TlapameTapa a u D = b? —4ac (quckpuMuHaHTa KBaJpaTHe jeHaqnne), rpaduk

dynxmmje f(r) = ax? + bx + ¢ je:

a>0,D>0: a<0,D>0:
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4 EcknoHeHIHjaJIHa MU JiorapuTaMcKa pyHKIHja
Ecknonennujanna dbynknuja je dynkmuja f(x) =a®, a>0,a# 1. f: R — R*

Axo je a > 1 rpaduk dysrnuje je: Ako je 0 < a < 1 rpaduk dyukimje je:

y y

,7//7/ - - —
U 1 * U1 .
Cgojcrna: CrojcrBa:
e f mo3uTHBHA 3a cBaKoO x € R. e f mosmTHBHA 3a CBaKoO r € R.
e Hysie dbyukmuje ve mocroje. e Hyse dyukiumje ve mocroje.
e f je monorToHo pacrtyha. e f je monoToHO Omaajyha.

NuBepsna dbyHkImja ekcroHeHnujaanoj Gynkuuju je jgorapuramcka dbyukuuja g(x) = log, z, a > 0,a #
1L,z>0.¢g:RT =R

Axo je a > 1 rpaduk dbyukumje g(z) = log, x je: Axo je 0 < a < 1 rpadwuk dynkimje g(z) = log, =
je:
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g(¥rlogax, a>1 g(x)::‘\logax, O<a<1

CrojcTBa:
CsojcrBa:
e D= (0,400).
f ( ) ) ) Df = (O’+OO)_
e f je merarmBHa 3a 0 < z < 1, a MO3UTHUBHA 33

21 e f je mosuTuBHA 33 0 < z < 1, a HeraTuBHA 33
x> 1.

x> 1.

o Hyna dynxumje je v = 1. e Hyna dbynkmmje je x = 1.

e f je moHoroHO pactyha. e f je monorono omanajyha.
Qopwmyie:
l.a*=ceb=log,c3aa,c>0,a#1 4. log, X* = slog, X
log,: X = %loga X
2. log,1=0
_ 1
log,a =1 5. logabz1
ogy a
3. log, XY =log, X +log, Y
X 6. log b= 08cb
log,, v = log, X —log, Y 108, 0 = log, a



7. Axo je a > 1: 8. Aroje0<a<1:
fla) < g(z) & o/ ?) < /@ f(z) < g(x) & alf @ > /)
f(@) < g(z) < loga f(x) < logag(x) F(2) < g(z) & loga f(z) > logag()



5 Tpuronomerpujcke pyHKIje

f(z) =sinz: R — [-1,1]

y

.0 .
;SE fx)=sin(x)
-0 2r 8w 5 n s on S
-1.0
CgrojcrBa:
e Dy =R.

e sinz je orpanmuena, tj. —1 < f(z) <1
o DyHKIWja je HelmapHa M MepHOANTHA Ca TIePUOIOM 27.
o f(x)>03axe€ (2kn,m+2km),k€Z,a f(z) <03ax € (-7 + 2km, 2kn), k € Z.

o Hysie dyukuuje cy y raukama x = km, k € Z.

e f je momorono pacryha ma unrepsammma (—3 + 2km, T + 2km),k € 7Z, a monorono omazajyha je na

unrepsanuma (5 + 2km, 3% + 2k), k € Z.

fl@)=cosz:R — [-1,1]

y
= (= cos(x)
2 05
= | y
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Crojcra:
e Dy =R.
e cosz je orpanmuena, tj. —1 < f(z) <1
o DyHKIWja je TapHA W MEPUOINIHA Ca TIEPUOIOM 27.
o flx)>03axze (—%+2km, 5 +2km),k€Z, a f(x)<03aze (E+2kn, 3L +2kn),k € Z.

e Hyne dbyukuuje cy y raukama v = 5 + kn, k € Z.

e f je monorouno pacryha na unrepsanuma (—w+2km, 2km), k € Z, a monoroHo onaajyha je Ha uHTEpBAIMMA

(2km, 7 + 2km), k € Z.

flx)=tgx: (—g+k7r,g+k7r)—>R,k€Z

CrojcrBa:
™ e
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e tgx je HeOTpAHWYEHA.
o OyHKIHja je HeIapHA U IMePHOAUIHA Ca IEPHOAOM T.

o f(x)>03axc (kn,§+kn),kcZ, af(r)<0zaze (-5 +knmkn)kcl.

e Hyse dyukmuje cy y taukama x = k7, k € Z.
e tgx nuje nedunncana y raukama r = 5 + km, k € Z.

e f je monorowno pacryha wa wnrepsaanma (—% + km, 5 + k), k € Z.

flx)=ctgz: (km,m+kr) >R, k€ Z

CrojcrBa:
o Dy = (kr,m+km),k € Z.
e ctgx je HEOTpAHWYEHA.
o DyHKIWja je HeapHa U MePHOIUIHA Ca TTEPHOAOM T.

o f(x)>03awc (kn, 5 +kn),kcZ, af(r)<03zaze (-5 +kmkn)kcl.
e Hyne dynkmmje cy y raukama v = 5 + km, k € Z.
e ctgx uuje nedunncana y traukama r = kmw, k € Z.

e f je monoroHo onmaznajyha va nareppamuma (km,m + kr) , k € Z.

Dopwmyiie:

1. Ocuosue dopmyuie:
sin?x + cos?z = 1

sinx
tgx
Ccos T
COS @
ctgr = —
sinx

2. AINIINMOHE ®OPMYV./JIE:
cos(z + y) = coswcosy — sinxsiny
sin(z + y) = sinz cosy + coszsiny
tgr +tgy
tg(z+y) = —— "

1—-tgatgy
ctgrctgy — 1

t =
ctg(w +y) ctgxr + ctgy
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3. Pacrasipame 30upa y mpom3BOI:

sinx—l—siny:?sinx—'—ycosx;y
. : L T—Y Tty
sinz —siny = 2sin cos 5
cosx+cosy:2cos$—2’—ycosx;y
LTy T =Y
cosT — cosy = —2sin sin 5

4. Ceofeme mpousBoma HA CyMYy:

sinzsiny = 5[005(1‘ —y) — cos(x + y)]
1
sinxz cosy = §[sin(x +y) +sin(z — y)]

1
COST COSY = §[cos(x + y) + cos(z — y)]

9. D@opwmyse JBOCTYKOr yrIJa:
sin2x = 2sinx cos x

cos(2r) = cos? 2

T —sin“x

6. Tpauncdopmanuje kBaapara:

sin®z = 5(1 — cos(2x))

1
cos?x = 5(1 + cos(2x))

7. UspaxaBame TpUroHOMeTPHjCKUX (DYHKIMja IPEKO TAHTEHCA ITOJIOBUHE yTiia
x

2tg =
T8y

X
1+tg2=
+g%
1—tg2 =2

&5

1+tg2g

sinx =

COST =

12



6 UuBep3He Tpuronomerpujcke pyHKIIHje
®yukuuja fi(x) = sinx Hema unep3Hy byHKIM]y, jep Huje Oujeknuja (Ha npumep, cBu OpojeBU 00JIUKA
5 + km, k € Z cnukajy ce opom dynKkimjom y 6poj 1, u nocrabba ce muTame Kako HHBEP3HOM (DyHKIUjoM J1a

ugemo uasaz). Mehyrum, mocmarpajmo pectupkuujy dbyskumgje sinz na [—7, 7], 1j. dynxmujy:

f(z) =sinz : [—g, g] = [-1,1]

. . . . . T
Ouna jecre bujekuuja, na nocroju wena uupep3ua: F(x) = arcsinz : [—1,1] — [—5, 5}
2
1r /
f(x)=arcsin(x)
-15 -1.0 -05 0‘5 1.0 15)(
ol
/
[
Ll
IIpema cBojcTBHMAa y3ajaMHO MHBEP3HUX (DYHKIIN]A BazKe jeTHAKOCTH:
arcsin(sinr) =xsax € [-5,5] w  sin(arcsiny) =y3zayc[-1,1]
Crojcra:
e Dp=[-1,1].
e arcsinx je HemapHa, Tj. Baxkwu arcsin(—x) = —arcsinz, x € [—1,1].

e F(z) >03az € (0,1], F(z) <03ax € [-1,0), a wyaa dyuxmuje F je x = 0.
e F' je monorono pacryha.

Nugepsna dynkuuja dynxnmje f(z) = cosz : [0,71] = [—1,1] je F(z) = arccosz : [—1,1] — [0, 7]

7 f(x)=arccos(x)

Baxe jemnakoctu:
arccos(cosz) =z 3ax € [0,7] u  cos(arccosy) =y 3ay € [—1,1]
CrojcrBa:
e Dp =[-1,1].

e arccosx HWje HW MapHA HU HemapHa, Beli Baxku arccos(—x) = 7w — arccosz, © € [—1,1].
Hokaz: O3naunmo arccosz = «. Taza je cosa = 2,0 < a < w. Onzga je 0 < 7 —a < 7 a 0 aAUIUOHO]
dopmyiu je cos(m — ) = —cosaw = —z. Tume je no gedununuju Gyunkuuje arccos z, T — «a = arccos(—x).
Tuwme je popmyita mokasama.

e F(x) >03axz€[-1,1), a nyna byukunje F je x = 1.

13



e F' je monoroHo omnajajyha.
. . m

e Baxu na je arcsinx + arccosx = 5

Hoxkaz: Osnauumo arcsinz = a. Tagajesina =z,—5 <a < —7. Ongaje 0 < § —a < 7 a 110 aIUIHOHO]

dbopmynu je cos(§ — «) = sina = 2. Tume je no nedununujn dynknuje arccosz, 7 — o = arccos(z).

Tuwme je popmyra mokasama.

. . T

Nusepsna dbyukiuja byskiumje f(x) =tgr: [-F5, 5] = R je F(z) = arctgz : R — [—5, 5]

f(=arctg(x)

Baxe jemnakocru:

arctg(tgzr) =xsax € [~5,5] u  tglarctgy) =ysaycR

CrojcrBa:
L] DF =R.
e arctgx je menapha, rj. Baxu arctg(—zx) = —arctgz, = € R.

o [(z)>03axz>0, F(r) <03axz <0, aunyna dyukuuje F' je x = 0.
e F' je monorono pacryha.

Nugepsna dbynakuuja dynaxkmmje f(z) = ctgz : [0, 7] = R je f(z) = arcctgz : R — [0, 7]

. 30
T N f(x)=arcctg(x)
15,

N
10E N
05 ——

7‘10 7‘5 0 5 1‘0
Baxe jemmakoctu:

arcctg(ctgr) =x3ax € [0,71] wu  ctglarcctgy) =yzay €R

CsojcrBa:
e Dp =R.
e arcctgx HUWje HW MapHA HU HemapHa, Beli Baxku arctg(—z) = — arctg(x) + 7.

e F(z) > 03a cBako x € R u nema nye.

e F' je monoroHo omagajyha.
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