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Увод
У уводном делу навешћемо основне jеднакости коjе омогућаваjу ма-

нипулациjу изразима. Списак ће повремено бити допуњаван.

(a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2

(a− b)2 = a2 − 2ab+ b2

a2 − b2 = (a− b)(a+ b)

(a+ b)3 = a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3

(a− b)3 = a3 − 3a2b+ 3ab2 − b3

a3 − b3 = (a− b)(a2 + ab+ b2)

a3 + b3 = (a+ b)(a2 − ab+ b2)

a0 = 1, ако jе a 6= 0

a−n =
1

an
, ако jе a 6= 0, n ∈ N

an · am = an+m, ако jе a 6= 0, n,m ∈ Z
an

am
= an−m, ако jе a 6= 0, n,m ∈ Z

(an)m = an·m, ако jе a 6= 0, n,m ∈ Z
(ab)n = an · bn, ако jе a 6= 0, b 6= 0, n ∈ Z(a
b

)n
=

an

bn
, ако jе a 6= 0, b 6= 0, n ∈ Z

a
1
n = n

√
a (ако jе n парно, онда jе a ≥ 0)(√

a
)2

= a, ако jе a ≥ 0

√
a2 = |a| =

{
a, ако jе a ≥ 0,

−a, ако jе a < 0
√
ab =

√
a
√
b, ако jе a ≥ 0, b ≥ 0

a−p =
1

ap
, ако jе a > 0, p ∈ Q (разломак)

ap · aq = ap+q, ако jе a > 0, p, q ∈ Q
ap

aq
= ap−q, ако jе a > 0, p, q ∈ Z

(ap)q = ap·q, ако jе a > 0, p, q ∈ Q
(ab)p = ap · bp, ако jе a > 0, b > 0, p ∈ Q(a
b

)p
=

ap

bp
, ако jе a > 0, b > 0, p ∈ Q

0! = 1

n! = n · (n− 1) · · · 1 = n · (n− 1)!, n ∈ N
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Ако jе a < b и c > 0, онда jе ac < bc. Такође, ако jе ac < bc и c > 0,
онда jе a < b. Дакле, множење и дељење неjеднакости позитивним броjем
с обе стране не мења знак неjеднакости.

Ако jе a < b и c < 0, онда jе ac > bc. Такође, ако jе ac < bc и c < 0,
онда jе a > b. Дакле, множење и дељење неjеднакости негативним броjем
с обе стране мења знак неjеднакости.

Ако jе a = b, онда jе ac = bc (c може бити и нула). Обрнуто, ако jе
ac = bc и c 6= 0, онда jе a = b (овде c не сме бити нула). Дакле, скраћивање
се може радити само ако jе броj коjим се скраћуjе различит од нуле.

Ако jе a < b и a ≥ 0, b ≥ 0, онда jе a2 < b2. Такође, ако jе a2 < b2 и
a ≥ 0, b ≥ 0, онда jе a < b.

Ако jе a < b и a > 0, b > 0, онда jе 1
a
> 1

b
. Такође, ако jе 1

a
< 1

b
и a > 0,

b > 0, онда jе a > b.

loga(bc) = loga b+ loga c, ако jе a > 0, a 6= 1, b, c > 0 (1)

loga
b

c
= loga b− loga c, ако jе a > 0, a 6= 1, b, c > 0 (2)

loga b
p = p loga b, ако jе a > 0, a 6= 1, b > 0, p ∈ Q (3)

aloga b = b, ако jе a > 0, a 6= 1, b > 0 (4)
loga b

loga c
= logc b, ако jе a > 0, a 6= 1, b > 0, c > 0, c 6= 1 (5)

Ако jе основа логаритма броj e, тада се то зове природни логаритам
и ознака jе ln.

1 Математичка индукциjа
Посматраjмо скуп природних броjева N = {1, 2, 3, . . . }. Он има jедну

занимљиву особину, коjа се може исказати на следећи начин:
1. 1 ∈ N,
2. ако за неко n важи n ∈ N, онда и n + 1 ∈ N. Шта нам ово своjство
заправо говори? Прво своjство нам говори да природни броjеви почињу
од jединице, односно да jе 1 наjмањи елемент скупа природних броjева.
Примењуjмо сада само друго правило. Пошто 1 припада скупу природ-
них броjева, онда и 1 + 1 = 2 припада скупу природних броjева. Сада
имамо да 2 припада скупу природних броjева, па и 2 + 1 = 3 припада
скупу природних броjева. Сада и 3 припада скупу природних броjева, па
му припада и 3 + 1 = 4. Овако можемо ићи унедоглед. Оно што jе бит-
но jесте да смо сигурни да ћемо стићи до сваког природног броjа, само
треба довољно пута применити другу особину.
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Ова своjство скупа природних броjева користи се за доказивање раз-
них тврђења. Како се то ради? Нека jе ϕ(n) неко тврђење коjе зависи
од природног броjа n. Ако докажемо да тврђење ϕ(1) важи и да ако
претпоставимо да за неко n важи ϕ(n), онда мора да важи и ϕ(n + 1),
тиме смо, заправо, доказали да тврђење важи за све природне броjеве
n. Заиста, подсетимо се разматрања од малопре. Пошто jе ϕ(1) дока-
зано да jе тачно, онда због друге особине следи да мора бити тачно и
ϕ(1 + 1) = ϕ(2). Сада пошто jе ϕ(2) тачно, због друге особине мора бити
тачно и ϕ(2 + 1) = ϕ(3). Настављаjући поступак довољно пута, доби-
ћемо да jе ϕ(n) тачно, ма шта био n. Самим тим, ϕ(n) jе тачно за све
n ∈ N. Кажемо тада да смо тврђење доказали принципом математичке
индукциjе.

1.1. (а) 1 + 2 + · · ·+ n = n(n+1)
2

Користимо принцип математичке индукциjе.
База индукциjе (n = 1): 1 = 1·(1+1)

2
= 1·2

2
= 1, па jеднакост важи за n = 1.

Претпоставимо да jеднакост важи за неко n, односно да важи да jе 1 +
2 + · · ·+ n = n(n+1)

2
. Докажимо да тада jеднакост важи и за n+ 1.

1 + 2 + · · ·+ n+ (n+ 1) =
n(n+ 1)

2
+ n+ 1

=
n(n+ 1)

2
+

2(n+ 1)

2

=
(n+ 1)(n+ 2)

2

(искоришћена jе претпоставка у првоj jеднакости). Дакле, jеднакост ва-
жи и за n+ 1.

Према томе, на основу принципа математичке индукциjе, jеднакост
важи за сваки природан броj n ∈ N.
(б) 1 + 4 + · · ·+ n2 = n(n+1)(2n+1)

6

Користимо принцип математичке индукциjе.
База индукциjе (n = 1): 12 = 1·(1+1)·(2·1+1)

6
= 1·2·3

6
= 1, па jеднакост важи

за n = 1.
Претпоставимо да jеднакост важи за неко n, односно да важи да jе 1 +
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4 + · · ·+ n2 = n(n+1)(2n+1)
6

. Докажимо да тада jеднакост важи и за n+ 1.

1 + 4 + · · ·+ n2 + (n+ 1)2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
+ (n+ 1)2

=
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
+

6(n+ 1)2

6

=
(n+ 1)(n(2n+ 1) + 6(n+ 1))

6

=
(n+ 1)(2n2 + n+ 6n+ 6)

6

=
(n+ 1)(2n2 + 7n+ 6)

6

(искоришћена jе претпоставка у првоj jеднакости). Приметимо и да jе
(n+2)(2(n+1)+1) = (n+2)(2n+2+1) = (n+2)(2n+3) = 2n2+3n+4n+6 =
2n2 + 7n+ 6, па се претходна jеднакост своди на

1 + 4 + · · ·+ n2 + (n+ 1)2 =
(n+ 1)(n+ 2)(2(n+ 1) + 1)

6
,

што значи да jеднакост важи и за n+ 1.
Према томе, на основу принципа математичке индукциjе, jеднакост

важи за сваки природан броj n ∈ N.
(в) домаћи
(г) 1

1·2 + 1
2·3 + · · ·+ 1

n(n+1)
= n

n+1

База индукциjе (n = 1): 1
1·2 = 1

2
= 1

1+1
, па jеднакост важи за n = 1.

Претпоставимо да jеднакост важи за неко n, односно да важи да jе 1
1·2 +

1
2·3 + · · ·+ 1

n(n+1)
= n

n+1
. Докажимо да тада важи jеднакост и за n+ 1.

1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ · · ·+ 1

n(n+ 1)
+

1

(n+ 1)(n+ 2)

=
n

n+ 1
+

1

(n+ 1)(n+ 2)

=
n(n+ 2)

(n+ 1)(n+ 2)
+

1

(n+ 1)(n+ 2)

=
n2 + 2n+ 1

(n+ 1)(n+ 2)
=

(n+ 1)2

(n+ 1)(n+ 2)

=
n+ 1

n+ 2
,

(претпоставка jе искоришћена у првоj jеднакости), што значи да jедна-
кост важи и за n+ 1.
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Према томе, на основу принципа математичке индукциjе, jеднакост
важи за сваки природан броj n ∈ N.
(д) 1 + x+ x2 + · · ·+ xn = xn+1−1

x−1 , x ∈ R \ {1}
База индукциjе (n = 1): 1+x1 = 1+x = x+1 = (x+1)(x−1)

(x−1) = x2−1
x−1 = x1+1−1

x−1 ,
па jеднакост важи за n = 1.
Претпоставимо да jеднакост важи за неко n, односно да jе 1 + x + x2 +
· · ·+ xn = xn+1−1

x−1 . Докажимо да jеднакост важи и за n+ 1.

1 + x+ x2 + · · ·+ xn + xn+1 =
xn+1 − 1

x− 1
+ xn+1

=
xn+1 − 1

x− 1
+
xn+1(x− 1)

x− 1

=
xn+1 − 1

x− 1
+
xn+2 − xn+1

x− 1

=
xn+1 − 1 + xn+2 − xn+1

x− 1

=
xn+2 − 1

x− 1
,

па jе тврђење тачно и за n+ 1.
Према принципу математичке индукциjе, jеднакост за сваки приро-

дан броj n ∈ N.

1.2. (а) 7|2n+1 + 32n−1

База индукциjе (n = 1): 21+1 + 32·1−1 = 22 + 32−1 = 4 + 31 = 4 + 3 = 7, што
jе дељиво са 7. Дакле, тврђење jе тачно за n = 1.
Претпоставимо да jе тврђење тачно за неко n, односно да jе 2n+1 + 32n−1

дељиво са 7. Докажимо да jе тврђење тачно и за n+ 1.

2n+2 + 32(n+1)−1 = 2n+1 · 21 + 32n+2−1 = 2 · 2n+1 + 32 · 32n−1

= 2 · 2n+1 + 9 · 32n−1 = 2 · 2n+1 + (2 + 7) · 32n−1

= 2 · 2n+1 + 2 · 32n−1 + 7 · 32n−1

= 2(2n+1 + 32n−1) + 7 · 32n−1

Према индуктивноj претпоставци, 2n+1 + 32n−1 jе дељиво са 7, па jе и
2(2n+1 + 32n−1) дељиво са 7. Такође, 7 · 32n−1 jе дељиво са 7, па jе и
2(2n+1 + 32n−1) + 7 · 32n−1 дељиво са 7. Дакле, 2n+2 + 32(n+1)−1 jе дељиво
са 7, односно тврђење важи и за n+ 1.

Према принципу математичке индукциjе, тврђење jе тачно за све при-
родне броjеве n ∈ N.
(б) 9|n3 + (n+ 1)3 + (n+ 2)3
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База индукциjе (n = 1): 13 + 23 + 33 = 1 + 8 + 27 = 9 + 27, што jе дељиво
са 9. Дакле, тврђење jе тачно за n = 1.
Претпоставимо да jе тврђење тачно за неко n, односно претпоставимо да
jе n3 +(n+1)3 +(n+2)3 дељиво са 9. Докажимо да jе тада тврђење тачно
и за n+ 1.

(n+ 1)3 + (n+ 2)3 + (n+ 3)3 = (n+ 1)3 + (n+ 2)3 + (n+ 3)3 + n3 − n3

= n3 + (n+ 1)2 + (n+ 2)3 + (n+ 3)3 − n3

= n3 + (n+ 1)2 + (n+ 2)3

+ (n+ 3− n)((n+ 3)2 + (n+ 3)n+ n2)

= n3 + (n+ 1)2 + (n+ 2)3

+ 3(n2 + 6n+ 9 + n2 + 3n+ n2)

= n3 + (n+ 1)2 + (n+ 2)3

+ 3(3n2 + 9n+ 9)

= n3 + (n+ 1)2 + (n+ 2)3

+ 9n2 + 3(9n+ 9)

= n3 + (n+ 1)2 + (n+ 2)3

+ 9n2 + 3 · 9(n+ 1)

Према индуктивноj претпоставци jе n3 + (n+ 1)3 + (n+ 2)3 дељиво са 9.
Такође, 9n2 и 3 · 9(n+ 1) су дељиви са 9, па jе и n3 + (n+ 1)3 + (n+ 2)3 +
9n2 + 3 · 9(n + 1) дељиво са 9, односно (n + 1)3 + (n + 2)3 + (n + 3)3 jе
дељиво са 9. Дакле, тврђење jе тачно и за n+ 1.

На основу принципа математичке индукциjе, тврђење jе тачно за све
природне броjеве n ∈ N.

1.3. (а) 3·7·11···(4n−1)
5·9·13···(4n+1)

<
√

3
4n+3

База индукциjе (n = 1): 4·1−1
4·1+1

= 3
5
,
√

3
4·1+3

=
√

3
7
и важи да jе 3

5
<
√

3
7
, jер

jе
(
3
5

)2
= 9

25
= 63

25·7 <
75
25·7 = 3

7
=
√

3
7

2

. Дакле, тврђење jе тачно за n = 1.
Претпоставимо да jе тврђење тачно за неко n, односно претпоставимо да
jе 3·7·11···(4n−1)

5·9·13···(4n+1)
<
√

3
4n+3

. Докажимо да jе тада тврђење тачно и за n+ 1.

3 · 7 · 11 · · · (4n− 1)(4(n+ 1)− 1)

5 · 9 · 13 · · · (4n+ 1)(4(n+ 1) + 1)
=

3 · 7 · 11 · · · (4n− 1)

5 · 9 · 13 · · · (4n+ 1)
· 4(n+ 1)− 1

4(n+ 1) + 1

<

√
3

4n+ 3
· 4n+ 4− 1

4n+ 4 + 1

=

√
3

4n+ 3
· 4n+ 3

4n+ 5
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=

√
3

4n+ 3

√
(4n+ 3)2

(4n+ 5)2

=

√
3

4n+ 3
· (4n+ 3)2

(4n+ 5)2

=

√
3(4n+ 3)

(4n+ 5)2

Ако докажемо да jе 4n+3
(4n+5)2

< 1
4(n+1)+3

= 1
4n+4+3

= 1
4n+7

, онда ћемо имати

да jе 3(4n+3)
(4n+5)2

< 3
4n+7

, тj.
√

3(4n+3)
(4n+5)2

<
√

3
4n+7

, па ће бити

3 · 7 · 11 · · · (4n− 1)(4(n+ 1)− 1)

5 · 9 · 13 · · · (4n+ 1)(4(n+ 1) + 1)
<

√
3(4n+ 3)

(4n+ 5)2
<

√
3

4n+ 7
,

и онда ће неjеднакост важити и за n+1. Приметимо да jе (4n+3)(4n+7) =
((4n+ 5)− 2)((4n+ 5) + 2) = (4n+ 5)2 − 22 < (4n+ 5)2. Дакле, доказали
смо да jе (4n + 3)(4n + 7) < (4n + 5)2. Ако ову неjеднакост поделимо са
(4n+ 5)2(4n+ 7) (што jе позитивно), добићемо да jе

(4n+ 3)(4n+ 7)

(4n+ 5)2(4n+ 7)
<

(4n+ 5)2

(4n+ 5)2(4n+ 7)
,

односно 4n+3
(4n+5)2

< 1
4n+7

. Према томе, на основу претходног образложења,
неjеднакост коjу доказуjемо важи и за n+ 1.

На основу принципа математичке индукциjе, неjеднакост важи за све
n ∈ N.
(б) 2n > n2, за n ≥ 5
База индукциjе (n = 5): 25 = 32 > 25 = 52, па неjеднакост важи за n = 5.
Претпоставимо да неjеднакост важи за неко n ≥ 5, односно да jе 2n > n2.
Тада jе

2n+1 = 2n · 21 = 2n · 2 > n2 · 2 = 2n2.

Ако докажемо да jе 2n2 > (n + 1)2, онда ће бити 2n+1 > 2n2 > (n + 1)2,
што ће значити да неjеднакост коjу доказуjемо важи и за n + 1. Како
jе (n + 1)2 = n2 + 2n + 1 и 2n2 = n2 + n2, довољно jе доказати да jе
n2 > 2n + 1 (додавањем n2 левоj и десноj страни неjеднакости добиjамо
n2 + n2 > n2 + 2n + 1, тj. 2n2 > (n + 1)2). Одузмимо 2n од леве и десне
стране неjеднакости и додаjмо 1. Добиjамо n2−2n+1 > 2n+1−2n+1, тj.
(n− 1)2 > 2, а ова неjеднакост jе тачна, jер jе n ≥ 5. Дакле, n2 > 2n+ 1,
па jе и 2n+1 > 2n2 = n2 +n2 > n2 + 2n+ 1 = (n+ 1)2, односно неjеднакост
важи и за n+ 1.
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Према принципу математичке индукциjе, неjеднакост важи за све
природне броjеве n ≥ 5. Приметимо да jе база индукциjе била n = 5,
а не n = 1. Пошто смо доказали да ако неjеднакост важи за неко n ≥ 5,
онда важи и за n + 1, онда неjеднакост важи и за 5 + 1 = 6, па затим
за 6 + 1 = 7, па затим за 7 + 1 = 8 и тако даље. Дакле, математичка
индукциjа ниjе ограничена на то да се нешто доказуjе за све природне
броjеве n.
(в) 4n

n+1
≤ (2n)!

(n!)2

Свеjедно jе да ли ћемо доказати неjеднакост коjа jе дата или неjед-
накост (2n)!

(n!)2
≥ 4n

n+1
, те ћемо доказати ову другу.

База индукциjе (n = 1): (2·1)!
(1!)2

= 2!
12

= 2
1

= 2, 41

1+1
= 4

2
= 2. Дакле, важи

неjеднакост за n = 1 (jер ако важи =, важи и ≥).
Претпоставимо да неjеднакост важи за неко n, односно да jе (2n)!

(n!)2
≥ 4n

n+1
.

Тада jе

(2(n+ 1))!

((n+ 1)!)2
=

(2n+ 2)!

((n+ 1)n!)2
=

(2n+ 2)(2n+ 1)(2n)!

(n+ 1)2(n!)2

=
2(n+ 1)(2n+ 1)

(n+ 1)2
· (2n)!

(n!)2
≥ 2(2n+ 1)

n+ 1
· 4n

n+ 1
,

па jе довољно доказати да jе 2(2n+1)
(n+1)2

≥ 4
n+2

. Приметимо да jе

2(2n+ 1)(n+ 2) = (4n+ 2)(n+ 2) = 4n2 + 8n+ 2n+ 4

= 4(n2 + 2n+ 1) + 2n = 4(n+ 1)2 + 2n ≥ 4(n+ 1)2,

тj. 2(2n+1)(n+2) ≥ 4(n+1)2. Дељењем ове неjеднакости са (n+1)2(n+2),
коjе jе позитивно, добиjамо

2(2n+ 1)(n+ 2)

(n+ 1)2(n+ 2)
≥ 4(n+ 1)2

(n+ 1)2(n+ 2)
,

односно 2(2n+1)
(n+1)2

≥ 4
n+2

. Сада следи да jе

(2(n+ 1))!

((n+ 1)!)2
≥ 2(2n+ 1)

(n+ 1)2
· 4n ≥ 4

n+ 2
· 4n =

4n+1

n+ 2
,

односно да неjеднакост важи и за n+ 1.
Према принципу математичке индукциjе, неjеднакост важи за све

природне броjеве n ∈ N.
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2 Низови
Шта jе то низ? Низ представља колекциjу броjева, при чему jе важно

да сваки броj има своjу позициjу и да се на свакоj позициjи налази тачно
jедан броj. Дакле, низ би могао бити нешто овако: 1, 3, 2, 5, 4, 5, 6, 2, 6, 9.
Заиста, на првоj позициjи налази се броj 1, на другоj позициjи налази
се броj 3 и тако даље. Приметимо да се броj 2 налази на трећоj и на
осмоj позициjи. Ово jе у реду, jер jе jедини захтев био да се на свакоj
позициjи налази тачно jедан броj. Дакле, позициjа jеднозначно одређуjе
броj у низу, док се исти броj може наћи и на више различитих позициjа.
Ово оправдава следећу, формалну, дефинициjу низа.

Дефинициjа 2.1. Свака функциjа a : N −→ R назива се низом реалних
броjева.

Претходни пример jе био коначни низ, jер ниjе постоjао броj коjи од-
говара jеданаестоj позициjи, дванаестоj позициjи итд. У овоj глави ћемо
под низом броjева подразумевати искључиво бесконачне низове, односно
низове код коjих на свакоj позициjи постоjи неки броj. При томе, броj на
позициjи n, што jе заправо броj a(n) (вредност функциjе a за аргумент
n), означаваћемо са an, а низове ћемо обележавати са (an)n∈N.

Пример 2.1. Низ природних броjева 1, 2, 3, 4, . . . можемо формално за-
писати као низ (an)n∈N, где jе n-ти члан низа, односно броj на n-тоj по-
зициjи, а то означавамо са an, jеднак n-том природном броjу (што jе
заправо броj n), односно an = n.

Пример 2.2. Низ броjева 1, 1
2
, 1
3
, 1
4
, . . . можемо формално записати као

низ (bn)n∈N, где jе bn = 1
n
.

Пример 2.3. Посматраjмо низ броjева (cn)n∈N задат са cn = (−1)n. Ње-
гови чланови су −1, 1,−1, 1, . . . . Дакле, на непарним позициjама овог
низа налази се броj −1, а на парним позициjама броj 1.

Дакле, низови броjева могу бити разни. Неке битне особине коjе низо-
ви могу задовољити су монотоност и ограниченост. Видећемо ове особине
на претходним примерима.

Низ (an)n∈N из примера 2.1. задовољава да му jе сваки следећи члан
низа већи од претходног. Заиста, други члан низа, 2, већи jе од првог
члана, тj. од 1, затим jе трећи члан, 3, већи од другог, 2, и тако даље.
Другим речима, за свако n важи да jе an+1 > an. Такве низове зовемо
растућим низовима. Ако дозволимо jеднакост, односно ако важи да jе
an+1 ≥ an за све n, тада jе у питању неопадаjући низ.
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Слично томе, низ (bn)n∈N има особину да jе сваки следећи члан низа
мањи од претходног. Заиста, други члан низа, 1

2
, већи jе од првог члана,

тj. од 1, затим jе трећи члан, 1
3
, већи од другог, 1

2
, и тако даље. Другим

речима, за свако n важи да jе bn+1 < bn. Такве низове зовемо опадаjућим
низовима. Ако дозволимо jеднакост, односно ако важи да jе bn+1 ≤ bn за
све n, тада jе у питању нерастући низ.

Дефинициjа 2.2. (а) Низ (an)n∈N такав да jе an+1 > an за све n ∈ N
зове се растући низ.
(б) Низ (an)n∈N такав да jе an+1 ≥ an за све n ∈ N зове се неопадаjући
низ.
(в) Низ (an)n∈N такав да jе an+1 < an за све n ∈ N зове се опадаjући низ.
(г) Низ (an)n∈N такав да jе an+1 ≤ an за све n ∈ N зове се нерастући низ.
Низ коjи задовољава неку од ових особина зове се монотон низ. Ако
задовољава особине (а) или (в), онда jе то строго монотон низ.

Низ (bn)n∈N из примера 2.2. има особину да се сви његови чланови
налазе у интервалу [0, 1] (тачниjе, у интервалу (0, 1], jер jе 0 < 1

n
≤ 1 за

све n ∈ N). Дакле, броjеви 0 и 1 ограничаваjу чланове низа (bn)n∈N, па jе
ово пример jедног ограниченог низа.

Низ (cn)n∈N из примера 2.3. има само чланове −1 и 1, коjи се наи-
зменично понављаjу. Дакле, можемо рећи да су сви његови чланови у
интервалу [−1, 1], односно да jе за свако n ∈ N испуњено −1 ≤ cn ≤ 1.
Дакле, и оваj низ jе ограничен, jер га ограничаваjу броjеви −1 и 1.

За разлику од претходних низова, низ (an)n∈N из примера 2.1. ниjе
ограничен. Његови чланови су сви већи од 1 или jеднаки 1, међутим, не
постоjи ниjедан броj b ∈ R од коjег су сви чланови низа мањи. Шта год
бисмо узели за b, довољно jе само узети први природан броj коjи jе већи
од b и сви чланови низа почевши од тог биће већи од b. Дакле, постоjи
доње ограничење низа (an)n∈N, али не постоjи горње ограничење.

Дефинициjа 2.3. (а) Ако постоjи броj a ∈ R такав да jе xn ≥ a за све
n ∈ N, онда jе низ (xn)n∈N ограничен одоздо.
(б) Ако постоjи броj b ∈ R такав да jе xn ≤ b за све n ∈ N, онда jе низ
(xn)n∈N ограничен одозго.
Ако jе низ (xn)n∈N ограничен и одоздо и одозго, онда jе он ограничен низ.

Ако бисмо саM означили већи од броjева |a| и |b|, онда за низ (xn)n∈N
коjи jе ограничен одоздо са a и одозго са b важи −M ≤ xn ≤ M , па
можемо написати да jе |xn| ≤M за све n ∈ N.

Кључна разлика између коначних и бесконачних низова jесте у то-
ме да коначни низ има последњи елемент, док бесконачни низ то нема
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(после сваког члана низа постоjи следећи). Међутим, можемо покуша-
ти да замислимо члан бесконачног низа на позициjи ∞, али то морамо
урадити на неки смислен начин, тj. морамо некако да закључимо коjи
би то броj могао бити на позициjи ∞ у зависности од осталих (правих)
чланова низа.

Низ (bn)n∈N из примера 2.2. има чланове коjи су између 0 и 1. При
томе, што jе већа позициjа n коjу посматрамо, броj на тоj позициjи jе
све мањи и мањи, али и даље jе позитиван. Зато има смисла рећи да би
последњи члан тог низа, односно члан на позициjи ∞ морао бити 0.

Низ (an)n∈N из примера 2.1. има чланове коjи су све већи и већи и ниjе
их могуће ограничити одозго. Пошто не постоjи наjвећи реалан броj, ни-
jедан реалан броj не би могао бити последњи члан овог низа, тj. члан на
позициjи ∞. Заправо, проблем jе у томе што броjеви представљаjу неке
коначне величине. Пошто низ ниjе ограничен, jедини смислени кандидат
за последњи члан низа (an)n∈N jе заправо бесконачност, односно +∞.

За разлику од низова из примера 2.1. и 2.2, низ (cn)n∈N нема никакву
шансу да му се одреди последњи члан. Заиста, коjи броj би могао бити
последњи у низу −1, 1,−1, 1,−1, 1, . . . ? Нема смисла да то буде −1, jер би
после њега требало да иде 1. Нема смисла да буде ни 1, jер би после њега
требало да иде −1. Можда њихова аритметичка средина, тj. −1+1

2
= 0?

То можда и има смисла, али ћемо у овом курсу ипак одбацити ту идеjу
и просто ћемо рећи да за оваj низ не постоjи никакав броj коjи би могао
бити последњи члан низа.

Нагласимо да jе израз последњи члан за (бесконачне) низове погре-
шан и зато га надаље нећемо употребљавати. Уместо тога ћемо говорити
о граничноj вредности низа, познатиjоj под називом лимес низа. Поку-
шаjмо да мало формализуjемо поjам граничне вредности. Пошто то не-
формално треба да буде последњи члан низа, можемо рећи да jе особина,
коjу гранична вредност треба да задовољи, та да се у њеноj околини на-
лазе скоро сви чланови низа. Шта значи околина и шта значи скоро сви
чланови низа?

Замислимо неки позитиван броj ε > 0. Околина би требало да буде
нешто што jе близу, па има смисла рећи да су броjеви из интервала
(a−ε, a+ε) близу броjу a, у смислу да растоjање од њега до a мора бити
мање од ε. Заиста, нека jе x ∈ (a− ε, a+ ε) произвољан. Он задовољава
да jе a − ε < x < a + ε. Одузимањем a овим неjеднакостима добиjамо
−ε < x− a < ε, односно |x− a| < ε. Дакле, растоjање између x и a мање
jе од ε. Из тог разлога се интервал (a− ε, a+ ε) зове ε-околином тачке a.

Посматраjмо сада низ (bn)n∈N из примера 2.2. Рекли смо да има сми-
сла да његов последњи члан, односно гранична вредност, буде броj 0, jер
што гледамо веће позициjе, броjеви постаjу све мањи и мањи, али и да-
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ље остаjу позитивни. Фиксираjмо неко мало ε > 0, рецимо ε = 0.1 Тада
се у ε-околини тачке 0, тj. у интервалу (−0.1, 0.1) налазе сви чланови
низа bn почевши од jеданаесте позициjе. Заиста, члан низа bn на десетоj
позициjи jе b10 = 1

10
= 0.1 и сви чланови низа (bn) након њега су мањи

од 0.1 и позитивни, па самим тим већи и од −0.1. Дакле, сви чланови
низа bn почевши од jеданаесте позициjе припрадаjу ε-околини тачке 0.
Пошто низ (bn) има бесконачно много чланова, првих десет чланова jе
занемарљиво у односу на бесконачно много чланова почевши од jеданае-
стог, па можемо слободно рећи да скоро сви чланови низа (bn) припадаjу
тоj околини.

Ако сматрамо да jе вредност 0.1 за ε превелика, можемо jе смањити,
рецимо на ε = 0.01. Међутим, и даље ће скоро сви чланови низа (bn)
упасти у ε-околину тачке 0, односно сада у интервал (−0.01, 0.01), jер jе
стоти члан низа bn jеднак b100 = 1

100
= 0.01, а сви чланови након њега

су мањи од 0.01 и већи од −0.01 jер су позитивни. Наравно, опет смо
рекли скоро сви чланови низа, jер су првих сто чланова низа, коjи нису
упали у ту околину, занемарљиви у односу на све остале на позициjама од
стоте па надаље (коjих има бесконачно много) коjи jесу. Дакле, термин
скоро сви чланови код низова односи се на чланове низа на позициjама
почевши од неке, jер се сви чланови на претходним позициjама слободно
могу занемарити у односу на све остале коjих има бесконачно много.

Наравно, ε можемо произвољно смањивати, али ћемо приметити да
све док jе ε > 0, у ε-околину тачке 0 упашће скоро сви чланови низа (bn),
тj. можда првих коначно много неће упасти, али ће зато сви чланови
на позициjама почевши од n0-те упасти. Зато имамо следећу, формалну
дефинициjу граничне вредности.

Дефинициjа 2.4. Нека jе (an)n∈N низ. Реалан броj a ∈ R зовемо гра-
ничном вредности низа (an)n∈N ако за свако ε > 0 постоjи неки природан
броj n0 такав да су сви чланови низа (an) на позициjама почевши од n0-те
у ε-околини тачке a, односно да за све n ≥ n0 важи да jе |an − a| < ε. За
низ (an)n∈N коjи има (коначну) граничну вредност a ∈ R кажемо да jе
конвергентан или да конвергира, а чињеницу да jе a гранична вредност
тога низа пишемо lim

n→∞
an = a. Низ коjи не конвергира зове се дивергентан

низ или се каже да низ дивергира.

Дакле, низ (bn)n∈N из примера 2.2. конвергира и његова гранична
вредност jе 0, што записуjемо са lim

n→∞
bn = 0. Такође, пошто jе bn = 1

n
,

онда се пише и lim
n→∞

1
n

= 0.
За низ (cn)n∈N из примера 2.3. не постоjи гранична вредност. Заиста,

нека jе рецимо ε = 0.1. Ако посматрамо ε-околину тачке 1, тj. интервал

13



(0.9, 1.1), у њу не могу упасти скоро сви чланови низа cn, jер чланови низа
иду у редоследу −1, 1,−1, 1,−1, 1,−1, 1, . . . . Дакле, шта год да пробамо
да ставимо за n0, неће сви чланови низа на позициjама после n0-те упасти
у интервал (0.9, 1.1) због чланова −1 на непарним позициjама после n0-
те. Слично важи и за тачку −1, тj. за њену ε-околину (−1.1,−0.9). Шта
год да узмемо за n0, чланови 1 на парним позициjама после n0-те неће
упасти у интервал (−1.1,−0.9). Дакле, броjеви −1 и 1 нису граничне
вредности овог низа. Ниjедан други реалан броj c ∈ R \ {−1, 1} не може
бити гранична вредност, jер jе могуће узети довољно мало ε > 0 такво да
ниjедан члан низа не упадне у интервал (a−ε, a+ε). Нпр, ако бисмо узели
a = 0, добољно jе узети ε = 0.5 и интервалу (−0.5, 0.5) неће припадати
ниjедан члан низа (cn), па самим тим ни скоро сви чланови низа.

А шта ћемо с низом (an)n∈N из примера 2.1? За њега смо рекли да
ниjедан реалан броj не може бити његова гранична вредност, jер низ ни-
jе ограничен, односно након сваког члана низа иду све већи броjеви за
коjе ниjе могуће наћи горње ограничење. Заправо, не постоjи коначно
горње ограничење овог низа, а постоjи jедно тривиjално горње ограни-
чење, а то jе +∞. Треба обратити пажњу да +∞ не сматрамо горњим
ограничењем у смислу дефинициjе 2.3, jер се у њоj захтева да броj b коjи
представља горње ограничење низа буде (коначан) реалан броj, а +∞ то
ниjе! Такође, може се увести поjам околине тачке +∞ и под тиме се сма-
тра сваки интервал (b,+∞). Шта год да jе b ∈ R, постоjи n0 такво да су
сви чланови низа (an) на позициjама почевши од n0-те већи од b, односно
ти чланови низа припадаjу околини (b,+∞) тачке +∞. У смислу слич-
ном као кад jе коначна гранична вредност, казаћемо да jе +∞ гранична
вредност низа an, односно да jе lim

n→∞
an = +∞. Такође, треба приметити

да низ an ниjе конвергентан, jер му jе гранична вредност бесконачна, а
у дефининициjи 2.4. стоjи да низ (an) коjи има коначну граничну вред-
ност, односно за коjи постоjи (коначан) броj a ∈ R такав да jе lim

n→∞
an = 1,

зовемо конвергентним низом. Дакле, низ (an) из примера 2.1. дивергира.

Дефинициjа 2.5. (а) Ако за свако b ∈ R постоjи n0 такво да су сви
чланови низа (an)n∈N на позициjама почевши од n0-те већи од b, односно
да jе an > b за све n ≥ n0, онда пишемо да jе lim

n→∞
an = +∞, али низ

(an)n∈N ниjе конвергентан низ.
(б) Ако за свако a ∈ R постоjи n0 такво да су сви чланови низа (an)n∈N
на позициjама почевши од n0-те мањи од a, односно да jе an < a за све
n ≥ n0, онда пишемо да jе lim

n→∞
an = −∞, али низ (an)n∈N ниjе конвер-

гентан низ.
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Наведимо особине граничне вредности. Ако су (an)n∈N и (bn)n∈N кон-
вергентни низови, тада важи:

lim
n→∞

(an + bn) = lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn

lim
n→∞

(an − bn) = lim
n→∞

an − lim
n→∞

bn

lim
n→∞

(anbn) = lim
n→∞

an lim
n→∞

bn

lim
n→∞

an
bn

=
lim
n→∞

an

lim
n→∞

bn
, ако jе bn 6= 0 и lim

n→∞
bn 6= 0

lim
n→∞

(an)k =
(

lim
n→∞

an

)k
, k ∈ Z, ако jе an 6= 0 и lim

n→∞
an 6= 0

lim
n→∞

(an)p =
(

lim
n→∞

an

)p
, p ∈ Q, ако jе an > 0 и lim

n→∞
an > 0

lim
n→∞

(an)bn =
(

lim
n→∞

an

) lim
n→∞

bn
, ако jе an > 0 и lim

n→∞
an > 0

Треба имати у виду да ове особине важе за конвергентне низове (an) и
(bn), односно да су њихове граничне вредности коначне. Код бесконач-
них граничних вредности већина ових правила важе следећа правила.
Биће наведена неформално, а формални списак правила биће доступан
касниjе.
(1) ∞+ c =∞
(2) +∞+∞ = +∞
(3) −∞−∞ = −∞
(4) +∞−∞ не може директно да се одреди
(5) ∞ · c =∞ ако jе c 6= 0
(6) 0 · ∞ не може директно да се одреди
(7) ∞

c
=∞ ако су чланови низа у имениоцу истог знака

(8) c
∞ = 0

(9) c
0

=∞ ако jе c 6= 0 и чланови низа у имениоцу су истог знака
(10) 0

0
не може директно да се одреди

(11) ∞∞ не може директно да се одреди
(12) 00 не може директно да се одреди
(13) 0−∞ = +∞
(14) 0+∞ = 0
(15) 1∞ не може директно да се одреди
(16) (+∞)0 не може директно да се одреди
(17) (+∞)+∞ = +∞
(18) (+∞)−∞ = 0

2.1. (а) lim
n→∞

n+2
2n+1

= 1
2
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Нека jе ε > 0 произвољно. Треба наћи n0 такав да су сви чланови
низа почевши од n0-те позициjе у ε-околини тачке 1

2
. Другим речима,

треба наћи n0 такво да за све n ≥ n0 важи
∣∣ n+2
2n+1

− 1
2

∣∣ < ε.∣∣∣∣ n+ 2

2n+ 1
− 1

2

∣∣∣∣ < ε∣∣∣∣ 2(n+ 2)

2(2n+ 1)
− 2n+ 1

2(2n+ 1)

∣∣∣∣ < ε∣∣∣∣2n+ 4− 2n− 1

2(2n+ 1)

∣∣∣∣ < ε∣∣∣∣ 3

2(2n+ 1)

∣∣∣∣ < ε

3

2(2n+ 1)
< ε

2n+ 1 >
3

2ε

2n >
3

2ε
− 1 =

3

2ε
− 2ε

2ε
=

3− 2ε

2ε

n >
3− 2ε

4ε

Дакле, довољно jе за n0 узети први природан броj коjи jе већи од 3−2ε
4ε

. Та-
да ће за све n ≥ n0 важити n > 3−2ε

4ε
, односно

∣∣ n+2
2n+1

− 1
2

∣∣ < ε. Према томе,
по дефинициjи jе 1

2
гранична вредност низа n+2

2n+1
, односно lim

n→∞
n+2
2n+1

= 1
2
.

2.2. (а) an = n+1
n+2

Сви чланови низа су позитивни (jер jе n + 1 > 0 и n + 2 > 0. Дакле,
an > 0 за све n. Такође, n+1

n+2
< n+2

n+2
= 1, односно an < 1 за све n. Дакле,

0 < an < 1 за све n, па jе низ (an) ограничен.
(б) bn = 3n2−1

n2+1

Сви чланови низа су позитивни (jер jе 3n2 ≥ 3, па jе 3n2 − 1 ≥ 2 > 0,
а и n2 + 1 > 0), па jе bn > 0 за све n. Такође, 3n2−1

n2+1
< 3n2+3

n2+1
= 3(n2+1)

n2+1
= 3,

односно bn < 3 за све n. Дакле, 0 < 3n2−1
n2+1

< 3, па jе низ (bn) ограничен.
(в) an = n+1

n+2

Сви чланови низа су позитивни (jер jе n + 1 > 0 и n + 2 > 0. Дакле,
an > 0 за све n. Такође, n+1

n+2
< n+2

n+2
= 1, односно an < 1 за све n. Дакле,

0 < an < 1 за све n, па jе низ (an) ограничен.
(г) bn = 3n2−1

n2+1

Сви чланови низа су позитивни (jер jе 3n2 ≥ 3, па jе 3n2 − 1 ≥ 2 > 0,
а и n2 + 1 > 0), па jе bn > 0 за све n. Такође, 3n2−1

n2+1
< 3n2+3

n2+1
= 3(n2+1)

n2+1
= 3,
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односно bn < 3 за све n. Дакле, 0 < 3n2−1
n2+1

< 3, па jе низ (bn) ограничен.
(д) cn = max{n, 5}

Ако jе n < 5, онда jе max{n, 5} = 5, па jе cn = 5. С друге стране, ако
jе n ≥ 5, онда jе max{n, 5} = n, па jе cn = n. Дакле, низ (cn) има чланове
5, 5, 5, 5, 5, 6, 7, 8, 9, . . . , па пошто ниjе могуће наћи горњу границу, као у
примеру 2.1, низ (cn) ниjе ограничен.
(ђ) dn = 2n

n!

Сви чланови низа су позитивни (jер jе 2n > 0 и n! > 0), па jе dn > 0
за све n. Докажимо принципом математичке индукциjе да jе n! > 2n за
све n ≥ 4.
База индукциjе (n = 4): 4! = 4·3·2·1 = 12·2 = 24, 24 = 2·2·2·2 = 4·4 = 16,
па jе 4! > 24, односно неjеднакост важи за n = 4.
Претпоставимо да jе n! > 2n за неко n ≥ 4. Тада jе (n+ 1)! = (n+ 1)n! >
(n+ 1)2n > 2 · 2n = 2n+1, па неjеднакост важи и за n+ 1.

Дакле, на основу принципа математичке индукциjе jе n! > 2n за све
n ≥ 4. Одавде следи да jе dn = 2n

n!
< 1 за све n ≥ 4. Како jе d1 = 21

1!
= 2

1
=

2, d2 = 22

2!
= 4

2·1 = 2 и d3 = 23

3!
= 2·2·2

3·2·1 = 8
6

= 4
3
, следи да jе dn ≤ 2 за све n.

Дакле, 0 < dn ≤ 2, па jе низ (dn) ограничен.

2.3. (а) an = n
n+1

Како jе an+1 − an = n+1
n+2
− n

n+1
= (n+1)2

(n+2)(n+1)
− n(n+2)

(n+2)(n+1)
= n2+2n+1

(n+2)(n+1)
−

n2+2n
(n+2)(n+1)

= 1
(n+2)(n+1)

> 0, следи да jе an+1 > an за све n, односно да jе
(an) растући.
(б) bn = n2 − 8n+ 12

Како jе bn+1 − bn = (n+ 1)2 − 8(n+ 1) + 12− n2 + 8n− 12 = n2 + 2n+
1 − 8n − 8 − n2 + 8n = 2n − 7, следи да jе bn+1 − bn < 0 за n ≤ 3 и да jе
bn+1 − bn > 0 за n ≥ 4. Дакле, bn+1 < bn за n ≤ 3, односно b2 < b1, b3 < b2
и b4 < b3. Такође, bn+1 > bn за n ≥ 4, односно b5 > b4, b6 > b5 и тако даље.
Следи да jе b1 > b2 > b3 > b4 и b4 < b5 < b6 < . . . , односно низ (bn) ниjе
монотон. Прецизниjе, (bn) опада за n између 1 и 4 и расте за n веће од 4.

2.4. (а) lim
n→∞

(
2n+1
3n−5

)3
Посматраjмо низ an = 2n+1

3n−5 . Тражи се lim
n→∞

(an)3. Ако jе низ (an) кон-

вергентан, онда jе lim
n→∞

(an)3 =
(

lim
n→∞

an

)3
, па ћемо прво потражити гра-

ничну вредност низа (an).
Приметимо да jе броjилац 2n+ 1 низ чиjа jе гранична вредност +∞,

а да jе именилац 3n−5 низ чиjа jе гранична вредност такође +∞. Дакле,
не можемо помоћу тога утврдити граничну вредност низа an = 2n+1

3n−5 , већ
морамо урадити нешто друго. У оваквим случаjевима се извлачи наjвећи
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степен у броjиоцу и у имениоцу испред заграде. Добиjамо

an =
2n+ 1

3n− 5
=
n
(
2 + 1

n

)
n
(
3− 5

n

) =
2 + 1

n

3− 5
n

.

За разлику од малопре, сада су броjилац и именилац конвергентни ни-
зови. Заиста, lim

n→∞

(
2 + 1

n

)
= lim

n→∞
2 + lim

n→∞
1
n

= 2 + 0 = 2 и lim
n→∞

(
3− 5

n

)
=

lim
n→∞

3− lim
n→∞

5
n

= 3− 0 = 3, па jе lim
n→∞

an = lim
n→∞

2+ 1
n

3− 5
n

= 2
3
.

Према томе, lim
n→∞

(
2n+1
3n−5

)3
=
(

lim
n→∞

2n+1
3n−5

)3
=
(
2
3

)3
= 23

33
= 8

27
.

2.5.

2.6.

2.7. (а) lim
n→∞

(
1 + 1

2n

)n
Користимо познати лимес lim

n→∞

(
1 + 1

n

)n
= e. Оно што jе важно код

овог лимеса jесте да jе у загради израз облика 1 + 1
u
, где jе u неки израз

коjи тежи ка бесконачности и да се таj исти израз u поjављуjе као степен
на коjи се подиже заграда. У нашем задатку jе израз у загради 1 + 1

2n
,

међутим, степен на коjи подижемо заграду ниjе 2n, већ jе само n. То
можемо поправити, множењем и дељењем са 2. Добиjамо

lim
n→∞

(
1 +

1

2n

)n
= lim

n→∞

(
1 +

1

2n

) 2n
2

= lim
n→∞

((
1 +

1

2n

)2n
) 1

2

.

Уочимо да jе lim
n→∞

(
1 + 1

2n

)2n
= e. Дакле, горњи лимес jе онда jеднак e

1
2 .

(б) lim
n→∞

(
n2+3n+4
n2+2n+2

)2n
Погледаjмо чему тежи израз у загради. Извлачењем n2 и у броjиоцу

и у имениоцу добиjамо

lim
n→∞

(
n2
(
1 + 3

n
+ 4

n2

)
n2
(
1 + 2

n
+ 2

n2

))2n

= lim
n→∞

(
1 + 3

n
+ 4

n2

1 + 2
n

+ 2
n2

)2n

.

Примећуjемо да израз у загради тежи ка 1+0+0
1+0+0

= 1
1

= 1, али да степен
на коjи га подижемо заграду тежи ка ∞. То значи да оваj лимес треба
свести на e. У том циљу додаjмо и одузмимо jединицу почетном изразу
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у загради. Добиjамо

lim
n→∞

(
1 +

n2 + 3n+ 4

n2 + 2n+ 2
− 1

)2n

= lim
n→∞

(
1 +

n2 + 3n+ 4

n2 + 2n+ 2
− n2 + 2n+ 2

n2 + 2n+ 2

)2n

= lim
n→∞

(
1 +

n2 + 3n+ 4− n2 − 2n− 2

n2 + 2n+ 2

)2n

= lim
n→∞

(
1 +

n+ 2

n2 + 2n+ 2

)2n

= lim
n→∞

(
1 +

1
n2+2n+2
n+2

)2n

.

Да би се оваj лимес свео на лимес коjи даjе броj e, потребно jе наместити
да степен на коjи се подиже заграда буде исти као израз у имениоцу
другог сабирка у загради. Да би се то постигло, степен се множи и дели
тим изразом. Дакле,

lim
n→∞

(
1 +

1
n2+2n+2
n+2

)2n

= lim
n→∞

(
1 +

1
n2+2n+2
n+2

)2n·n
2+2n+2
n+2

· n+2

n2+2n+2

.

Коришћењем особина степена, добиjамо

lim
n→∞

(1 +
1

n2+2n+2
n+2

)n2+2n+2
n+2


2n(n+2)

n2+2n+2

.

Израз у наjвећоj загради тежи ка e, па следи да jе краjње решење

e
lim
n→∞

2n(n+2)

n2+2n+2 = e
lim
n→∞

2n2+4n

n2+2n+2

= e
lim
n→∞

n2(2+ 4
n)

n2(1+ 2
n+ 2

n2
)

= e
lim
n→∞

2+ 4
n

1+ 2
n+ 2

n2 = e
2+0

1+0+0 = e
2
1 = e2.

(в) домаћи

2.8. (а) lim
n→∞

1+2+···+n
n2

У задатку 1.1. смо доказали да jе 1+2+ · · ·+n = n(n+1)
2

. Искористимо
то и добиjамо

lim
n→∞

n(n+1)
2

n2
= lim

n→∞

n2+n
2

n2
= lim

n→∞

n2 + n

2n2

= lim
n→∞

n2
(
1 + 1

n

)
2n2

= lim
n→∞

1 + 1
n

2
=

1 + 0

2
=

1

2
.
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(б) домаћи
(в) lim

n→∞

(
1
2

+ 3
22

+ · · ·+ 2n−1
2n

)
Означимо an = 1

2
+ 3

22
+ · · ·+ 2n−1

2n
. Помножимо са 2. Добиjамо 2an =

1 + 3
2

+ 5
22

+ · · ·+ 2n−1
2n−1 . Како jе an = 2an − an, добиjамо

an = 1 +
3

2
+

5

22
+ · · ·+ 2n− 1

2n−1
− 1

2
− 3

22
− · · · − 2n− 3

2n−1
− 2n− 1

2n

= 1 +
3− 1

2
+

5− 3

22
+ · · ·+ 2n− 1− 2n+ 3

2n−1
− 2n− 1

2n

= 1 +
2

2
+

2

22
+ · · ·+ 2

2n−1
− 2n− 1

2n

= 1 + 1 +
1

2
+ · · ·+ 1

2n−2
− 2n− 1

2n
.

Препознаjемо да jе 1 + 1
2

+ · · ·+ 1
2n−2 представља суму геометриjске про-

гресиjе 1 + q+ q2 + · · ·+ qn−2, где jе q = 1
2
. Како jе 1 + q+ q2 + · · ·+ qn−2 =

1−qn−2+1

1−q = 1−qn−1

1−q , следи да jе

an = 1 +
1−

(
1
2

)n−1
1− 1

2

− 2n− 1

2n
,

па jе тражени лимес

lim
n→∞

an = lim
n→∞

(
1 +

1−
(
1
2

)n−1
1− 1

2

− 2n− 1

2n

)

= 1 + lim
n→∞

1−
(
1
2

)n−1
1− 1

2

− lim
n→∞

2n− 1

2n

= 1 +
1− 0

1− 1
2

− lim
n→∞

2n− 1

2n

= 1 +
1
1
2

− lim
n→∞

2n− 1

2n

= 1 + 2− lim
n→∞

2n− 1

2n
= 3− 0 = 3.

Обjашњење зашто jе lim
n→∞

2n−1
2n

= 0 видећемо у задатку 2.10.

(г) lim
n→∞

(
1
1·2 + 1

2·3 + · · ·+ 1
n(n+1)

)
У задатку 1.1. смо доказали да jе 1

1·2 + 1
2·3 + · · ·+ 1

n(n+1)
= n

n+1
, па jе

lim
n→∞

(
1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ · · ·+ 1

n(n+ 1)

)
= lim

n→∞

n

n+ 1
= lim

n→∞

n

n
(
1 + 1

n

)
= lim

n→∞

1

1 + 1
n

=
1

1
= 1.
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2.9. (а) an = 1
n!

Како jе n! ≥ n, за сваки природни броj n, следи да jе 0 < 1
n!
≤ 1

n
. Како

jе lim
n→∞

1
n

= 0, на основу теореме о два полицаjца следи да jе lim
n→∞

1
n!

= 0.

(б) an = cn

n!
, c > 0

Да бисмо доказали конвергенциjу низа (an)n∈N, доказаћемо да jе мо-
нотон и ограничен. Како jе an+1 = cn+1

(n+1)!
= c·cn

(n+1)n!
= c

n+1
· cn
n!

= c
n+1

an, следи
да jе an+1 − an = c

n+1
an − an =

(
c

n+1
− 1
)
an =

(
c

n+1
− n+1

n+1

)
an = c−n−1

n+1
an.

Како jе an = cn

n!
и c > 0, следи да jе an > 0 за све природне броjеве n.

Такође, c − n − 1 > 0 за све n мање од c − 1. Дакле, an+1 − an > 0 за
све n коjи су мањи од c − 1, а an+1 − an < 0 за све n коjи су већи од
c − 1. Значи, низ (an)n∈N ниjе монотон, jер jе растући за n између 1 и
c − 1, а опадаjући за n веће од c − 1. За примену теореме о монотоном
и ограниченом низу ниjе неопходно да низ буде монотон, већ jе довољно
да буде монотон почевши од неког члана. Пошто jе (an)n∈N опадаjући
почевши од n0-тог члана, где jе n0 први природан броj већи од c − 1, и
пошто jе ограничен одоздо, jер jе an > 0 за све n, следи да низ (an)n∈N
конвергентан, односно да постоjи коначна гранична вредност lim

n→∞
an.

Присетимо се да jе lim
n→∞

(xnyn) = lim
n→∞

xn lim
n→∞

yn ако су низови xn и yn
конвегентни. Нека jе lim

n→∞
an = a. Тада jе lim

n→∞
an+1 = a. Како jе низ c

n+1

конвергентан, као и низ an, следи да jе

a = lim
n→∞

an+1 = lim
n→∞

(
c

n+ 1
· an
)

= lim
n→∞

c

n+ 1
· lim
n→∞

an = 0 · a = 0.

Дакле, lim
n→∞

an = 0, тj. lim
n→∞

cn

n!
= 0.

2.10. (а) lim
n→∞

n
bn

= 0, b > 1

Нека jе an = n
bn
. Тада jе an+1 = n+1

bn+1 = n
n
· n+1
b·bn = n+1

b·n ·
n
bn

= n+1
b·n · an, па

jе an+1 − an = n+1
b·n an − an =

(
n+1
b·n − 1

)
an =

(
n+1
b·n −

b·n
b·n

)
an = n+1−b·n

b·n an =
1−(b−1)·n

b·n an. Важи да jе an = n
bn

> 0 за све n и b · n > 0 за све n, а
1 − (b − 1) · n > 0 ако jе (b − 1) · n < 1, односно n < 1

b−1 (због b > 1
следи да jе b− 1 > 0, па се дељењем не мења знак неjеднакости). Дакле,
низ (an)n∈N jе растући за n између 1 и 1

b−1 , а опадаjући за n веће од 1
b−1 .

За примену теореме о монотоном и ограниченом низу довољно jе да низ
буде монотон почевши од неког члана. Пошто jе низ (an)n∈N опадаjући
почевши од n0-тог члана, где jе n0 први природан броj већи од 1

b−1 и
пошто jе ограничен одоздо, jер jе an > 0 за све n, следи да jе низ (an)n∈N
конвергентан.
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Нека jе a = lim
n→∞

an. Тада jе и lim
n→∞

an+1, па jе

a = lim
n→∞

an+1 = lim
n→∞

(
n+ 1

b · n
· an
)

= lim
n→∞

(
n
(
1 + 1

n

)
b · n

· an

)

= lim
n→∞

(
1 + 1

n

b
· an
)

= lim
n→∞

1 + 1
n

b
· lim
n→∞

an =
1 + 0

b
· a =

1

b
· a.

Дакле, a − 1
b
· a = 0, тj. a

(
1− 1

b

)
= 0. Како jе b 6= 1, следи да jе

1− 1
b
6= 0, па мора бити a = 0. Дакле, lim

n→∞
an = 0.

(б) lim
n→∞

nk

an
= 0, a > 1, k ∈ N

Нека jе b = k
√
a. Тада jе bk = a, па jе nk

an
= nk

(bk)n
= nk

bkn
= nk

(bn)k
=
(
n
bn

)k.
Како jе a > 1, онда jе и b = k

√
a > 1, па jе lim

n→∞
nk

an
= lim

n→∞

(
n
bn

)k
=(

lim
n→∞

n
bn

)k
= 0k = 0.

(в) lim
n→∞

nqn = 0, |q| < 1

Ако jе q = 0, онда jе nqn = 0 за све n, па jе и lim
n→∞

nqn = lim
n→∞

0 = 0.
Нека jе q 6= 0. За сваки реални броj a важи да jе −|a| ≤ a ≤ |a|, па

jе −|nqn| ≤ nqn ≤ |nqn|. Важи да jе |nqn| = |n||qn| = n|q|n (jер jе n > 0,
па jе |n| = n). Дакле, −n|q|n ≤ nqn ≤ n|q|n. Означимо b = 1

|q| . Тада jе
n|q|n = n · 1

bn
= n

bn
, па jе − n

bn
≤ nqn ≤ n

bn
. Из |q| < 1 следи да jе b > 1, а

из дела (а) следи да jе lim
n→∞

n
bn

= 0, па на основу теореме о два полицаjца
следи да jе и lim

n→∞
nqn = 0.

(г) домаћи
(д) lim

n→∞
n
√
a = 1, a > 0

Пре него што докажемо ово, докажимо следећу неjеднакост, познату
под именом Бернулиjева неjеднакост:

(1 + x)n ≥ 1 + nx, за све n ∈ N, ако jе x ≥ −1.

Ову неjеднакост доказаћемо принципом математичке индукциjе.
База индукциjе (n = 1): (1 + x)1 = 1 + x = 1 + 1 · x, па jе неjеднакост
испуњена (ако важи =, важи и ≥).
Претпоставимо да неjеднакост важи за неко n и докажимо да онда важи
и за n+ 1. Важи

(1 + x)n+1 = (1 + x)n(1 + x) ≥ (1 + nx)(1 + x)

= 1 + x+ nx+ nx2 = 1 + (n+ 1)x+ nx2 ≥ 1 + (n+ 1)x.
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При томе, битно jе да jе x ≥ −1, jер онда из индуктивне претпоставке
(1 + x)n ≥ 1 + nx множењем обеjу страну неjеднакости броjем 1 + x ≥ 0
не мењамо знак неjеднакости. Такође, за сабирак nx2 важи nx2 ≥ 0, па
отуд следи последња неjеднакост.

Према принципу математичке индукциjе следи да jе (1+x)n ≥ 1+nx,
за све n ∈ N, ако jе x ≥ −1.

Претпоставимо прво да jе a > 1. Нека jе xn = n
√
a. Тада jе xn ≥ 1, за

све природне броjеве n. Такође, a = xnn = (1 + (xn − 1))n ≥ 1 + n(xn − 1),
па jе a−1 ≥ n(xn−1), тj. xn−1 ≤ a−1

n
. Дакле, добиjамо 1 ≤ xn ≤ 1+ a−1

n
,

па пошто jе lim
n→∞

(
1 + a−1

n

)
= 1, на основу теореме о два полицаjца следи

да jе lim
n→∞

n
√
a = 1.

Ако jе a = 1, онда jе n
√
a = n
√

1 = 1, па jе lim
n→∞

n
√
a = lim

n→∞
1 = 1.

Ако jе 0 < a < 1, онда jе b = 1
a
> 1, па jе lim

n→∞
n
√
a = lim

n→∞
n

√
1
b

=

lim
n→∞

1
n√
b

= 1
lim
n→∞

n√
b

= 1
1

= 1 (коришћено jе lim
n→∞

n
√
b = 1 за све b > 1).

(ђ) lim
n→∞

n
√
n = 1

Пре него што докажемо ово, докажимо следећу неjеднакост (уопште-
ње Бернулиjеве неjеднакости):

(1 + x)n ≥ 1 + nx+
n(n− 1)

2
x2, за све n ∈ N, ако jе x ≥ 0.

Ову неjеднакост доказаћемо принципом математичке индукциjе.
База индукциjе (n = 1): (1+x)1 = 1+x = 1+x+0 ·x2 = 1+1 ·x+ 1(1−1)

2
x2,

па jе неjеднакост испуњена (ако важи =, важи и ≥).
Претпоставимо да неjеднакост важи за неко n и докажимо да онда важи
и за n+ 1. Важи

(1 + x)n+1 = (1 + x)n(1 + x) ≥
(

1 + nx+
n(n− 1)

2
x2
)

(1 + x)

= 1 + x+ nx+ nx2 +
n(n− 1)

2
x2 +

n(n− 1)

2
x3

≥ 1 + (n+ 1)x+

(
n+

n(n− 1)

2

)
x2

= 1 + (n+ 1)x+

(
2n

2
+
n2 − n

2

)
x2

= 1 + (n+ 1)x+
n2 + n

2
x2

= 1 + (n+ 1)x+
(n+ 1)n

2
x2.
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При томе, битно jе да jе x ≥ 0, jер онда из индуктивне претпоставке
(1 + x)n ≥ 1 + nx+ n(n−1)

2
x2 множењем обеjу страну неjеднакости броjем

1 + x ≥ 1 > 0 не мењамо знак неjеднакости. Такође, за сабирак n(n−1)
2

x3

важи n(n−1)
2

x3 ≥ 0, jер jе x ≥ 0, па отуд следи последња неjеднакост.
Дакле, према принципу математичке индукциjе доказано jе да важи

(1 + x)n ≥ 1 + nx+ n(n−1)
2

x2, за све n ∈ N, ако jе x ≥ 0.
Нека jе xn = n

√
n. Тада jе xn ≥ 1 за све n ∈ N, па на основу претходне

неjеднакости важи n = xnn = (1+(xn−1))n ≥ 1+n(xn−1)+n(n−1)
2

(xn−1)2 ≥
n(n−1)

2
(xn − 1)2. Следи да jе n ≥ n(n−1)

2
(xn − 1)2, па jе 2

n−1 ≥ (xn − 1)2, за

све n > 1. Оба броjа су позитивна, па кореновањем добиjамо
√

2
n−1 ≥

xn − 1 (jер jе xn ≥ 1, тj. xn − 1 ≥ 0), па jе 1 ≤ xn ≤ 1 +
√

2
n−1 . Како

jе lim
n→∞

(
1 +

√
2

n−1

)
= 1, на основу теореме о два полицаjца следи да jе

lim
n→∞

xn = 1, односно да jе lim
n→∞

n
√
n = 1.

(е) lim
n→∞

loga n
n

= 0, a > 1

Jедноставно добиjамо да jе loga
n
√
n = loga n

1
n = 1

n
loga n = loga n

n
. Како

jе малопре доказано да jе lim
n→∞

n
√
n = 1, следи да jе

lim
n→∞

loga n

n
= lim

n→∞
loga

n
√
n = loga

(
lim
n→∞

n
√
n
)

= loga 1 = 0.

Вратимо се низу cn = (−1)n из примера 2.3. Он нема граничну вред-
ност. Jедини кандидати за граничну вредност су били −1 и 1, а за њих
смо доказали да нису граничне вредности тако што смо утврдили да за
ε = 0.1 у ε–околину (0.9, 1.1) тачке 1 не можемо сместити све чланове
низа (cn) почевши од n0-те позициjе, jер шта год одабрали за n0, сваки
други члан низа биће −1, што не упада у посматрану ε–околину. Слично
jе и за ε–околину (−1.1,−0.9) тачке −1, jер шта год одабрали за n0, ниjе
могуће сместити све чланове низа почевши од n0-те позициjе, jер ће сва-
ки други члан бити 1, што не припада посматраноj ε–околини. Међутим,
иако тачке −1 и 1 нису граничне вредности овог низа, ипак имаjу неко
занимљиво своjство. Приметимо да ниjе било могуће у ε–околину тачке
1 сместити све чланове низа (cn) почевши од неке позициjе n0, али jе
ипак бесконачно много чланова низа упало у посматрану ε–околину (то
су сви чланови низа коjи се налазе на непарним позициjама, коjих има
бесконачно много). Исто jе важило и за ε–околину тачке −1, односно у
њу jе упало бесконачно много чланова низа (сви чланови на парним по-
зициjама, коjих такође има бесконачно много). Оваквим тачкама даjемо
посебно име.
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Дефинициjа 2.6. Тачка a ∈ R назива се тачком нагомилавања низа
(an)n∈N ако jе за свако ε > 0 у ε–околину (a − ε, a + ε) тачке a могуће
сместити бесконачно много чланова низа (an)n∈N.

Гранична вредност низа увек представља његову тачку нагомилава-
ња. Заиста, ако jе a = lim

n→∞
an, онда за свако ε > 0 постоjи n0 такво да

сви чланови низа (an) почевши од n0-те позициjе припадаjу ε–околини
(a−ε, a+ε) тачке a, а чланова низа на позициjима n ≥ n0 има бесконачно
много. Обрнуто не мора да важи, као што смо видели на примеру низа
cn = (−1)n из примера 2.3. Наравно, тачке −1 и 1 jесу тачке нагомила-
вања низа (cn).

Назив тачка нагомилавања jе такав зато што се око ње гомилаjу чла-
нови низа (колико год малу околину те тачке посматрали, у њоj се налази
бесконачно много чланова низа, односно они се гомилаjу око ње). Гра-
нична вредност низа такође представља тачку нагомилавања, при чему
се захтева да се око ње гомилаjу редом сви чланови низа почевши од
неке позициjе, без прескакања. Постоjи jош тесниjа веза између гранич-
не вредности и тачке нагомилавања, а за њу jе потребно знати шта се
сматра поднизом неког низа.

Дефинициjа 2.7. Нека jе (nk)k∈N растући низ природних броjева, од-
носно нека jе n1 < n2 < · · · < nk < . . . и сви nk су природни броjеви.
Ако jе (an)n∈N неки низ реалних броjева, онда jе низ (ank)k∈N подниз низа
(an)n∈N.

Другим речима, низ (nk)k∈N представља (бесконачан) низ позициjа са
коjих бирамо чланове низа (an)n∈N коjе ћемо сместити у подниз. Под-
низ низа jе заправо низ сачињен од чланова полазног низа, при чему
се чува њихов редослед, али се не мораjу бирати узастопно, већ неким
прозвољних редоследом.

Пример 2.4. Нека jе nk = 2k низ парних природних броjева. Тада jе
(cnk)k∈N подниз низа cn = (−1)n сачињен искључиво од чланова низа
cn на парним позициjама. Његови чланови су cnk = c2k = (−1)2k = 1.
Приметимо да jе, за разлику од низа (cn), подниз (cnk) конвергентан и
његова гранична вредност jе 1, што jе jедна од тачака нагомилавања низа
(cn).

Пример 2.5. Из низа cn = (−1)n могуће jе издвоjити и подниз сачињен
од чланова на непарним позициjама. У питању jе онда подниз (cnk)k∈N,
где jе nk = 2k− 1, k ∈ N, низ непарних природних броjева. Чланови овог
подниза низа (cn) су cnk = c2k−1 = (−1)2k−1 = −1. И оваj подниз низа
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(cn) jе конвергентан и његова гранична вредност jе −1, што представља
другу тачку нагомилавања низа (cn).

Из претходна два примера можемо доћи до следећег закључка. Наи-
ме, тачке нагомилавања низа нису ништа друго него граничне вредности
специjално одабраних поднизова. Дакле, да бисмо нашли тачке нагоми-
лавања неког низа, потребно jе погодно одабрати његове поднизове и на-
ћи њихове граничне вредности. Нагласимо, само, да jе из низа cn = (−1)n

било могуће извући и другачиjе поднизове, нпр. подниз (cnk)k∈N одређен
са nk = 3k, односно подниз одређен члановима полазног низа на по-
зициjама коjе су дељиве са 3, међутим, такав подниз ниjе користан за
одређивање тачака нагомилавања, jер он нема граничну вредност. Заи-
ста, његови чланови су cnk = c3k = (−1)3k = ((−1)3)k = (−1)k, а таj низ
нема граничну вредност.

2.11. an = (1+(−1)n)n2+n
3n2−1 + cos 2nπ

3

Да бисмо утврдили шта су тачке нагомилавања низа (an), утврдимо
прво коjе jе поднизове наjзгодниjе посматрати. Изрази (−1)n и cos 2nπ

3

имаjу коначан скуп вредности коjе могу узети и те вредности се пери-
одично понављаjу. Вредности коjе израз (−1)n може узети су −1 и 1 и
период понављања ових вредности jе 2. С друге стране, из тригономе-
триjе знамо да jе cos(ax) периодична функциjа и да jе њен пeриод 2π

a
.

Дакле, cos 2nπ
3

се понавља са периодом 2π
2π
3

= 3 и вредности коjе узима су:

cos
2 · 1 · π

3
= cos

2π

3
= −1

2
,

cos
2 · 2 · π

3
= cos

4π

3
= −1

2
,

cos
2 · 3 · π

3
= cos 2π = 1.

Наjмањи заjеднички садржалац броjева 2 и 3 jе 6. Зато ћемо посматрати
поднизове (ank)k∈N одређене следећим низовима (nk):
1◦ nk = 6k

Тада jе

ank = a6k =
(1 + (−1)6k)(6k)2 + 6k

3(6k)2 − 1
+ cos

2 · (6k)π

3

=
(1 + 1)36k2 + 6k

3 · 36k2 − 1
+ cos(2 · (2k)π)

=
2 · 36k2 + 6k

108k2 − 1
+ cos(4kπ) =

72k2 + 6k

108k2 − 1
+ 1.
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Гранична вредност овог подниза jе

lim
k→∞

(
72k2 + 6k

108k2 − 1
+ 1

)
= lim

k→∞

k2
(
72 + 6

k

)
k2
(
108− 1

k2

) + 1

= lim
k→∞

72 + 6
k

108− 1
k2

+ 1 =
72 + 0

108− 0
+ 1

=
72

108
+ 1 =

2 · 36

3 · 36
+ 1 =

2

3
+ 1 =

2

3
+

3

3
=

5

3
.

Дакле, тачка 5
3
jе тачка нагомилавања низа (an), jер се око ње гомилаjу

чланови низа на позициjама коjе су дељиве са 6.
2◦ nk = 6k + 1

Тада jе

ank = a6k+1 =
(1 + (−1)6k+1)(6k + 1)2 + 6k + 1

3(6k + 1)2 − 1
+ cos

2 · (6k + 1)π

3

=
(1 + (−1))(6k + 1)2 + 6k + 1

3 · (36k2 + 12k + 1)− 1
+ cos

(
2 · (6k)π

3
+

2π

3

)
=

0 · (6k + 1)2 + 6k + 1

108k2 + 36k + 3− 1
+ cos

(
4kπ +

2π

3

)
=

6k + 1

108k2 + 36k + 2
+ cos

2π

3
=

6k + 1

108k2 + 36k + 2
− 1

2
.

Гранична вредност овог подниза jе

lim
k→∞

(
6k + 1

108k2 + 36k + 2
− 1

2

)
= lim

k→∞

k
(
6 + 1

k

)
k2
(
108 + 36

k
+ 2

k2

) − 1

2

= lim
k→∞

6 + 1
k

k
(
108 + 36

k
+ 2

k2

) − 1

2

= 0− 1

2
= −1

2
.

Дакле, тачка −1
2
jе тачка нагомилавања низа (an), jер се око ње гомилаjу

чланови низа на позициjама коjе даjу остатак 1 при дељењу са 6.
3◦ nk = 6k + 2
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Тада jе

ank = a6k+2 =
(1 + (−1)6k+2)(6k + 2)2 + 6k + 2

3(6k + 2)2 − 1
+ cos

2 · (6k + 2)π

3

=
(1 + 1)(6k + 2)2 + 6k + 2

3 · (36k2 + 24k + 4)− 1
+ cos

(
2 · (6k)π

3
+

4π

3

)
=

2 · (36k2 + 24k + 4) + 6k + 2

108k2 + 72k + 12− 1
+ cos

(
4kπ +

4π

3

)
=

72k2 + 48k + 8 + 6k + 2

108k2 + 72k + 11
+ cos

4π

3
=

72k2 + 54k + 10

108k2 + 72k + 11
− 1

2
.

Гранична вредност овог подниза jе

lim
k→∞

(
72k2 + 54k + 10

108k2 + 72k + 11
− 1

2

)
= lim

k→∞

k2
(
72 + 54

k
+ 10

k2

)
k2
(
108 + 72

k
+ 11

k2

) − 1

2

= lim
k→∞

72 + 54
k

+ 10
k2

108 + 72
k

+ 11
k2

− 1

2

=
72 + 0 + 0

108 + 0 + 0
− 1

2

=
72

108
− 1

2
=

2 · 36

3 · 36
− 1

2

=
2

3
− 1

2
=

4

6
− 3

6
=

1

6
.

Дакле, тачка 1
6
jе тачка нагомилавања низа (an), jер се око ње гомилаjу

чланови низа на позициjама коjе даjу остатак 2 при дељењу са 6.
4◦ nk = 6k + 3

Тада jе

ank = a6k+3 =
(1 + (−1)6k+3)(6k + 3)2 + 6k + 3

3(6k + 3)2 − 1
+ cos

2 · (6k + 3)π

3

=
(1 + (−1))(6k + 3)2 + 6k + 3

3 · (36k2 + 36k + 9)− 1
+ cos

2 · 3(2k + 1)π

3

=
0 · (6k + 3)2 + 6k + 3

108k2 + 108k + 27− 1
+ cos(2(2k + 1)π)

=
6k + 3

108k2 + 108k + 26
+ 1 =

6k + 3

108k2 + 108k + 25
+ 1.
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Гранична вредност овог подниза jе

lim
k→∞

(
6k + 3

108k2 + 108k + 25
+ 1

)
= lim

k→∞

k
(
6 + 3

k

)
k2
(
108 + 108

k
+ 26

k2

) + 1

= lim
k→∞

6 + 1
k

k
(
108 + 108

k
+ 26

k2

) + 1

= 0 + 1 = 1.

Дакле, тачка 1 jе тачка нагомилавања низа (an), jер се око ње гомилаjу
чланови низа на позициjама коjе даjу остатак 3 при дељењу са 6.
5◦ nk = 6k + 4

Тада jе

ank = a6k+4 =
(1 + (−1)6k+4)(6k + 2)2 + 6k + 4

3(6k + 4)2 − 1
+ cos

2 · (6k + 4)π

3

=
(1 + 1)(6k + 2)2 + 6k + 2

3 · (36k2 + 48k + 16)− 1
+ cos

2 · (6k + 3 + 1)π

3

=
2 · (36k2 + 48k + 16) + 6k + 4

108k2 + 144k + 48− 1
+ cos

(
2(6k + 3)π

3
+

2π

3

)
=

72k2 + 96k + 32 + 6k + 4

108k2 + 144k + 47
+ cos

(
2 · 3(2k + 1)π

3
+

2π

3

)
=

72k2 + 102k + 36

108k2 + 144k + 47
+ cos

(
2 · (2k + 1)π +

2π

3

)
=

72k2 + 102k + 36

108k2 + 144k + 47
+ cos

2π

3
=

72k2 + 102k + 36

108k2 + 144k + 47
− 1

2
.

Гранична вредност овог подниза jе

lim
k→∞

(
72k2 + 102k + 36

108k2 + 144k + 47
− 1

2

)
= lim

k→∞

k2
(
72 + 102

k
+ 36

k2

)
k2
(
108 + 144

k
+ 47

k2

) − 1

2

= lim
k→∞

72 + 102
k

+ 36
k2

108 + 144
k

+ 47
k2

− 1

2

=
72 + 0 + 0

108 + 0 + 0
− 1

2

=
72

108
− 1

2
=

2 · 36

3 · 36
− 1

2

=
2

3
− 1

2
=

4

6
− 3

6
=

1

6
.

Тачку 1
6
смо већ добили као тачку нагомилавања низа (an). Дакле, око

тачке 1
6
не гомилаjу се само чланови низа на позициjама коjе даjу остатак
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2 при дељењу са 6, већ и чланови низа на позициjама коjе даjу остатак
4 при дељењу са 6.
6◦ nk = 6k + 5

Тада jе

ank = a6k+5 =
(1 + (−1)6k+5)(6k + 5)2 + 6k + 5

3(6k + 5)2 − 1
+ cos

2 · (6k + 5)π

3

=
(1 + (−1))(6k + 5)2 + 6k + 5

3 · (36k2 + 60k + 25)− 1
+ cos

2 · (6k + 3 + 2)π

3

=
0 · (6k + 5)2 + 6k + 5

108k2 + 180k + 75− 1
+ cos

(
2(6k + 3)π

3
+

4π

3

)
=

6k + 5

108k2 + 180k + 74
+ cos

(
2 · 3(2k + 1)π

3
+

4π

3

)
=

6k + 5

108k2 + 180k + 74
+ cos

(
2(2k + 1)π +

4π

3

)
=

6k + 5

108k2 + 180k + 74
+ cos

4π

3
=

6k + 5

108k2 + 180k + 74
− 1

2
.

Гранична вредност овог подниза jе

lim
k→∞

(
6k + 5

108k2 + 180k + 74
− 1

2

)
= lim

k→∞

k
(
6 + 5

k

)
k2
(
108 + 180

k
+ 74

k2

) − 1

2

= lim
k→∞

6 + 5
k

k
(
108 + 180

k
+ 74

k2

) − 1

2

= 0− 1

2
= −1

2
.

Тачку 1
6
смо већ добили као тачку нагомилавања низа (an). Дакле, око

тачке −1
2
не гомилаjу се само чланови низа на позициjама коjе даjу оста-

так 1 при дељењу са 6, већ и чланови низа на позициjама коjе даjу остатак
5 при дељењу са 6.

Дакле, тачке нагомилавања низа (an) су 5
3
, −1

2
, 1

6
и 1.

2.12. an =
(
2n+3
2n+1

)n
+ A sin nπ

2
. (а) Вредности sin nπ

2
се периодично пона-
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вљаjу. Период jе 2π
π
2

= 4. Дакле, sin nπ
2

узима вредности

sin
1π

2
= sin

π

2
= 1,

sin
2π

2
= sin π = 0,

sin
3π

2
= −1,

sin
4π

2
= sin 2π = 0.

Раздвоjмо низ an на збир низова bn =
(
2n+3
2n+1

)n и cn = A sin nπ
2
. Низ bn jе

конвергентан, jер jе

lim
n→∞

bn = lim
n→∞

(
2n+ 3

2n+ 1

)n
= lim

n→∞

(
1 +

2n+ 3

2n+ 1
− 1

)n
= lim

n→∞

(
1 +

2n+ 3

2n+ 1
− 2n+ 1

2n+ 1

)n
= lim

n→∞

(
1 +

2

2n+ 1

)n
= lim

n→∞

(
1 +

1
2n+1

2

)n

= lim
n→∞

(
1 +

1
2n+1

2

)n· 2n+1
2
· 2
2n+1

= lim
n→∞

((
1 +

1
2n+1

2

) 2n+1
2

) 2n
2n+1

= e
lim
n→∞

n·2
n·(2+ 1

n) = e
lim
n→∞

2

2+ 1
n = e

2
2+0 = e

2
2 = e1 = e.

То значи да било коjи његов подниз (bnk)k∈N конвергира ка истоj гранич-
ноj вредности (jер jе e jедина тачка нагомилавања низа (bn)). С друге
стране, за низ cn = A sin nπ

2
посматраћемо следеће поднизове:

1◦ nk = 4k
Тада jе cnk = c4k = A sin 4kπ

2
= A sin 2kπ = 0. Дакле, lim

k→∞
ank =

lim
k→∞

(bnk + cnk) = lim
k→∞

bnk + lim
k→∞

cnk = e + 0 = e, па jе e тачка нагоми-
лавања низа (an) и око ње се гомилаjу чланови тог низа на позициjама
коjе су дељиве са 4.
2◦ nk = 4k + 1

Тада jе cnk = c4k+1 = A sin (4k+1)π
2

= A sin
(
4kπ
2

+ π
2

)
= A sin

(
2kπ + π

2

)
=

A sin π
2

= A. Дакле, lim
k→∞

ank = lim
k→∞

(bnk + cnk) = lim
k→∞

bnk + lim
k→∞

cnk = e+A,
па jе e+ A тачка нагомилавања низа (an) и око ње се гомилаjу чланови
тог низа на позициjама коjе даjу остатак 1 при дељењу са 4.
3◦ nk = 4k + 2
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Тада jе cnk = c4k+2 = A sin (4k+2)π
2

= A sin
(
4kπ
2

+ 2π
2

)
= A sin(2kπ+π) =

A sin π = 0. Дакле, lim
k→∞

ank = lim
k→∞

(bnk + cnk) = lim
k→∞

bnk + lim
k→∞

cnk = e+0 =

e. Тачка e jе већ тачка нагомилавања низа (an). Дакле, око ње се не
гомилаjу само чланови низа (an) на позициjама коjе су дељиве са 4, већ
и чланови низа на позициjама коjе даjу остатак 2 при дељењу са 4. Може
се рећи да се око тачке 0 гомилаjу чланови низа (an) на позициjама коjе
су дељиве са 2.
4◦ nk = 4k + 3

Тада jе cnk = c4k+3 = A sin (4k+3)π
2

= A sin
(
4kπ
2

+ 3π
2

)
= A sin

(
2kπ + 3π

2

)
=

A sin 3π
2

= −A. Дакле, lim
k→∞

ank = lim
k→∞

(bnk+cnk) = lim
k→∞

bnk+ lim
k→∞

cnk = e−A,
па jе e − A тачка нагомилавања низа (an) и око ње се гомилаjу члано-
ви низа (an) на позициjама коjе даjу остатак 3 при дељењу са 4. Дакле,
тачке нагомилавања низа (an) су e, e+A и e−A. (б) Да би низ (an) био
конвергентан, он мора имати тачно jедну тачку нагомилавања. То значи
да мора бити e = e + A = e − A. Ово jе могуће само ако jе A = 0, што
значи да jе (an) конвергентан за A = 0.

3 Редови
Ако треба сабрати 2 броjа a1 и a2, то обично пишемо као a1 + a2.

Некад желимо сабрати n броjева a1, a2, . . . , an. Тада можемо писати a1 +

a2 + · · ·+an, а можемо писати и
n∑
i=1

ai. Оваj израз читамо као суму (збир)

броjева ai када i иде од 1 до n. Заправо, променљива i представља броjач
коjим броjимо до ког сабирка смо дошли. Ово jош можемо схватити као
да имамо коначан низ броjева a1, a2, . . . , an и да се променљива i креће по
позициjама у том коначном низу и да у сваком следећем кораку додаjемо
следећи члан овог коначног низа.

Редови ће нам представљати бесконачне суме, односно сабираћемо
бесконачно много елемената (све елементе неког (бесконачног) низа ре-
алних броjева). Формална дефинициjа jе следећа.

Дефинициjа 3.1. Нека jе (an)n∈N низ реалних броjева. Формираjмо низ

(Sn)n∈N где jе Sn =
n∑
i=1

ai збир првих n чланова тог низа. Тада jе ред
∞∑
n=1

an гранична вредност низа (Sn), односно гранична вредност низа зби-

рова првих n чланова низа. Уколико постоjи коначна гранична вредност

lim
n→∞

Sn = S, тада кажемо да ред
∞∑
n=1

an конвергира и да jе S његова сума

32



(пишемо
∞∑
n=1

an = S). Уколико, пак, не постоjи гранична вредност lim
n→∞

Sn

или jе она jеднака +∞ или −∞, онда кажемо да ред
∞∑
n=1

an дивергира

и у случаjу да jе гранична вредност бесконачна пишемо
∞∑
n=1

an = +∞,

односно
∞∑
n=1

an = −∞.

3.1. (а)
∞∑
n=0

(
2
5

)n
По дефинициjи jе

∞∑
n=0

(
2
5

)n
= lim

n→∞

n∑
i=0

(
2
5

)i. Израчунаjмо коначну суму
n∑
i=0

(
2
5

)i. Из задатка 1.1. знамо да jе
n∑
i=0

xi = 1 + x+ x2 + · · ·+ xn = xn+1−1
x−1 ,

па специjално за x = 2
5
важи да jе

n∑
i=0

(
2
5

)i
=

( 2
5)
n+1
−1

2
5
−1 . Гранична вредност

низа ових коначних сума jе lim
n→∞

( 2
5)
n+1
−1

2
5
−1 = 0−1

2
5
− 5

5

= −1
− 3

5

= 5
3
. Према томе,

ред
∞∑
n=0

(
2
5

)n конвергира и његова сума jе jеднака 5
3
.

(б)
∞∑
n=1

3
n(n+1)

По дефинициjи jе
∞∑
n=1

3
n(n+1)

= lim
n→∞

n∑
i=1

3
i(i+1)

. Израчунаjмо коначну су-

му
n∑
i=1

3
i(i+1)

. Из задатка 1.1. jе
n∑
i=1

1
i(i+1)

= 1
1·2 + 1

2·3 + · · · + 1
n(n+1)

= n
n+1

.

Према томе,
n∑
i=1

3
i(i+1)

= 3 · n
n+1

= 3n
n+1

и гранична вредност овог низа jе

lim
n→∞

3n
n+1

= lim
n→∞

n·3
n(1+ 1

n)
= lim

n→∞
3

1+ 1
n

= 3
1

= 3. Следи да jе
∞∑
n=1

3
n(n+1)

= 3.

3.2.
∞∑
n=0

qn

По дефинициjи jе
∞∑
n=0

qn = lim
n→∞

n∑
i=0

qi. Из задатка 1.1. знамо да jе
n∑
i=0

qi = 1 + q + q2 + · · · + qn = qn+1−1
q−1 , ако jе q 6= 1, односно

n∑
i=0

1i =

1 + 1 + 12 + · · · + 1n = 1 + 1 + · · · + 1 = n + 1, ако jе q = 1. Низ
qn+1−1
q−1 , q 6= 1, конвергира ако и само ако конвергира qn+1, а то се де-

шава ако и само ако jе |q| < 1. С друге стране, низ n + 1 дивергира.

Следи да ред
∞∑
n=0

qn конвергира ако и само ако jе |q| < 1 и његова сума
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jе lim
n→∞

qn+1−1
q−1 = 0−1

q−1 = − 1
q−1 = 1

1−q .

Нека ред
∞∑
n=1

an конвергира и нека jе његова сума
∞∑
n=1

an = S. Тада

jе Sn =
n∑
i=1

ai = a1 + a2 + · · · + an конвергентан низ и важи S = lim
n→∞

Sn.

Тада jе an = a1 + a2 + · · ·+ an−1 + an − (a1 + a2 + · · ·+ an−1) = Sn − Sn−1,
па jе lim

n→∞
an = lim

n→∞
Sn − lim

n→∞
Sn−1 = S − S = 0. Према томе, ако ред

∞∑
n=1

an конвергира, онда мора бити lim
n→∞

an = 0. То значи да ако гранична

вредност lim
n→∞

an ниjе jеднака 0 (било из разлога да низ (an) дивергира

или да jе lim
n→∞

an 6= 0), онда ред
∞∑
n=1

an дивергира. С друге стране, постоjе

редови
∞∑
n=1

an коjи дивергираjу, а важи lim
n→∞

an = 0.

Специjално се издваjаjу редови
∞∑
n=1

an код коjих jе an ≥ 0 за све n ∈ N.

Такви редови се зову редови с позитивним члановима. Да би се испитала
њихова конвергенциjа, користе се следећи критериjуми:

(1) Поредбени критериjум: Ако jе an ≤ bn за све n ≥ n0 и ред
∞∑
n=1

bn

конвергира, онда и ред
∞∑
n=1

an конвергира. Ако jе an ≥ cn за све n ≥ n0 и

ред
∞∑
n=1

cn дивергира, онда и ред
∞∑
n=1

an дивергира.

(2) Критериjум еквиконвергенциjе: Ако jе lim
n→∞

an
bn

= C > 0 и C 6= +∞,

онда су редови
∞∑
n=1

an и
∞∑
n=1

bn еквиконвергентни, што значи да или оба

конвергираjу, или оба дивергираjу.
(3) Кошиjев критериjум: Нека jе lim

n→∞
n
√
an = a. Ако важи a > 1, онда

ред
∞∑
n=1

an дивергира. Ако важи a < 1, онда ред
∞∑
n=1

an конвергира. Ако

важи a = 1, онда оваj критериjум не даjе одговор на питање да ли ред
конвергира или дивергира.
(4) Даламберов критериjум: Нека jе lim

n→∞
an+1

an
= a. Ако важи a > 1, онда

ред
∞∑
n=1

an дивергира. Ако важи a < 1, онда ред
∞∑
n=1

an конвергира. Ако

важи a = 1, онда оваj критериjум не даjе одговор на питање да ли ред
конвергира или дивергира.
(5) Рабеов критериjум: Нека jе lim

n→∞
n
(

an
an+1
− 1
)

= r. Ако важи r > 1,
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онда ред
∞∑
n=1

an конвергира. Ако важи r < 1, онда ред
∞∑
n=1

an дивергира.

Ако важи r = 1, онда оваj критериjум не даjе одговор на питање да ли
ред конвергира или дивергира.

Користи се као познато то да ред
∞∑
n=1

1
np

конвергира ако jе p > 1,

односно да дивергира ако jе p ≤ 1. Такође, користи се као познато то да

ред
∞∑
n=1

1
np(lnn)q

конвергира ако jе p > 1 или jе p = 1 и q > 1, а дивергира

ако jе p = 1 и q ≤ 1 или jе p ≤ 1.

3.3. (а)
∞∑
n=1

n−1
n+1

Оваj ред дивергира jер jе lim
n→∞

n−1
n+1

= lim
n→∞

n(1− 1
n)

n(1+ 1
n)

= lim
n→∞

1− 1
n

1+ 1
n

= 1, а

неопходно да та гранична вредност буде jеднака 0.

(б)
∞∑
n=1

1√
n(n+1)

Приметимо да jе израз под кореном степена 2, па се може рећи да
jе израз у имениоцу степена 1. Ово нас наводи на то да покушамо да

докажемо да су дати ред и ред
∞∑
n=1

1
n
еквиконвергентни. Како jе

lim
n→∞

1√
n(n+1)

1
n

= lim
n→∞

n√
n(n+ 1)

= lim
n→∞

n√
n2
(
1 + 1

n

)
= lim

n→∞

n

n
√

1 + 1
n

= lim
n→∞

1√
1 + 1

n

= 1,

следи да су редови
∞∑
n=1

1√
n(n+1)

и
∞∑
n=1

1
n
еквиконвергентни. Како ред

∞∑
n=1

1
n

дивергира, следи да и ред
∞∑
n=1

1√
n(n+1)

дивергира.

(в)
∞∑
n=1

1√
n

Оваj ред дивергира, jер jе то ред
∞∑
n=1

1

n
1
2
чиjа jе конвергенциjа позната.

Пошто jе 1
2
≤ 1, следи да ред дивергира.

(г)
∞∑
n=1

n2

2n2+1

Како jе lim
n→∞

n2

2n2+1
= lim

n→∞
n2

n2(2+ 1
n2

)
= lim

n→∞
1

2+ 1
n2

= 1
2
6= 0, следи да ред

∞∑
n=1

n2

2n1+1
дивергира.
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(д)
∞∑
n=1

1
n!

У задатку 2.4. (ђ) смо доказали да jе n! > 2n за све n ≥ 4 (користили
смо принцип математичке индукциjе). Према томе 1

n!
< 1

2n
=
(
1
2

)n за све

n ≥ 4. Како ред
∞∑
n=1

(
1
2

)n конвергира, на основу поредбеног критериjума

следи да и ред
∞∑
n=1

1
n!

конвергира.

Конверегенциjу можемо доказати и Даламберовим критериjумом. Не-
ка jе an = 1

n!
. Тада jе

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

1
(n+1)!

1
n!

= lim
n→∞

n!

(n+ 1)!
= lim

n→∞

n!

(n+ 1)n!

= lim
n→∞

1

n+ 1
= 0,

па пошто jе 0 < 1, према Даламберовом критериjуму ред
∞∑
n=1

1
n!

конвер-
гира.

(ђ)
∞∑
n=1

(n!)2

(2n)!

Нека jе an = (n!)2

(2n)!
. Тада jе

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

((n+1)!)2

(2(n+1))!

(n!)2

(2n)!

= lim
n→∞

((n+ 1)!)2(2n)!

(2n+ 2)!(n!)2

= lim
n→∞

((n+ 1)n!)2(2n)!

(2n+ 2)(2n+ 1)(2n)!(n!)2

= lim
n→∞

(n+ 1)2(n!)2

2(n+ 1)(2n+ 1)(n!)2
= lim

n→∞

n+ 1

2(2n+ 1)

= lim
n→∞

n+ 1

4n+ 2
= lim

n→∞

n
(
1 + 1

n

)
n
(
4 + 2

n

) = lim
n→∞

1 + 1
n

4 + 2
n

=
1

4
,

па пошто jе 1
4
< 1, на основу Даламберовог критериjума ред

∞∑
n=1

(n!)2

(2n)!

конвергира.
(е) домаћи

(ж)
∞∑
n=1

(
n

2n−1

)3n
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Нека jе an =
(

n
2n−1

)3n. Тада jе

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞
n

√(
n

2n− 1

)3n

= lim
n→∞

(
n

2n− 1

)3

=

(
lim
n→∞

n

2n− 1

)3

=

(
lim
n→∞

n

n
(
2− 1

n

))3

=

(
lim
n→∞

1

2− 1
n

)3

=

(
1

2

)3

=
1

8
,

па пошто jе 1
8
< 1, на основу Кошиjевог критериjума ред

∞∑
n=1

(
n

2n−1

)3n
конвергира.

(з)
∞∑
n=1

1√
n(n+1)(n+2)

Како jе израз под кореном трећег степена, можемо сматрати да jе
именилац израз степена 3

2
, што нас наводи на то да покажемо да су дати

ред и ред
∞∑
n=1

1

n
3
2
еквиконвергентни. Како jе

lim
n→∞

1√
n(n+1)(n+2)

1

n
3
2

= lim
n→∞

n
3
2√

n(n+ 1)(n+ 2)

= lim
n→∞

n
3
2√

n · n
(
1 + 1

n

)
· n ·

(
1 + 2

n

)
= lim

n→∞

n
3
2√

n3
(
1 + 1

n

) (
1 + 2

n

)
= lim

n→∞

n
3
2

n
3
2

√(
1 + 1

n

) (
1 + 2

n

)
= lim

n→∞

1√(
1 + 1

n

) (
1 + 2

n

) = 1,

следи да су редови
∞∑
n=1

1√
n(n+1)(n+2)

и
∞∑
n=1

1

n
3
2
еквиконвергентни. Пошто jе

3
2
> 1, следи да ред

∞∑
n=1

1

n
3
2
конвергира, па самим тим конвергира и ред

∞∑
n=1

1√
n(n+1)(n+2)

.
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3.4. (а)
∞∑
n=1

n!
2n+1

Како jе lim
n→∞

n!
2n+1

= lim
n→∞

1
2n+1
n!

= +∞ 6= 0, jер jе lim
n→∞

2n+1
n!

= 0 (доказали

смо да jе lim
n→∞

cn

n!
= 0 за све c > 0), следи да ред

∞∑
n=1

n!
2n+1

дивергира

(потребно jе да важи lim
n→∞

an = 0 да би ред
∞∑
n=1

an уопште могао бити

конвергентан).
(б) домаћи

(в)
∞∑
n=1

(
n−1
n+1

)n(n−2)
Нека jе an =

(
n−1
n+1

)n(n−2). Тада jе

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞

n

√(
n− 1

n+ 1

)n(n−2)
= lim

n→∞

(
n− 1

n+ 1

)n−2
= lim

n→∞

(
1 +

n− 1

n+ 1
− 1

)n−2
= lim

n→∞

(
1 +

n− 1

n+ 1
− n+ 1

n+ 1

)n−2
= lim

n→∞

(
1 +

−2

n+ 1

)n−2
= lim

n→∞

(
1 +

1

−n+1
2

)n−2
= lim

n→∞

(
1 +

1

−n+1
2

)(n−2)·(−n+1
2 )·(− 2

n+1)

= lim
n→∞

((
1 +

1

−n+1
2

)−n+1
2

)−(n−2)· 2
n+1

= e
lim
n→∞

− 2(n−2)
n+1 = e

lim
n→∞

− 2n−4
n+1 = e

lim
n→∞

−
n(2− 4

n)
n(1+ 1

n)

= e
lim
n→∞

− 2− 4
n

1+ 1
n = e−

2
1 = e−2,

па пошто jе e−2 < 1, према Кошиjевом критериjуму ред
∞∑
n=1

(
n−1
n+1

)n(n−2)
конвергира.

(г)
∞∑
n=1

nkqn, 0 < q < 1, k ∈ N

Нека jе an = nkqn. Тада jе

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

(n+ 1)kqn+1

nkqn

= lim
n→∞

nk
(
1 + 1

n

)k · qn · q
nkqn

= lim
n→∞

((
1 +

1

n

)k
q

)
= q,
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па пошто jе q < 1, према Даламберовом критериjуму ред
∞∑
n=1

nkqn кон-
вергира.

(д)
∞∑
n=1

√
n!

(2+
√
1)(2+

√
2)···(2+

√
n)

Нека jе an =
√
n!

(2+
√
1)(2+

√
2)···(2+

√
n)
. Тада jе

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

√
(n+1)!

(2+
√
1)(2+

√
2)···(2+

√
n)(2+

√
n+1)

√
n!

(2+
√
1)(2+

√
2)···(2+

√
n)

= lim
n→∞

√
(n+ 1)n!

(2 +
√
n+ 1)

√
n!

= lim
n→∞

√
n+ 1

√
n!

(2 +
√
n+ 1)

√
n!

= lim
n→∞

√
n+ 1

√
n+ 1

(
2√
n+1

+ 1
)

= lim
n→∞

1

1 + 2√
n+1

= 1,

па Даламберов критериjум не даjе одговор на питање да ли ред конвер-
гира или дивергира. Како jе

lim
n→∞

n

(
an
an+1

− 1

)
= lim

n→∞
n

(
1 +

2√
n+ 1

− 1

)
= lim

n→∞
n · 2√

n+ 1

= lim
n→∞

2n√
n+ 1

= lim
n→∞

2n√
n
(
1 + 1

n

)
= lim

n→∞

2n
√
n
√

1 + 1
n

= lim
n→∞

2
√
n√

1 + 1
n

= +∞,

према Рабеовом критериjуму следи да ред
∞∑
n=1

√
n!

(2+
√
1)(2+

√
2)···(2+

√
n)

конвер-
гира.

Сада ћемо размотрити конвергенциjу редова
∞∑
n=1

an, где су неки an

позитивни, а неки негативни. Наравно, неопходно jе да бесконачно мно-
го њих буде позитивно и бесконачно много њих да буде негативно, jер
ако их jе нпр. само коначно много негативних, онда се за конвергенциjу
реда сви чланови an до позициjе где jе последњи негативни члан могу
занемарити (као што се код тражења граничне вредности низа увек мо-
же занемарити првих n0 чланова, где jе n0 било коjи природан броj, jер
сама гранична вредност зависи само од чланова на позициjама n ≥ n0).
Наjчешћи пример редова где има бесконачно много позитивних an и бес-
коначно много негативних an jе алтенираjући ред. Код алтернираjућег
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реда су чланови на парним позициjама jедног знака, док су чланови на
непарним позициjама супротног знака.

Дефинициjа 3.2. Ред облика
∞∑
n=1

(−1)nbn, где jе bn ≥ 0 за све n, зове се

алтернираjући ред.

За ред
∞∑
n=1

an коjи има бесконачно много позитивних an и бесконачно

много негативних an постоjе поjмови апсолутне и условне конвергенциjе.
Те поjмове прецизирамо следећим дефинициjама.

Дефинициjа 3.3. За ред
∞∑
n=1

an кажемо да апсолутно конвергира ако

ред
∞∑
n=1

|an| конвергира. У том случаjу и полазни ред
∞∑
n=1

an конвергира. С

друге стране, ако ред
∞∑
n=1

|an| дивергира, а полазни ред
∞∑
n=1

an конвергира,

кажемо да ред
∞∑
n=1

an условно конвергира.

Приликом испитивања конвергенциjе алтернираjућег реда
∞∑
n=1

(−1)nbn,

bn ≥ 0, користи се следећи критериjум. Ако jе низ (bn)n∈N опадаjући и

има граничну вредност jеднаку нули, онда алтернираjући ред
∞∑
n=1

(−1)nbn

конвергира.

Пример 3.1. Ред
∞∑
n=1

(−1)n
n

условно конвергира. Заиста, можемо приме-

тити да ред
∞∑
n=1

∣∣∣ (−1)nn

∣∣∣ =
∞∑
n=1

|(−1)n|
|n| =

∞∑
n=1

1
n
дивергира. С друге стране,

полазни ред
∞∑
n=1

(−1)n
n

конвергира, jер jе низ
(
1
n

)
n∈N опадаjући и његова

гранична вредност jе lim
n→∞

1
n

= 0.

Пример 3.2. Ред
∞∑
n=1

(−1)n
n2 апсолутно конвергира, jер се одмах добиjа да

ред
∞∑
n=1

∣∣∣ (−1)nn2

∣∣∣ =
∞∑
n=1

|(−1)n|
|n2| =

∞∑
n=1

1
n2 конвергира.

3.5. (а)
∞∑
n=1

(−1)n−1

2n−1
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Наравно да то што ред ниjе облика
∞∑
n=1

(−1)nbn, bn ≥ 0 него jе облика
∞∑
n=1

(−1)n−1bn, bn ≥ 0. Дакле, прво проверавамо апсолутну конвергенциjу.

Како добиjамо ред
∞∑
n=1

∣∣∣ (−1)n−1

2n−1

∣∣∣ =
∞∑
n=1

|(−1)n−1|
|2n−1| =

∞∑
n=1

1
2n−1 , намеће се идеjа

да се искористи критериjум еквиконвергенциjе са редом
∞∑
n=1

1
n
. Добиjа

се lim
n→∞

1
2n−1

1
n

= lim
n→∞

n
2n−1 = lim

n→∞
n

n(2− 1
n)

= lim
n→∞

1
2− 1

n

= 1
2
, односно да су

редови
∞∑
n=1

1
2n−1 и

∞∑
n=1

1
n
еквиконвергентни. Пошто ред

∞∑
n=1

1
n
дивергира,

онда дивергира и ред
∞∑
n=1

1
2n−1 , што значи да ред

∞∑
n=1

(−1)n−1

2n−1 не конвергира
апсолутно.

Дакле, ред
∞∑
n=1

(−1)n−1

2n−1 или конвергира условно (ако конвергира, jер не

конвергира апсолутно), или дивергира. Пошто jе низ bn = 1
2n−1 опада-

jући, jер jе bn+1 − bn = 1
2(n+1)−1 −

1
2n−1 = 1

2n+2−1 −
1

2n−1 = 1
2n+1

− 1
2n−1 =

2n−1
(2n+1)(2n−1)−

2n−1
(2n+1)(2n−1) = −2

(2n)2−1 = − 2
4n2−1 < 0, па jе bn+1 < bn, и пошто jе

lim
n→∞

bn = lim
n→∞

1
2n−1 = 0, следи да ред

∞∑
n=1

(−1)n−1

2n−1 конвергира. Дакле, оваj
ред условно конвергира.

(б)
∞∑
n=1

(−1)n−1

n2

Оваj ред апсолутно конвергира, jер ред
∞∑
n=1

∣∣∣ (−1)n−1

n2

∣∣∣ =
∞∑
n=1

|(−1)n−1|
|n2| =

∞∑
n=1

1
n2 конвергира.

(в)
∞∑
n=1

(−1)n−1 2n+1
n(n+1)

Испитаjмо прво апсолутну конвергенциjу овог реда. Добиjамо ред
∞∑
n=1

∣∣∣(−1)n−1 2n+1
n(n+1)

∣∣∣ =
∞∑
n=1

|(−1)n−1| |2n+1|
|n(n+1)| =

∞∑
n=1

2n+1
n(n+1)

. У броjиоцу разлом-

ка 2n+1
n(n+1)

имамо израз степена 1, a у имениоцу имамо израз степена 2. Ако
скратимо и броjилац и именилац са n, добићемо израз коме jе у броjио-
цу наjвећи степен 0, а у имениоцу jе 1, па очекуjемо еквиконвергенциjу

тог реда и реда
∞∑
n=1

1
n
. Како jе lim

n→∞

2n+1
n(n+1)

1
n

= lim
n→∞

n(2n+1)
n(n+1)

= lim
n→∞

2n+1
n+1

=

lim
n→∞

n(2+ 1
n)

n(1+ 1
n)

= lim
n→∞

2+ 1
n

1+ 1
n

= 2, следи да су редови
∞∑
n=1

2n+1
n(n+1)

и
∞∑
n=1

1
n
еквикон-
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вергентни. Пошто ред
∞∑
n=1

1
n
дивергира, следи да и ред

∞∑
n=1

2n+1
n(n+1)

дивер-

гира, те ред
∞∑
n=1

(−1)n−1 2n+1
n(n+1)

не конвергира апсолутно.

Сад испитуjемо да ли ред
∞∑
n=1

(−1)n−1 2n+1
n(n+1)

конвергира и ако конвер-

гира, онда он условно конвергира, иначе дивергира. Нека jе bn = 2n+1
n(n+1)

.
Оваj низ jе опадаjући, jер jе

bn+1 − bn =
2(n+ 1) + 1

(n+ 1)(n+ 2)
− 2n+ 1

n(n+ 1)
=

2n+ 2 + 1

(n+ 1)(n+ 2)
− 2n+ 1

n(n+ 1)

=
2n+ 3

(n+ 1)(n+ 2)
− 2n+ 1

n(n+ 1)

=
(2n+ 3)n

n(n+ 1)(n+ 2)
− (2n+ 1)(n+ 2)

n(n+ 1)(n+ 2)

=
2n2 + 3n

n(n+ 1)(n+ 2)
− 2n2 + 4n+ n+ 2

n(n+ 1)(n+ 2)

=
−2n− 2

n(n+ 1)(n+ 2)
=

−2(n+ 1)

n(n+ 1)(n+ 2)
= − 2

n(n+ 2)
< 0.

Такође, гранична вредност тог низа jе lim
n→∞

2n+1
n(n+1)

= lim
n→∞

n(2+ 1
n)

n(n+1)
= lim

n→∞

2+ 1
n

n+1
=

0, према томе ред
∞∑
n=1

(−1)n−1 2n+1
n(n+1)

конвергира. Дакле, он условно кон-
вергира.

(г)
∞∑
n=1

(−1)
n2+n

2
n
2n

Оваj ред званично, по дефинициjи, ниjе алтернираjући, jер jе потреб-
но да буде (−1)n или (−1)n−1 да би се ред сматрао алтернираjућим (су-
штина jе у томе да су узастопни сабирци супротног знака). Међутим, сви
исти критериjуми важе и у овом случаjу. Довољно jе, заправо, да израз
на коjи се степенуjе −1 бесконачно много пута узима парне и непарне
вредности, jер ће се тада бесконачно пута jавити 1 и бесконачно пута ће
се jавити и −1. Израз n2+n

2
= n(n+1)

2
jе паран за две узастопне вредности

n, а затим jе непаран за две узастопне вредности n и тако редом. Заиста,
ако jе n = 4k, онда jе n(n+1)

2
= 4k(4k+1)

2
= 2k(4k+1) паран. Ако jе n = 4k+1,

онда jе n(n+1)
2

= (4k+1)(4k+2)
2

= (4k+1)2(2k+1)
2

= (4k+ 1)(2k+ 1) непаран. Ако
jе n = 4k+ 2, онда jе n(n+1)

2
= (4k+2)(4k+3)

2
= 2(2k+1)(4k+3)

2
= (2k+ 1)(4k+ 3)

непаран. Коначно, ако jе n = 4k + 3, онда jе n(n+1)
2

= (4k+3)(4k+4)
2

=
(4k+3)4(k+1)

2
= 2(4k + 3)(k + 1) паран и циклус се понавља.
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Испитаjмо апсолутну конвергенциjу. Како jе

∞∑
n=1

∣∣∣(−1)
n2+n

2
n

2n

∣∣∣ =
∞∑
n=1

∣∣∣(−1)
n2+n

2

∣∣∣ |n||2n| =
∞∑
n=1

n

2n
,

треба испитати конвергенциjу реда
∞∑
n=1

n
2n
. Означимо bn = n

2n
. Како jе

lim
n→∞

bn+1

bn
= lim

n→∞

n+1
2n+1

n
2n

= lim
n→∞

(n+ 1)2n

2n+1 · n
= lim

n→∞

n
(
1 + 1

n

)
2n

= lim
n→∞

1 + 1
n

2
=

1

2
,

на основу Даламберовог критериjума ред
∞∑
n=1

n
2n

конвергира. Дакле, ред
∞∑
n=1

(−1)
n2+n

2
n
2n

апсолутно конвергира.

(д)
∞∑
n=1

(
−2n+1

3n+1

)n
Оваj ред се може записати и у облику

∞∑
n=1

(−1)n
(
2n+1
3n+1

)n, што jе алтер-

нираjући ред, jер jе
(
2n+1
3n+1

)n ≥ 0. Како jе

∞∑
n=1

∣∣∣∣(−1)n
(

2n+ 1

3n+ 1

)n∣∣∣∣ =
∞∑
n=1

|(−1)n|
∣∣∣∣(2n+ 1

3n+ 1

)n∣∣∣∣ =
∞∑
n=1

(
2n+ 1

3n+ 1

)n
,

за апсолутну конвергенциjу треба испитати конвергенциjу реда
∞∑
n=1

(
2n+1
3n+1

)n.
Означимо bn =

(
2n+1
3n+1

)n. Како jе

lim
n→∞

n
√
bn = lim

n→∞
n

√(
2n+ 1

3n+ 1

)n
= lim

n→∞

2n+ 1

3n+ 1
= lim

n→∞

n
(
2 + 1

n

)
n
(
3 + 1

n

) =
2

3
,

према Кошиjевом критериjуму ред
∞∑
n=1

(
2n+1
3n+1

)n конвергира. Према томе,

ред
∞∑
n=1

(
−2n+1

3n+1

)n апсолутно конвергира.

4 Лимеси функциjа и непрекидност
Поjам лимеса функциjе, односно граничне вредности функциjе, сли-

чан jе поjму граничне вредности низа, али ипак има неких разлика. По-
сматраjмо функциjу f : (a, b) −→ R и произвољну тачку x0 ∈ (a, b).

43



Дефинициjа 4.1. Реалан броj y0 ∈ R jе гранична вредност функциjе f
када x тежи ка x0 ако jе за свако ε > 0 могуће пронаћи δ > 0 такво да
вредности функциjе f у тачкама x, различитим од x0, коjе су од тачке
x0 удаљене за мање од δ, припадаjу ε–околини тачке y0. Другим речима,
δ треба да испуни своjство да за све x ∈ (a, b) такве да jе x 6= x0 и
x0 − δ < x < x0 + δ важи |f(x)− y0| < ε, односно y0 − ε < f(x) < y0 + ε.
Тада пишемо да jе lim

x→x0
f(x) = y0.

Примећуjемо и сличности и разлике у односу на граничну вредност
низа. Сличност jе да колико год малу граничне вредности посматрали,
у тоj околини се мораjу наћи неке тачке f(x) (као што се у околини гра-
ничне вредности низа мораjу наћи сви чланови низа почевши од неког).
Разлика jе у томе што код граничне вредности функциjе нема смисла
говорити о свим члановима низа почевши од неког, али уместо тога за-
хтевамо да у ту околину граничне вредности упадаjу све тачке f(x) за
x коjе у некоj околини тачке x0, али се од ње разликуjу. Такође, неће-
мо говорити да функциjа конвергира, као што бисмо за низ рекли да
конвергира.

Ова дефинициjа покрива случаj када jе тачка x0 коjоj x тежи коначна
и када jе гранична вредност коначна. Постоjе, наравно, дефинициjе и
када су те тачке бесконачне. При томе, ако jе тачка x0 коjоj x тежи
бесконачна, неопходно jе да област дефинисаности буде облика (a,+∞),
односно (−∞, b).

Дефинициjа 4.2. (а) Бесконачна тачка +∞ jе гранична вредност функ-
циjе f када x тежи ка x0 ако jе за свако M > 0 могуће пронаћи δ > 0
такво да вредности функциjе f у тачкама x, различитим од x0, коjе су од
тачке x0 удаљене за мање од δ, припадаjу интервалу (M,+∞). Другим
речима, δ треба да испуни своjство да за све x ∈ (a, b) такве да jе x 6= x0
и x0− δ < x < x0 + δ важи f(x) > M . Тада пишемо да jе lim

x→x0
f(x) = +∞.

(б) Бесконачна тачка −∞ jе гранична вредност функциjе f када x тежи
ка x0 ако jе за свако M > 0 могуће пронаћи δ > 0 такво да вредности
функциjе f у тачкама x, различитим од x0, коjе су од тачке x0 удаљене за
мање од δ, припадаjу интервалу (−∞,−M). Другим речима, δ треба да
испуни своjство да за све x ∈ (a, b) такве да jе x 6= x0 и x0−δ < x < x0+δ
важи f(x) < −M . Тада пишемо да jе lim

x→x0
f(x) = −∞.

Дефинициjа 4.3. (а) Реалан броj y0 ∈ R jе гранична вредност функ-
циjе f : (a,+∞) −→ R када x тежи ка +∞ ако jе за свако ε > 0 могуће
пронаћи b такво да вредности функциjе f у тачкама x > b припадаjу
ε–околини тачке y0. Другим речима, b треба да испуни своjство да за све
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x ∈ (b,+∞) важи |f(x) − y0| < ε, односно y0 − ε < f(x) < y0 + ε. Тада
пишемо да jе lim

x→+∞
f(x) = y0.

(б) Реалан броj y0 ∈ R jе гранична вредност функциjе f : (−∞, b) −→ R
када x тежи ка −∞ ако jе за свако ε > 0 могуће пронаћи a такво да
вредности функциjе f у тачкама x < a припадаjу ε–околини тачке y0.
Другим речима, b треба да испуни своjство да за све x ∈ (−∞, a) ва-
жи |f(x) − y0| < ε, односно y0 − ε < f(x) < y0 + ε. Тада пишемо да jе
lim

x→+∞
f(x) = y0.

Сасвим слично иде и дефинициjа бесконачне граничне вредности када
x тежи бесконачности. Све особине граничне вредности низова преносе се
и на граничне вредности функциjа. Такође, важе иста своjства као и код
граничних вредности низова кад су у питању изрази с бесконачностима.

Такође, постоjи поjам леве и десне граничне вредности функциjе. Таj
поjам има смисла само када x тежи коначноj тачки x0. Сличан поjам не
постоjи код граничне вредности низа, jер ту увек n тежи (позитивноj)
бесконачности. Навешћемо дефинициjу десне граничне вредности (ко-
начне и jедну од две бесконачне), док дефинициjа леве граничне вредно-
сти иде слично. Наравно, ако функциjа има граничну вредност (коначну
или бесконачну) у некоj коначноj тачки x0, онда jе она уjедно и лева
и десна гранична вредност у тачки x0. Обратно, ако функциjа има ле-
ву и десну граничну вредност у некоj коначноj тачки x0, онда она има
граничну вредност у тоj тачки ако и само ако су лева и десна гранична
вредност jеднаке.

Дефинициjа 4.4. (а) Реалан броj y0 ∈ R jе десна гранична вредност
функциjе f када x тежи ка x0, или гранична вредност функциjе f када x
тежи ка x0 здесна (с десне стране), ако jе за свако ε > 0 могуће пронаћи
δ > 0 такво да вредности функциjе f у тачкама x, већим од x0, коjе
су од тачке x0 удаљене за мање од δ, припадаjу ε–околини тачке y0.
Другим речима, δ треба да испуни своjство да за све x ∈ (a, b) такве да
jе x0 < x < x0 + δ важи |f(x) − y0| < ε, односно y0 − ε < f(x) < y0 + ε.
Тада пишемо да jе lim

x→x0+
f(x) = y0.

(б) Бесконачна тачка +∞ jе десна гранична вредност функциjе f када x
тежи ка x0, или гранична вредност фунцкиjе f када x тежи ка x0 здесна
(с десне стране), ако jе за свако M > 0 могуће пронаћи δ > 0 такво
да вредности функциjе f у тачкама x, већим од x0, коjе су од тачке x0
удаљене за мање од δ, припадаjу интервалу (M,+∞). Другим речима, δ
треба да испуни своjство да за све x ∈ (a, b) такве да jе x0 < x < x0 + δ
важи f(x) > M . Тада пишемо да jе lim

x→x0+
f(x) = +∞.
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4.1. (а) lim
x→1

2x+1
3−x = 3

2

Нека jе ε > 0 произвољно. Потребно jе пронаћи δ > 0 такво да за све
x 6= 1 такве да jе 1−δ < x < 1+δ важи

∣∣2x+1
3−x −

3
2

∣∣ < ε. Средимо последњи
израз: ∣∣∣∣2x+ 1

3− x
− 3

2

∣∣∣∣ < ε∣∣∣∣2(2x+ 1)

2(3− x)
− 3(3− x)

2(3− x)

∣∣∣∣ < ε∣∣∣∣ 4x+ 2

2(3− x)
− 9− 3x

2(3− x)

∣∣∣∣ < ε∣∣∣∣4x+ 2− 9 + 3x

2(3− x)

∣∣∣∣ < ε∣∣∣∣ 7x− 7

2(3− x)

∣∣∣∣ < ε∣∣∣∣7(x− 1)

2(3− x)

∣∣∣∣ < ε∣∣∣∣72 · x− 1

3− x

∣∣∣∣ < ε

7

2
· |x− 1|
|3− x|

< ε

|x− 1| <
2ε

7
· |3− x|

Можемо претпоставити да jе 3 − x > 0, jер бирамо што jе могуће мањи
броj δ > 0, а x припада интервалу (1 − δ, 1 + δ), те ће бити x < 3 ако jе
нпр. δ < 2. Дакле,

|x− 1| <
2ε

7
· (3− x) =

6ε

7
− 2ε

7
· x

−
(

6ε

7
− 2ε

7
· x
)
< x− 1 <

6ε

7
− 2ε

7
· x

−6ε

7
+

2ε

7
· x < x− 1 <

6ε

7
− 2ε

7
· x

Из прве неjедначине добиjамо 1− 6ε
7
<
(
1− 2ε

7

)
x, а из друге неjедначине

добиjамо
(
1 + 2ε

7

)
x < 1+ 6ε

7
. Углавном су нам од интереса мале вредности

ε, па можемо претпоставити да jе ε < 7
2
, тj. 1− 2ε

7
> 0. Одавде добиjамо
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да jе 1− 6ε
7

1− 2ε
7

< x <
1+ 6ε

7

1+ 2ε
7

, односно да jе

1− 2ε
7
− 4ε

7

1− 2ε
7

< x <
1 + 2ε

7
+ 4ε

7

1 + 2ε
7

1−
4ε
7

1− 2ε
7

< x < 1 +
4ε
7

1 + 2ε
7

,

што значи да за δ можемо одабрати било коjи позитиван броj мањи од
min

{
4ε
7

1− 2ε
7

,
4ε
7

1+ 2ε
7

}
=

4ε
7

1+ 2ε
7

. Према томе, по дефинициjи jе lim
x→1

2x+1
3−x = 3

2
.

4.2. (а) f(x) = sgn x, x = 0

Функциjа f(x) = sgnx дата jе са f(x) =


1, ако jе x > 0

0, ако jе x = 0

−1, ако jе x < 0

. Када

тражимо десну граничну вредност када x тежи 0, интересуjу нас само
оне вредности x за коjе важи 0 < x < δ, па jе lim

x→0+
sgnx = lim

x→0+
1 = 1,

jер jе sgnx = 1 за све x > 0, а гранична вредност константне функциjе
jеднака jе тоj константи. С друге стране, када тражимо леву граничну
вредност када x тежи 0, интересуjу нас само оне вредности x за коjе
важи −δ < x < 0, па jе lim

x→0−
sgnx = lim

x→0−
−1 = −1, jер jе sgnx = −1

за све x < 0, а гранична вредност константне функциjе jеднака jе тоj
константи. Из овога можемо закључити да функциjа f(x) = sgnx нема
граничну вредност када x тежи 0, односно да не постоjи lim

x→0
sgnx.

4.4. (а) lim
x→a

√
x−
√
a+
√
x−a√

x2−a2

Приметимо да мора да буде x ≥ 0, a ≥ 0, x−a ≥ 0 и x2−a2 > 0. Дакле,
мора бити x ≥ a ≥ 0 и x2 > a2, те jе област дефинисаности x > a, при
чему мора бити a ≥ 0. Самим тим, гранична вредност коjа се тражи нема
смисла, jер функциjа, чиjа се гранична вредност тражи, ниjе дефинисана
за x < a, а кад се не тражи лева, односно десна гранична вредност,
очекуjе се да jе a− δ < x < a+ δ и x 6= a. Уместо тога, претпоставићемо
да се тражило да се израчуна гранична вредност lim

x→a+

√
x−
√
a+
√
x−a√

x2−a2 .
Раздвоjмо тражену граничну вредност на збир граничних вредности

lim
x→a+

√
x−
√
a√

x2−a2 + lim
x→a+

√
x−a√
x2−a2 . (надамо се да неће обе бити бесконачне, и то

супротног знака). За прву граничну вредност применимо трик коjи jе
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виђен код граничних вредности низова:

lim
x→a+

√
x−
√
a√

x2 − a2
= lim

x→a+

( √
x−
√
a√

(x− a)(x+ a)
·
√
x+
√
a√

x+
√
a

)

= lim
x→a+

(
√
x)2 − (

√
a)2√

x− a
√
x+ a · (

√
x+
√
a)

= lim
x→a+

x− a√
x− a

√
x+ a · (

√
x+
√
a)

= lim
x→a+

√
x− a√

x+ a · (
√
x+
√
a)

=
0√

2a · 2
√
a

= 0.

За другу граничну вредност добиjамо

lim
x→a+

√
x− a√
x2 − a2

= lim
x→a+

√
x− a√

(x− a)(x+ a)
= lim

x→a+

√
x− a√

x− a
√
x+ a

= lim
x→a+

1√
x+ a

=
1√
2a
.

Према томе, lim
x→a+

√
x−
√
a+
√
x−a√

x2−a2 = 0 + 1√
2a

= 1√
2a
.

(б) lim
x→8

√
9+2x−5
3√x−2

Применимо сличан трик као код низова и као у првоj граничноj вред-
ности у претходном задатку.

lim
x→8

√
9 + 2x− 5

3
√
x− 2

= lim
x→8

(
√

9 + 2x− 5)(
√

9 + 2x+ 5)(( 3
√
x)2 + 3

√
x · 2 + 22)

( 3
√
x− 2)(

√
9 + 2x+ 5)(( 3

√
x)2 + 3

√
x · 2 + 22)

= lim
x→8

((
√

9 + 2x)2 − 52)(
3
√
x2 + 2 3

√
x+ 4)

(
√

9 + 2x+ 5)(( 3
√
x)3 − 23)

= lim
x→8

(9 + 2x− 25)(( 3
√
x)2 + 2 3

√
x+ 4)

(
√

9 + 2x+ 5)(x− 8)

= lim
x→8

(2x− 16)(( 3
√
x)2 + 2 3

√
x+ 4)

(
√

9 + 2x+ 5)(x− 8)

= lim
x→8

2(x− 8)(( 3
√
x)2 + 2 3

√
x+ 4)

(
√

9 + 2x+ 5)(x− 8)

= lim
x→8

2(( 3
√
x)2 + 2 3

√
x+ 4)√

9 + 2x+ 5
= lim

x→8

2(( 3
√

8)2 + 2 3
√

8 + 4√
9 + 2 · 8 + 5

= lim
x→8

2(( 3
√

8)2 + 2 3
√

8 + 4)√
9 + 2 · 8 + 5

= lim
x→8

2(22 + 2 · 2 + 4)√
9 + 16 + 5

=
2(4 + 4 + 4)√

25 + 5
=

2 · 12

5 + 5
=

24

10
=

12

5
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(в) lim
x→+∞

√
x+
√
x+
√
x

√
x+1

Извлачењем x испред заграде у изразу под кореном у броjиоцу доби-
jамо броjилац√√√√x

(
1 +

√
x+
√
x

x

)
=
√
x

√
1 +

√
x+
√
x√

x2
=
√
x

√
1 +

√
x+
√
x

x2

=
√
x

√√√√
1 +

√
1

x
+
x

1
2

x2
=
√
x

√
1 +

√
1

x
+

1

x
3
2

(Дозвољено jе извући
√
x jер x тежи ка +∞, што значи посматрамо

x ∈ (b,+∞), за неко b, те можемо слободно претпоставити да jе b > 0, а
самим тим и x > 0. Из истог разлога jе x =

√
x2.) Извлачењем x испред

заграде у изразу под кореном у имениоцу добиjамо именилац√
x

(
1 +

1

x

)
=
√
x

√
1 +

1

x
.

Дакле, тражена гранична вредност jе

lim
x→+∞

√
x+

√
x+
√
x

√
x+ 1

= lim
x→+∞

√
x

√
1 +

√
1
x

+ 1

x
3
2

√
x
√

1 + 1
x

= lim
x→+∞

√
1 +

√
1
x

+ 1

x
3
2√

1 + 1
x

=

√
1 +
√

0 + 0√
1 + 0

= 1.

(г) lim
x→0

sin ax
sin bx

Користимо познату граничну вредност lim
u→0

sinu
u

= 0. Добиjамо да jе

lim
x→0

sin ax

sin bx
= lim

x→0

(
sin ax

sin bx
· ax
ax
· bx
bx

)
= lim

x→0

(
sin ax

ax
· bx

sin bx
· ax
bx

)
= lim

x→0

(
sin ax

ax
· 1

sin bx
bx

· ax
bx

)
= lim

x→0

sin ax

ax
· 1

lim
x→0

sin bx
bx

· a
b

= 1 · 1

1
· a
b

=
a

b

49



(д) lim
x→+∞

sinx
x

Користимо теорему о два полицаjца (она важи и за граничне вред-
ности функциjа). Како jе −1 ≤ sinx ≤ 1, следи да jе − 1

x
≤ sinx

x
≤ 1

x
за

све x > 0 (сматрамо да jе x позитивно, jер се тражи гранична вредност
када x → +∞, што значи да се постраjу x из неког интервала (b,+∞)
и можемо сматрати да jе b > 0). Пошто jе lim

x→+∞
1
x

= 0, следи да jе и

lim
x→+∞

sinx
x

= 0.

(ђ) lim
x→0

1−cosx
x2

Из тригонометриjе jе познато да важи 1−cosx = 2 sin2 x
2
. Према томе,

lim
x→0

1− cosx

x2
= lim

x→0

2 sin2 x
2

x2
= lim

x→0

sin2 x
2

x2

2

= lim
x→0

sin2 x
2

2 · x2
4

= lim
x→0

sin2 x
2

2
(
x
2

)2 = lim
x→0

(
1

2
·
(

sin x
2

x
2

)2
)

=
1

2

(
lim
x→0

sin x
2

x
2

)2

=
1

2
· 12 =

1

2
.

(е) lim
x→0

tg x
x

Лако се добиjа да jе

lim
x→0

tg x

x
= lim

x→0

sinx
cosx

x
= lim

x→0

(
sinx

x
· 1

cosx

)
= lim

x→0

sinx

x
· lim
x→0

1

cosx
= 1 · 1 = 1.

(ж) lim
x→0

sin2 x
3

tg2 2x

Користимо познату граничну вредност lim
u→0

sinu
u

= 0, као и малопре

израчунату граничну вредност lim
v→0

tg v
v

= 0. Добиjамо да jе

lim
x→0

sin2 x
3

tg2 2x
= lim

x→0

(
sin2 x

3

tg2 2x
·
(
x
3

)2(
x
3

)2 · (2x)2

(2x)2

)
= lim

x→0

(
sin2 x

3(
x
3

)2 · (2x)2

tg2 2x
·
(
x
3

)2
(2x)2

)

= lim
x→0

(
sin x

3
x
3

)2

· lim
x→0

(
2x

tg 2x

)2

· lim
x→0

( x
3

2x

)2

=

(
lim
x→0

sin x
3

x
3

)2

·

(
lim
x→0

1
tg 2x
2x

)2

·
(

lim
x→0

x

6x

)2
= 12 · 12 ·

(
lim
x→0

1

6

)2

=

(
1

6

)2

=
1

36
.
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4.5. (а) lim
x→+∞

(
3
√
x3 + 3x2 −

√
x2 − 2x

)
Проблем на коjи наилазимо jе таj што jе у датом изразу умањеник

трећи корен, а умањилац jе квадратни корен. Самим тим, не можемо
применити познати трик коjим бисмо добили разломак у коме би бро-
jилац био разлика квадрата, односно разлика трећих степена. Међутим,
то не значи да не можемо решити задатак.

Изрази под коренима су позитивни када x → +∞, у смислу да када
jе x > M , односно x ∈ (M,+∞), за неко M ∈ R, онда су изрази x3 + 3x2

и x2 − 2x позитивни. Наjмањи заjеднички садржалац (НЗС) степена 2
и 3 jе 6. То значи да умањеник можемо видети као 6

√
(x3 + 3x2)2, jер

jе 6
√

(x3 + 3x2)2 = 3

√√
(x3 + 3x2)2 = 3

√
x3 + 3x2, а умањилац можемо ви-

дети као 6
√

(x2 − 2x)3, jер jе 6
√

(x2 − 2x)3 =
√

3
√

(x2 − 2x)3 =
√
x2 − 2x.

Можемо извести, користећи познате jеднакости, да jе

a6 − b6 = (a2)3 − (b2)3 = (a2 − b2)((a2)2 + a2b2 + (b2)2)

= (a− b)(a+ b)(a4 + a2b2 + b4).

Означимо a = 6
√

(x3 + 3x2)2 и b = 6
√

(x2 − 2x)3. Тада jе

a− b =
(a− b)(a+ b)(a4 + a2b2 + b4)

(a+ b)(a4 + a2b2 + b4)
=

a6 − b6

(a+ b)(a4 + a2b2 + b4)
,

чиме постижемо да у броjиоцу добиjамо изразе без корена, што jе заправо
трик коjи смо користили и раниjе, кад год се тражила гранична вредност
разлике неких корена. Добиjамо да jе

a6 − b6 = ( 6
√

(x3 + 3x2)2)6 − ( 6
√

(x2 − 2x)3)6 = (x3 + 3x2)2 − (x2 − 2x)3

= (x3)2 + 2 · x3 · (3x2) + (3x2)2

− ((x2)3 − 3 · (x2)2 · (2x) + 3 · x2 · (2x)2 − (2x)3)

= x6 + 6x5 + 9x4 − (x6 − 6x5 + 12x4 − 8x3)

= 12x5 − 3x4 + 8x3,

a+ b = 6
√

(x3 + 3x2)2 + 6
√

(x2 − 2x)3

=
6

√(
x3
(

1 +
3

x

))2

+
6

√(
x2
(

1− 2

x

))3

=
6

√
x6
(

1 +
3

x

)2

+
6

√
x6
(

1− 2

x

)3

= x
6

√(
1 +

3

x

)2

+ x
6

√(
1− 2

x

)3

= x
3

√
1 +

3

x
+ x

√
1− 2

x
,

51



па уз ознаке c = 3

√
1 + 3

x
и d =

√
1− 2

x
, добиjамо a+ b = x(c+ d), као и

a4 + a2b2 + b4 = (xc)4 + (xc)2(xd)2 + (xd)4 = x4c4 + x2c2 · x2d2 + x4d4

= x4(c4 + c2d2 + d4).

Можемо приметити да у броjиоцу (a6 − b6) можемо извући x5 испред
заграде, а да у имениоцу ((a+ b)(a4 + a2b2 + b4)) можемо испред заграде
извући (из a+ b) и x4 (из a4 + a2b2 + b4), односно такође можемо извући
x5. Дакле, можемо скратити и броjилац и именилац са x5. У броjиоцу ће
онда остати 12− 3

x
+ 8

x2
, чиjа jе гранична вредност када x→ +∞ jеднака

12, а у имениоцу ће остати (c + d)(c2 + cd + d2), где jе c = 3

√
1 + 3

x
и

d =
√

1− 2
x
. Како jе lim

x→+∞
c = lim

x→+∞
d = 1, следи да jе гранична вредност

имениоца jеднака (1 + 1)(14 + 1212 + 14) = 2(1 + 1 + 1) = 2 · 3 = 6. Све
заjедно, следи да jе lim

x→+∞

(
3
√
x3 + 3x2 −

√
x2 − 2x

)
= 12

6
= 2.

(б) lim
x→a

xa−ax
x−a

За решавање овог задатка користићемо познате граничне вредности
lim
u→0

(1+u)α−1
u

= α и lim
v→0

av−1
v

= ln a из задатка 4.3. Добиjамо да jе

lim
x→a

xa − ax

x− a
= lim

x→a

xa − aa + aa − ax

x− a
= lim

x→a

aa
(
xa

aa
− 1
)
− aa

(
−1 + ax

aa

)
x− a

= lim
x→a

aa
((

x
a

)a − 1
)
− aa(ax−a − 1)

x− a

= lim
x→a

aa
((

1 +
(
x
a
− 1
))a − 1

)
x− a

− lim
x→a

aa(ax−a − 1)

x− a

= lim
x→a

aa
((

1 +
(
x
a
− 1
))a − 1

)
a
(
x
a
− 1
) − aa ln a

=
aa · a
a
− aa ln a = aa(1− ln a)

(када x → a, онда u = x
a
− 1 → 0 и v = x − a → 0, што обjашњава како

се добиjаjу последње 3 jеднакости).
(в) lim

x→0

e2x−e−2x

x

Користимо познату граничну вредност lim
u→0

eu−1
u

= 1 из задатка 4.3:

lim
x→0

e2x − e−2x

x
= lim

x→0

e2x − 1 + 1− e−2x

x
= lim

x→0

e2x − 1− (e−2x − 1)

x

= lim
x→0

2(e2x − 1)

2x
− lim

x→0

−2(e−2x − 1)

−2x
= 2 · 1− (−2) · 1 = 2 + 2 = 4.
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(г) lim
x→+∞

(√
x(x+ 2)− x

)
Применимо познати трик. Добиjамо

lim
x→+∞

(√
x(x+ 2)− x

)
= lim

x→+∞

((√
x(x+ 2)− x

)
·
√
x(x+ 2) + x√
x(x+ 2) + x

)

= lim
x→+∞

(√
x(x+ 2)

)2
− x2√

x(x+ 2) + x

= lim
x→+∞

x(x+ 2)− x2√
x · x

(
1 + 2

x

)
+ x

= lim
x→+∞

x2 + 2x− x2√
x2
(
1 + 2

x

)
+ x

= lim
x→+∞

2x

x
√

1 + 2
x

+ x
= lim

x→+∞

2x

x
(√

1 + 2
x

+ 1
)

= lim
x→+∞

2√
1 + 2

x
+ 1

=
2

1 + 1
=

2

2
= 1.

(д) lim
x→+∞

(
x2−2x+3
x2−3x+2

)x2
Користимо познату граничну вредност lim

u→+∞

(
1 + 1

u

)u
= e. Добиjамо:

lim
x→+∞

(
x2 − 2x+ 3

x2 − 3x+ 2

)x2
= lim

x→+∞

(
1 +

x2 − 2x+ 3

x2 − 3x+ 2
− 1

)x2
= lim

x→+∞

(
1 +

x2 − 2x+ 3

x2 − 3x+ 2
− x2 − 3x+ 2

x2 − 3x+ 2

)x2
= lim

x→+∞

(
1 +

x+ 1

x2 − 3x+ 2

)x2

= lim
x→+∞

(
1 +

1
x2−3x+2
x+1

)x2·x
2−3x+2
x+1

· x+1

x2−3x+2

= lim
x→+∞

(1 +
1

x2−3x+2
x+1

)x2−3x+2
x+1


x2(x+1)

x2−3x+2

.

Гранична вредност у наjвећоj загради jе e, те добиjамо да jе полазна
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гранична вредност jеднака

lim
x→+∞

e

x2(x+1)

x2(1− 3
x+ 2

x2
) = lim

x→+∞
e

x+1

1− 3
x+ 2

x2 = +∞.

(ђ) lim
x→0

tg x−sinx
x3

Користимо познату граничну вредност lim
x→0

sinx
x

= 1 из задатка 4.3,

као и граничну вредност lim
x→0

1−cosx
x2

= 1
2
из задатка 4.4. Добиjамо

lim
x→0

tg x− sinx

x3
= lim

x→0

sinx
(

1
cosx
− 1
)

x3
= lim

x→0

(
sinx

x
·

1
cosx
− 1

x2

)
= lim

x→0

sinx

x
· lim
x→0

1
cosx
− cosx

cosx

x2
= 1 · lim

x→0

1− cosx

x2 cosx
=

1
2

1
=

1

2
.

(е) lim
x→1

(
(1− x) tg

(
π
2
x
))

Како jе lim
x→π

2
−

tg x = +∞ и lim
x→π

2
+

tg x = −∞, следи да jе тражена

гранична вредност облика 0 · ∞, што значи да се мора одредити неким
другим поступком.

Приметимо да jе tg
(
π
2
x
)

=
sin(π2 x)
cos(π2 x)

=
sin(π2 x)

sin(π2−
π
2
x)

=
sin(π2 x)

sin(π2 (1−x))
, при чему

смо користили тригонометриjску jеднакост cosu = sin
(
π
2
− u
)
. Сада ћемо

искористити познату граничну вредност lim
u→0

sinu
u

= 1. Добиjамо

lim
x→1

(
(1− x) tg

(π
2
x
))

= lim
x→1

(
(1− x) ·

sin
(
π
2
x
)

sin
(
π
2
(1− x)

))
= lim

x→1
sin
(π

2
x
)
· lim
x→1

1− x
sin
(
π
2
(1− x)

)
= 1 · lim

x→1

1
sin(π2 (1−x))

π
2
(1−x) · π

2

=
1

1 · π
2

=
2

π
.

(ж) lim
x→0

(cosx)
1
x2

Ова гранична вредност jе облика 1∞, што значи да jе треба свести на
познату граничну вредност lim

u→0
(1 + u)

1
u = e.

lim
x→0

(cosx)
1
x2 = lim

x→0
(1 + cos x− 1)

1
x2 = lim

x→0
(1 + (cos x− 1))

1
x2
· cos x−1
cos x−1

= lim
x→0

(
(1 + (cos x− 1))

1
cos x−1

) cos x−1

x2

= e
lim
x→0
− 1−cos x

x2 = e−
1
2 .
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4.6. (а) lim
x→0

(
1
x

ln
√

1+x
1−x

)
Из особина логаритма знамо да jе ln

√
1+x
1−x = ln

(
1+x
1−x

) 1
2 = 1

2
ln 1+x

1−x .

Користимо познату граничну вредност lim
u→0

ln(1+u)
u

= 1. Добиjамо

lim
x→0

(
1

x
ln

√
1 + x

1− x

)
= lim

x→0

(
1

x
· 1

2
ln

1 + x

1− x

)
= lim

x→0

(
1

2x
ln

(
1 +

1 + x

1− x
− 1

))
= lim

x→0

(
1

2x
ln

(
1 +

1 + x

1− x
− 1− x

1− x

))
= lim

x→0

(
1

2x
ln

(
1 +

2x

1− x

))
= lim

x→0

ln
(
1 + 2x

1−x

)
2x
1−x · (1− x)

=
1

1− 0
=

1

1
= 1.

(б) lim
x→0

1−e−x
sinx

Користимо познате граничне вредности lim
u→0

eu−1
u

= 1 и lim
v→0

sin v
v

= 1.

lim
x→0

1− e−x

sinx
= lim

x→0
−e
−x − 1

sinx
· x
x

= lim
x→0

(
−e
−x − 1

x
· x

sinx

)
= lim

x→0

e−x − 1

−x
lim
x→0

1
sinx
x

= 1 · 1 = 1.

(в) lim
x→1

cos(π2 x)
1−
√
x

Користимо особину из тригонометриjе да jе cosu = sin(π
2
−u), а затим

и познате граничне вредности lim
u→0

sinu
u

= 1 и lim
v→0

√
1+v−1
v

= lim
v→0

(1+v)
1
2−1

v
=

1
2
.

lim
x→1

cos
(
π
2
x
)

1−
√
x

= lim
x→1

sin
(
π
2
− π

2
x
)

1−
√

1 + (x− 1)
= lim

x→1

sin
(
π
2
(1− x)

)
−
(√

1 + (x− 1)− 1
)

= lim
x→1

sin
(
π
2
(1− x)

)
π
2
(1− x)

·
π
2
(1− x)

−
(√

1 + (x− 1)− 1
)


= 1 · lim
x→1

π
2√

1+(x−1)−1
x−1

=
π
2
1
2

= π.
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(г) lim
x→π

6

2 sin2 x+sinx−1
2 sin2 x−3 sinx+1

Jедноставном заменом sin π
6

= 1
2
добиjамо да броjилац овог разломка

тежи ка 2
(
1
2

)2
+ 1

2
−1 = 2 · 1

4
+ 1

2
−1 = 1

2
+ 1

2
−1 = 0 и да именилац тежи ка

2
(
1
2

)2−3 · 1
2

+1 = 2 · 1
4
− 3

2
+1 = 1

2
− 3

2
+1 = −1+1 = 0. Дакле, у питању jе

гранична вредност типа 0
0
, што значи да се мора решити неким другим

поступком.
Приметимо да су и броjилац и именилац квадратне функциjе по sinx.

Означимо ли sinx = t, добиjамо да jе броjилац jеднак 2t2 + t− 1 и да jе
именилац jеднак 2t2−3t+1. Решења одговараjућих квадратних jедначина
2t2 + t − 1 = 0 и 2t2 − 3t + 1 = 0 добиjамо из формуле t1/2 = −b±

√
b2−4ac
2a

за квадратну jедначину at2 + bt + c = 0. Дакле, решења прве квадратне

jедначине су t1/2 =
−1±
√

12−4·2·(−1)
2·2 = −1±

√
1+8

4
= −1±3

4
, односно t1 = −1+3

4
=

2
4

= 1
2
и t2 = −1−3

4
= −4

4
= −1, а решења друге квадратне jедначине су

t1/2 =
−(−3)±

√
(−3)2−4·2·1
2·2 = 3±

√
9−8
4

= 3±1
4
, односно t1 = 3+1

4
= 4

4
= 1 и

t2 = 3−1
4

= 2
4

= 1
2
. Такође, познато jе да ако су t1 и t2 решења квадратне

jедначине at2 + bt + c = 0, онда jе at2 + bt + c = a(t − t1)(t − t2). Дакле,
2t2+t−1 = 2

(
t− 1

2

)
(t−(−1)) и 2t2−3t+1 = 2(t−1)

(
t− 1

2

)
. Ако вратимо

t = sinx, добиjамо да jе

2 sin2 x+ sinx− 1

2 sin2 x− 3 sinx+ 1
=

2
(
sinx− 1

2

)
(sinx+ 1)

2(sinx− 1)
(
sinx− 1

2

) =
sinx+ 1

sinx− 1
,

што значи да jе тражена гранична вредност

lim
x→π

6

2 sin2 x+ sinx− 1

2 sin2 x− 3 sinx+ 1
= lim

x→π
6

sinx+ 1

sinx− 1
=

1
2

+ 1
1
2
− 1

=
3
2

−1
2

= −3.

(д) lim
x→0

√
1+x2−1√
16+x2−4

Користимо познату граничну вредност lim
u→0

√
1+u−1
u

= lim
u→0

(1+u)
1
2−1

u
= 1

2
:

lim
x→0

√
1 + x2 − 1√
16 + x2 − 4

= lim
x→0

 √
1 + x2 − 1√

16
(
1 + x2

16

)
− 4
· x

2

x2


= lim

x→0

√
1 + x2 − 1

x2
· lim
x→0

1

4

(√
1+x2

16
−1
)

x2

16
·16

=
1

2
· 1

1
2
· 4
16

=
1
4
16

=
16

4
= 4.
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До сад смо разматрали поjам граничне вредности функциjе. Приме-
ћивали смо да смо, ако немамо проблематичне изразе (типа 0

0
, ∞∞ , 1∞ и

сл), или проблематичне функциjе (нпр. функциjу f(x) = sgnx), гранич-
не вредности углавном добиjали заменом вредности x0 коjоj тежи x (у
случаjу да jе коначна) и добиjали вредност f(x0). Дакле, то би запра-
во значило да jе, у тим случаjевима, lim

x→x0
f(x) = f(x0). Поjам граничне

вредности и поjам непрекидности функциjе у тачки x0 су у тесноj вези.

Дефинициjа 4.5. Нека jе f : (a, b) −→ R и нека jе x0 ∈ (a, b). Кажемо
да jе f непрекидна у тачки x0 уколико jе за свако ε > 0 могуће пронаћи
δ > 0 такво да за све x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) (укључуjући и x0) важи да jе
|f(x)− f(x0)| < ε.

Разлика у односу на дефинициjу граничне вредности види се у томе
да се код граничне вредности инсистирало на томе да се x ∈ (x0−δ, x0+δ)
разликуjе од x0, а гранична вредност jе била неки реалан броj y0, а не
f(x0) као у овоj дефинициjи. Међутим, веома jедноставно можемо уста-
новити да, шта год било ε > 0, важи да jе |f(x0) − f(x0)| = 0 < ε, па
се непрекидност функциjе f у тачки x0 ∈ (a, b) своди на то да треба да
буде испуњен услов lim

x→x0
f(x) = f(x0). Графички, непрекидност функ-

циjе f у тачку x0 ∈ (a, b) значи да у некоj околини тачке (x0, f(x0)) на
графику, график функциjе нема прекид, односно могуће га jе нацртати
без подизања оловке са папира.

Дефинициjа 4.6. Нека jе f : (a, b) −→ R. Ако jе f непрекидна у свакоj
тачки x ∈ (a, b), онда jе f непрекидна на (a, b).

Дакле, уколико jе функциjа f непрекидна на (a, b), онда jе цео њен
график могуће нацртати без подизања оловке са папира. Битно jе на-
поменути да овакав интуитивни начин схватања поjма непрекидности
захтева да функциjа буде дефинисана на интервалу (a, b), а не на, реци-
мо, (−∞, 0)∪ (0,+∞). Функциjа f(x) = 1

x
, коjа jе дефинисана на таквом

домену, нема график коjи jе могуће нацртати без подизања оловке са па-
пира, али разлог томе не лежи у прекидности функциjе, већ у томе што
домен (скуп (−∞, 0) ∪ (0,+∞)) ниjе повезан (има рупу у тачки x = 0).
Међутим, функциjа f(x) = 1

x
jе непрекидна у свакоj тачки x0 6= 0, па се

сматра непрекидном на свом домену, тj. на скупу (−∞, 0) ∪ (0,+∞).
Фунцкиjе коjе наjчешће користимо у овом курсу jесу непрекидне. Та-

кве су функциjе f(x) = xα, α ∈ R, за x 6= 0, f(x) = ax, a > 0, a 6= 1,
за x ∈ R, f(x) = loga x, a > 0, a 6= 1, за x > 0, f(x) = sinx, за x ∈ R,
f(x) = cosx, за x ∈ R, f(x) = tg x за x 6= π

2
+ kπ, k ∈ Z, f(x) = ctg x

за x 6= kπ, k ∈ Z, f(x) = arcsin x, за x ∈ [−1, 1], f(x) = arccos x, за
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x ∈ [−1, 1], f(x) = arctg x, за x ∈ R и f(x) = arcctg x, за x ∈ R. Такође,
ако су f, g : (a, b) −→ R непрекидне, онда су и f(x) + g(x), f(x) − g(x),
f(x)·g(x), f(x)

g(x)
непрекидне (последња у тачкама у коjима jе дефинисана, а

то су они x ∈ (a, b) такви да jе g(x) 6= 0). Такође, ако су f : (a, b) −→ (c, d)
и g : (c, d) −→ R непрекидне, онда jе и g ◦ f : (a, b) −→ R, дата са
g ◦ f(x) = g(f(x)) (композициjа функциjа), непрекидна.

Дефинициjа 4.7. Нека jе f : (a, b) −→ R и x0 ∈ (a, b). Ако постоjи
коначна гранична вредност lim

x→x0
f(x0), коjа се разликуjе од f(x0), каже-

мо да jе тачка x = x0 отклоњив прекид функциjе f (отклоњив jе, jер
jе довољно променити функциjу f тако да вредност f(x0) буде jеднака
добиjеноj граничноj вредности и добиће се функциjа коjа jе непрекидна
у тачки x = x0). Ако постоjе лева и десна гранична вредност lim

x→x0−
f(x)

и lim
x→x0+

f(x) коjе су коначне, али различите (и онда не постоjи гранична

вредност lim
x→x0

f(x)), онда кажемо да jе тачка x = x0 тачка прекида прве

врсте. У свим осталим случаjевима (не постоjи нека од леве или десне
граничне вредности или jе бар jедна од њих бесконачна) кажемо да jе
тачка x = x0 тачка прекида друге врсте.

4.7. (а) f(x) = sinx
x

Домен ове функциjе jе (−∞, 0) ∪ (0,+∞). Према томе, тачка x = 0 у
коjоj jе тражи испитивање непрекидности, не припада домену. Како се по
дефинициjи непрекидност проверава искључиво у тачкама домена (jер jе
неопходно проверити да ли jе гранична вредност коjа се добиjа jеднака
вредности функциjе у датоj тачки, а вредност f(0) ниjе дефинисана),
следи да ниjе могуће испитати тражену непрекидност.
(б) f(x) = sgnx

Домен ове функциjе jе R, према томе, има смисла испитивати непре-
кидност функциjе у тачки x = 0. Како jе у задатку 4.2. под (а) урађено
да jе lim

x→0+
f(x) = 1 и lim

x→0−
f(x) = −1, следи да не постоjи гранична вред-

ност lim
x→0

f(x). Самим тим, она ниjе jеднака f(0) = 0, те закључуjемо да
функциjа f има прекид у тачки x = 0.
(в) f(x) = 1

x2

Домен ове функциjе jе (−∞, 0) ∪ (0,+∞). Према томе, тачка x = 0 у
коjоj jе тражи испитивање непрекидности, не припада домену. Како се по
дефинициjи непрекидност проверава искључиво у тачкама домена (jер jе
неопходно проверити да ли jе гранична вредност коjа се добиjа jеднака
вредности функциjе у датоj тачки, а вредност f(0) ниjе дефинисана),
следи да ниjе могуће испитати тражену непрекидност.
(г) f(x) = sin 1

x
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Домен ове функциjе jе (−∞, 0) ∪ (0,+∞). Према томе, тачка x = 0 у
коjоj jе тражи испитивање непрекидности, не припада домену. Како се по
дефинициjи непрекидност проверава искључиво у тачкама домена (jер jе
неопходно проверити да ли jе гранична вредност коjа се добиjа jеднака
вредности функциjе у датоj тачки, а вредност f(0) ниjе дефинисана),
следи да ниjе могуће испитати тражену непрекидност.

4.8. (а) f(x) =


1
x
− 1
x+1

1
x−1
− 1
x

, x 6∈ {−1, 0, 1}

0, x ∈ {−1, 0, 1}
Функциjа f jе непрекидна у свакоj тачки x ∈ (−∞,−1), jер се добиjа

од непрекидних функциjа
(
1
x
, 1
x−1 ,

1
x+1

)
комбинациjом операциjа одузи-

мања и дељења. Слично важи и за све тачке x ∈ (−1, 0), x ∈ (0, 1) и
x ∈ (1,+∞). Остаjе да се испита непрекидност у тачкама x = −1, x = 0
и x = 1.

Израчунаjмо граничну вредност f(x) када x тежи−1. Пошто jе f(x) =
1
x
− 1
x+1

1
x−1
− 1
x

за све x ∈ (−1 − δ,−1 + δ) различите од −1 (δ > 0 можемо узети
тако да jе 0 < δ < 1), следи да jе

lim
x→−1

f(x) = lim
x→−1

1
x
− 1

x+1
1

x−1 −
1
x

= lim
x→−1

x+1
x(x+1)

− x
x(x+1)

x
x(x−1) −

x−1
x(x−1)

= lim
x→−1

1
x(x+1)

1
x(x−1)

= lim
x→−1

x− 1

x+ 1
.

Ова гранична вредност не постоjи. Заиста, лева гранична вредност jе
lim

x→−1−
x−1
x+1

= +∞ (броjилац тежи ка −2, па jе негативан околини тачке
x = −1, а и именилац jе негативан у левоj околини тачке −1, jер тежи
ка 0 с леве стране), док jе десна гранична вредност jеднака lim

x→−1+
x−1
x+1

=

−∞ (броjилац jе и даље негативан, али jе именилац позитиван у десноj
околини тачке x = −1, jер тежи ка 0 с десне стране). Дакле, тачка x = −1
jе тачка прекида, а пошто jе бар jедна од леве, односно десне граничне
вредности, бесконачна, у питању jе прекид друге врсте.

Израчунаjмо сад граничну вредност f(x) кад x тежи ка 0. Поново
имамо да jе f(x) =

1
x
− 1
x+1

1
x−1
− 1
x

за све x ∈ (−δ, δ) различите од 0 (узмемо нпр.
да jе 0 < δ < 1), па jе

lim
x→0

f(x) = lim
x→0

x− 1

x+ 1
=

0− 1

0 + 1
=
−1

1
= −1.

Пошто jе f(0) = 0, следи да функциjа f има прекид у тачки x = 0. С
обзиром на то да гранична вредност постоjи и да jе коначна, у питању
jе отклоњив прекид.
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Коначно, израчунаjмо граничну вредност f(x) када x тежи ка 1. По-
ново имамо да jе f(x) =

1
x
− 1
x+1

1
x−1
− 1
x

за све x ∈ (1 − δ, 1 + δ) различите од 1

(поново узмемо нпр. да jе 0 < δ < 1), па jе

lim
x→1

f(x) = lim
x→1

x− 1

x+ 1
=

1− 1

1 + 1
=

0

2
= 0.

Пошто jе f(1) = 0, следи да je функциjа f непрекидна у тачки x = 1.
(б) домаћи

(в) f(x) =


1−cosx
x2

, x < 0
x2−4
x−2 , 0 ≤ x < 2√
x2 + 5− 3, x ≥ 2

Функциjа 1−cosx
x2

je непрекидна у свакоj тачки свог домена, тj. на ску-
пу (−∞, 0) ∪ (0,+∞), jер jе добиjена од непрекидних функциjа комби-
новањем операциjа одузимања и дељења. Према томе, и функциjа f jе
непрекидна на интервалу (−∞, 0), jер се на том интервалу ове две функ-
циjе поклапаjу. Исто тако jе непрекидна и функциjа x2−4

x−2 на свом домену
(−∞, 2) ∪ (2,+∞), па jе непрекидна и функциjа f на интервалу (0, 2) у
коме се поклапа са том функциjом (обратити пажњу на то да иако се
поклапаjу и у тачки x = 0, не можемо тврдити непрекидност у тоj тачки,
jер се f другачиjе понаша с леве стране те тачке у односу на функциjу
x2−4
x−2 ). Коначно, функциjа

√
x2 + 5 − 3 jе непрекидна на R, па следи да

jе и f непрекидна на (2,+∞) (обратити пажњу, као малопре, да иако се
поклапаjу у тачки x = 2, не можемо одмах тврдити да jе f непрекидна у
тоj тачки, jер jе њено понашање с леве стране те тачке другачиjе од по-
нашања функциjе

√
x2 + 5−3). Остаjе, дакле, да се испита непрекидност

функциjе f у тачкама x = 0 и x = 2.
С обзиром на то да се f другачиjе понаша с леве и с десне стране

тачке x = 0, потражимо одвоjено леву и десну граничну вредност.

lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

1− cosx

x2
=

1

2
;

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

x2 − 4

x− 2
=
−4

−2
= 2

Дакле, не постоjи гранична вредност lim
x→0

f(x) jер се разликуjу лева и
десна гранична вредност. Пошто су оне коначне, следи да jе у питању
прекид прве врсте.

Слично као малопре, потражимо одвоjено леву и десну граничну
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вредност у тачки x = 2.

lim
x→2−

f(x) = lim
x→2−

x2 − 4

x− 2
= lim

x→2−

(x− 2)(x+ 2)

x− 2
= lim

x→2−
(x+ 2) = 4;

lim
x→2+

f(x) = lim
x→2+

(√
x2 + 5− 3

)
=
√

22 + 5− 3 =
√

9− 3 = 3− 3 = 0

Дакле, не постоjи гранична вредност lim
x→2

f(x) jер се лева и десна гра-
нична вредност разликуjу, а пошто су обе коначне, следи да jе у питању
прекид прве врсте.

(г) f(x) =

{
ex−1
x
, x 6= 0

1, x = 0

Функциjа ex−1
x

jе непрекидна у свакоj тачки свог домена, тj. на скупу
(−∞, 0)∪ (0,+∞), jер jе добиjена од непрекидних функциjа операциjама
одузимања и дељења. Потребно jе, дакле, испитати непрекидност функ-
циjе у тачки x = 0. Како jе f(x) = ex−1

x
за све x 6= 0, следи да jе

lim
x→0

f(x) = lim
x→0

ex − 1

x
= 1,

па пошто jе f(0) = 1, следи да jе f непрекидна у свим тачкама свог
домена. Дакле, f jе непрекидна на R.

(д) f(x) =

{
ln(1+x)

x
, x 6= 0

0, x = 0

Функциjа ln(1+x)
x

jе дефинисана на скупу (−1, 0) ∪ (0,+∞) (због ло-
гаритма jе 1 + x > 0, тj. x > −1 и x 6= 0) и непрекидна jе у свакоj
тачки свог домена, jер jе добиjена од непрекидних функциjа операциjом
дељења. Потребно jе, дакле, испитати непрекидност функциjе f у тачки
x = 0. Како jе f(x) = ln(1+x)

x
за све x ∈ (−δ, δ) различите од 0 (ако jе

0 < δ < 1, да би ln(1 + x) било дефинисано), следи да jе

lim
x→0

f(x) = lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1,

па пошто jе f(0) = 0, следи да f има прекид у тачки x = 0. Таj прекид
jе отклоњив, jер постоjи коначна гранична вредност lim

x→0
f(x).

(ђ) f(x) =

{
cosx+

√
2, x ≤ 0

(1+x)
√

2−1
x

, x > 0

Функциjа cosx+
√

2 jе непрекидна на свом домену R, па jе непрекид-
на и на (−∞, 0). Такође, функциjа (1+x)

√
2−1

x
jе непрекидна на (−1, 0) ∪

(0,+∞) (за домен мора бити испуњен услов 1 + x ≥ 0, тj. x ≥ −1, као
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и x 6= 0), па jе непрекидна и на (0,+∞). Остаjе, дакле, испитати непре-
кидност функциjе f у тачки x = 0.

Пошто се f другачиjе понаша с леве и с десне стране тачке x = 0,
израчунаjмо посебно леву и десну граничну вредност:

lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

(
cosx+

√
2
)

= 1 +
√

2,

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

(1 + x)
√
2 − 1

x
=
√

2.

Дакле, лева и десна гранична вредност су коначне и различите, па jе
тачка x = 0 тачка прекида прве врсте.

(е) f(x) =

{
0, x ≤ 0

e−
1
x2 , x > 0

Константа функциjа 0 (свакоj тачки x додељуjе вредност 0) jесте не-
прекидна на R, па jе непрекидна и на (−∞, 0). Такође, функциjа e−

1
x2

jе непрекидна на свом домену (−∞, 0) ∪ (0,+∞), као композициjа не-
прекидне функциjе − 1

x2
и непрекидне експоненциjалне функциjе, па jе

непрекидна и на (0,+∞). Дакле, остаjе да се испита непрекидност фунц-
киjе f у тачки x = 0.

Очигледно jе lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

0 = 0, те остаjе само израчунати десну
граничну вредност. Како jе

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

e−
1
x2 = lim

x→0+

1

e
1
x2

= 0

(jер 1
x2

тежи ка +∞, па онда и e
1
x2 тежи ка +∞), следи да jе lim

x→0
f(x) =

0 = f(0), па jе f непрекидна у тачки x = 0.

4.9. (а) g(x) =

{
(1+x)3−1

x
, x 6= 0

A, x = 0

Функциjа (1+x)3−1
x

jе непрекидна на свом домену (−∞, 0) ∪ (0,+∞),
jер се добиjа компоновањем познатих функциjа, коjе су непрекидне, па
jе и g непрекидна на (−∞, 0)∪ (0,+∞). Да би g била непрекидна на свом
домену, потребно одредити вредност непознате A тако да g буде непре-
кидна у тачки x = 0. Како jе lim

x→0
g(x) = lim

x→0

(1+x)3−1
x

= 3, следи да мора
бити A = g(0) = 3.

(б) g(x) =

{
ex−e−x

x
, x 6= 0

A, x = 0
Функциjа (1+x)3−1

x
jе непрекидна на свом до-

мену (−∞, 0)∪ (0,+∞), jер се добиjа компоновањем познатих функциjа,
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коjе су непрекидне, па jе и g непрекидна на (−∞, 0) ∪ (0,+∞). Да би g
била непрекидна на свом домену, потребно одредити вредност непознате
A тако да g буде непрекидна у тачки x = 0. Како jе

lim
x→0

g(x) = lim
x→0

ex − e−x

x
= lim

x→0

ex − 1 + 1− e−x

x

= lim
x→0

ex − 1− (e−x − 1)

x
= lim

x→0

ex − 1

x
− lim

x→0

e−x − 1

x

= 1 + lim
x→0

e−x − 1

−x
= 1 + 1 = 2,

следи да мора бити A = g(0) = 2.

(в) g(x) =

{
ln(1+x)−ln(1−x)

x
, x 6= 0

A, x = 0

Домен функциjе ln(1+x)−ln(1−x)
x

jе скуп оних x ∈ R таквих да jе 1+x > 0,
1 − x > 0 и x 6= 0. Дакле, x > −1, x < 1 и x 6= 0, односно домен jе
(−1, 0) ∪ (0, 1). Функциjа ln(1+x)−ln(1−x)

x
jе непрекидна на (−1, 0) ∪ (0, 1),

као композициjа познатих непрекидних функциjа, па jе и g непрекидна
на (−1, 0) ∪ (0, 1). Остаjе jош да се пронађе непозната A тако да g буде
непрекидна у тачки x = 0. Како jе

lim
x→0

g(x) = lim
x→0

ln(1 + x)− ln(1− x)

x
= lim

x→0

ln(1 + x)

x
− lim

x→0

ln(1− x)

x

= 1 + lim
x→0

ln(1− x)

−x
= 1 + 1 = 2,

следи да мора бити A = g(0) = 2.

5 Извод функциjе
Поjам извода функциjе веома jе важан, не само у математици, него и

у физици, техници и сличним дисциплинама. Наjjедноставниjи пример
jе брзина. Сви знамо да jе просечна (средња) брзина кретања на неком
путу дужине s коjе jе траjало од тренутка t1 до тренутка t2 (тада jе про-
текло време t = t2 − t1) jеднака v = s

t
= s

t2−t1 . Међутим, из свакодневног
живота знамо да, поред просечне брзине, постоjи и тренутна брзина. То
би одговарало путу s коjи се пређе од тренутка t1 до истог тренутка
(t2 = t1), па jе протекло време t = t2 − t1 = t1 − t1 = 0? Знамо да де-
љење нулом ниjе могуће, а опет, схватамо да тренутна брзина као поjам
у потпуности има смисла. Како ћемо решити таj проблем? Замислиће-
мо да jе ипак прошло неко време, тj. да jе t2 > t1, па ћемо посматрати
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просечну брзину на том интервалу (означићемо га са 4t = t2− t1). Тада
jе пређени пут неко 4s и просечна брзина jе v = 4s

4t . Да бисмо добили
тренутну брзину, односно брзину у тренутку t = t1, посматраћемо тре-
нутке t2 > t1 коjи су све ближи тренутку t1, али су ипак и даље касниjи
од њега. Требало би да приметимо да jе таj поступак заправо тражење
десне граничне вредности, односно jе то lim

4t→0+

4s
4t . Наравно, нема разлога

да се тражи само десна гранична вредност, већ jе сасвим оправдано тра-
жити да гледамо и пређени пут од тренутка t2 < t1 до тренутка t = t1.
Тиме разлика 4t = t2− t1 може бити и негативна, па брзина у тренутку
t постаjе гранична вредност lim

4t→0

4s
4t .

Наравно, можемо рећи да jе пређени пут s заправо функциjа коjа за-
виси од t, и онда jе, заправо, 4s = s(t2) − s(t1). Ако означимо t = t1 и
4t = t2 − t1, онда jе t2 = t +4t, па добиjамо да jе брзина у тренутку t
jеднака lim

4t→0

s(t+4t)−s(t)
4t . Добиjени израз представља извод функциjе пре-

ђеног пута s у тренутку t. Ово се уопштава на било коjу функциjу f(x),
и то следећом дефинициjом.

Дефинициjа 5.1. Нека jе f : (a, b) −→ R и нека jе x0 ∈ (a, b) произвољ-
на. Извод функциjе f у тачки x0, у ознаци f ′(x0), jесте гранична вредност
lim
h→0

f(x+h)−f(x)
h

. Уколико ова гранична вредност постоjи и коначна jе, ка-
жемо да jе f диференциjабилна у тачки x0. Ако jе f диференциjабилна
у свакоj тачки свог домена, кажемо да jе f диференциjабилна.

Пример 5.1. Код равномерно–праволиниjског кретања брзином v, функ-
циjа пређеног пута jе s(t) = vt. Извод ове функциjе у тачки t jеднак jе
s′(t) = lim

h→0

s(t+h)−s(t)
h

= lim
h→0

v(t+h)−vt
h

= lim
x→0

vt+vh−vt
h

= lim
x→0

vh
h

= lim
x→0

v = v.
То значи да jе тренутна брзина у сваком тренутку jеднака v, што jе,
заправо, очекиван резултат.

Како не бисмо стално изводили вредности извода за функциjе коjе
често користимо, постоjи таблица извода коjа се учи напамет. Таблица
jе дата у табели 1. Поред тога, важи следећа своjства извода.
(1) (f(x) + g(x))′ = f ′(x) + g′(x)
(2) (f(x)− g(x))′ = f ′(x)− g′(x)
(3) (cf(x))′ = cf ′(x)
(4) (f(x) · g(x))′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)

(5)
(
f(x)
g(x)

)′
= f ′(x)g(x)−f(x)g′(x)

(g(x))2

(6) (g(f(x)))′ = g′(f(x)) · f ′(x)
Значење овог последњег jе следеће: ако се тражои извод функциjе

облика ef(x) или sin f(x), (тада jе g(x) = ex, односно g(x) = sinx), прво
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се уради извод функциjе g у тачки f(x), а затим се добиjена функциjа
множи изводом функциjе f .

f(x) f ′(x)
c 0
xα αxα−1

ax ax ln a
ex ex

loga x
1

x ln a

lnx 1
x

sinx cosx
cosx − sinx
tg x 1

cos2 x

ctg x − 1
sin2 x

arcsinx 1√
1−x2

arccosx − 1√
1−x2

arctg x 1
1+x2

arcctg x − 1
1+x2

Табела 1: Таблични изводи.

5.1. (а) f(x) = x5 − 4x3 + 2x− 3

f ′(x) = 5x4 − 4 · 3x2 + 2 = 5x4 − 12x2 + 2

(б) f(x) = π
x

+ ln 2 = π · x−1 + ln 2

f ′(x) = π · ((−1)x−2) + 0 = π ·
(
− 1

x2

)
= − π

x2

(в) f(x) = 3x
2
3 − 2x

5
2 + x−3

f ′(x) = 3 · 2

3
x

2
3
−1 − 2 · 5

2
x

5
2
−1 + (−3)x−4 = 2x−

1
3 − 5x

3
2 − 3x−4

(г) f(x) = x2
3
√
x7 = x2 · x 7

3 = x2+
7
3 = x

6
3
+ 7

3 = x
13
3

f ′(x) =
13

3
x

13
3
−1 =

13

3
x

13
3
− 3

3 =
13

3
x

10
3

(д) f(x) = 5 sinx+ 3 cosx

f ′(x) = 5 cosx+ 3(− sinx) = 5 cosx− 3 sinx
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(ђ) f(t) = arcsin t+ 2

f ′(t) =
1√

1− t2
+ 0 =

1√
1− t2

5.2. (а) f(x) = x ctg x

f ′(x) = (x)′ ctg x+ x(ctg x)′ = 1 · ctg x+ x ·
(
− 1

sin2 x

)
= ctg x− x

sin2 x

(б) f(x) = ex cosx

f ′(x) = (ex)′ cosx+ ex(cosx)′ = ex cosx+ ex · (− sinx) = ex(cosx− sinx)

(в) f(x) = sinx lnx2x

Ово jе производ три функциjе, па ћемо груписати нека два чиниоца,
нпр. други и трећи.

f ′(x) = (sinx)′(lnx2x) + sin x(lnx2x)′

= cos x lnx2x + sinx((lnx)′2x + lnx(2x)′)

= cos x lnx2x + sinx

(
1

x
· 2x + lnx(2x ln 2)

)
= cos x lnx2x +

sinx2x

x
+ sinx lnx2x ln 2

(г) f(x) = 2x+3
x2−5x+5

f ′(x) =
(2x+ 3)′(x2 − 5x+ 5)− (2x+ 3)(x2 − 5x+ 5)′

(x2 − 5x+ 5)2

=
2(x2 − 5x+ 5)− (2x+ 3)(2x− 5)

(x2 − 5x+ 5)2

=
2x2 − 10x+ 10− (4x2 − 10x+ 6x− 15)

(x2 − 5x+ 5)2
=
−2x2 − 6x+ 25

(x2 − 5x+ 5)2

(д) f(t) = 1+
√
t

1−
√
t

Пошто ће се често jављати у задацима, установимо шта jе извод функ-
циjе g(t) =

√
t = t

1
2 :

g′(t) =
1

2
t
1
2
−1 =

1

2
t
1
2
− 2

2 =
1

2
t−

1
2 =

1

2
· 1√

t
=

1

2
√
t
.
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Према томе, извод тражене функциjе jе

f ′(t) =
(1 +

√
t)′(1−

√
t)− (1 +

√
t)(1−

√
t)′

(1−
√
t)2

=

1
2
√
t
(1−

√
t)− (1 +

√
t)
(
− 1

2
√
t

)
(1−

√
t)2

=

1
2
√
t
− 1

2
+ 1

2
√
t

+ 1
2

(1−
√
t)2

=

2
2
√
t

(1−
√
t)2

=
1√

t(1−
√
t)2

(ђ) f(x) = sinx+cosx
sinx−cosx

f ′(x) =
(sinx+ cosx)′(sinx− cosx)− (sinx+ cosx)(sinx− cosx)′

(sinx− cosx)2

=
(cosx+ (− sinx))(sinx− cosx)− (sinx+ cosx)(cosx− (− sinx))

(sinx− cosx)2

=
(cosx− sinx)(sinx− cosx)− (sinx+ cosx)(cosx+ sinx)

(sinx− cosx)2

=
−(sinx− cosx)2 − (sinx+ cosx)2

(sinx− cosx)2

=
−(sin2 x− 2 sinx cosx+ cos2 x)− (sin2 x+ 2 sinx cosx+ cos2 x)

(sinx− cosx)2

=
−(1− 2 sinx cosx)− (1 + 2 sinx cosx)

(sinx− cosx)2

=
−1 + 2 sinx cosx− 1− 2 sinx cosx)

(sinx− cosx)2
=

−2

(sinx− cosx)2

(е) f(t) = 2t sin t− (t2 − 2) cos t

f ′(t) = (2t)′ sin t+ (2t)(sin t)′ − ((t2 − 2)′ cos t+ (t2 − 2)(cos t)′)

= 2 sin t+ 2t cos t− (2t cos t+ (t2 − 2)(− sin t))

= 2 sin t+ 2t cos t− 2t cos t+ (t2 − 2) sin t

= (2 + t2 − 2) sin t = t2 sin t

(ж) f(t) = t2

ln t

f ′(t) =
(t2)′ ln t− t2(ln t)′

(ln t)2
=

2t ln t− t2 · 1
t

(ln t)2
=

2t ln t− t
(ln t)2

=
t(2 ln t− 1)

(ln t)2
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(з) f(x) = x−1 + 2 lnx− lnx
x

f ′(x) = (−1)x−2 + 2 · 1

x
− (lnx)′x− lnx(x)′

x2

= − 1

x2
+

2

x
−

1
x
· x− lnx · 1

x2

= − 1

x2
+

2x

x2
− 1− lnx

x2
=
−1 + 2x− 1 + ln x

x2
=

2x− 2 + ln x

x2

(и) f(z) = z arctg z

f ′(z) = (z)′ arctg z + z(arctg z)′ = 1 · arctg z + z · 1

1 + z2
= arctg z +

z

1 + z2

(j) f(t) = 2
3t+1
− 2

t

f ′(t) =
(2)′(3t+ 1)− 2(3t+ 1)′

(3t+ 1)2
− 2(t−1)′

=
0 · (3t+ 1)− 2 · 3

(3t+ 1)2
− 2((−1)t−2) = − 6

(3t+ 1)2
+ 2t−2

= − 6

(3t+ 1)2
+

2

t2

(к) f(x) = x7ex

f ′(x) = (x7)′ex + x7(ex)′ = 7x6ex + x7ex = x6ex(7 + x)

5.3. (а) f(x) =
√
xex + x

Ово jе сложена функциjа. Можемо написати да jе g(x) = xex + x и
h(x) =

√
x, па jе онда f(x) = h(g(x)). Правило за извод сложене функциjе

нам говори да се прво ради извод функциjе h па се то множи с изводом
функциjе g. Извод функциjе h(x) =

√
x jе h′(x) = 1

2
√
x
, а извод функциjе

g(x) = xex+x jе g′(x) = (x)′ex+x(ex)′+ 1 = 1 · ex+xex+ 1 = ex(1 +x) + 1.
Дакле,

f ′(x) = h′(g(x)) · g′(x) =
1

2
√
xex + x

· (ex(1 + x) + 1).

Да не бисмо стално раздваjали шта jе шта у композициjи, радимо на
следећи начин. Гледамо коjа jе функциjа последња примењена и видимо
да jе то квадратни корен. Дакле, израчунавамо његов извод, што jе 1 по-
дељено са 2 пута корен из оног што се налазило под кореном на почетку.
Након што смо израчунали таj извод, множимо све са изводом онога што
jе било под кореном. Дакле,

f ′(x) =
1

2
√
xex + x

· (xex + x)′ = · · · = 1

2
√
xex + x

(ex(1 + x) + 1).
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(б) f(x) = 3
√

2ex − 2x + 1 + (ln x)5

Овде се jавља израз коjи jе под трећим кореном. Извод функциjе
g(x) = 3

√
x = x

1
3 jе

g′(x) =
1

3
x

1
3
−1 =

1

3
x

1
3
− 3

3 =
1

3
x−

2
3 =

1

3
3
√
x2
,

па jе

f ′(x) =
1

3 3
√

(2ex − 2x + 1)2
· (2ex − 2x + 1)′ + 5(lnx)4 · (lnx)′

=
1

3 3
√

(2ex − 2x + 1)2
· (2ex − 2x ln 2 + 0) + 5(lnx)4 · 1

x

=
2ex − 2x ln 2

3 3
√

(2ex − 2x + 1)2
+

5(lnx)4

x
.

(в) f(x) = 1
arctg x

Извод функциjе g(x) = 1
x

= x−1 jе g′(x) = (−1)x−2 = − 1
x2
, па jе

f ′(x) = − 1

(arctg x)2
· (arctg x)′ = − 1

(arctg x)2
· 1

1 + x2
.

(г) f(x) = ln2 x− ln lnx = (lnx)2 − ln(lnx)

f ′(x) = 2 lnx · (lnx)′ − 1

lnx
· (lnx)′ = 2 ln x · 1

x
− 1

lnx
· 1

x

=
2 lnx

x
− 1

x lnx
=

2(lnx)2

x lnx
− 1

x lnx
=

2 ln2 x− 1

x lnx

(д) f(x) = tg
√
x

f ′(x) =
1

cos2
√
x
· (
√
x)′ =

1

cos2
√
x
· 1

2
√
x

(ђ) f(x) = e−x
2

+ sin 3x

f ′(x) = e−x
2 ·(−x2)′+cos 3x·(3x)′ = e−x

2

(−2x)+cos 3x·3 = −2xe−x
2

+3 cos 3x

(е) f(x) = ln
(
x+
√

1 + x2
)

f ′(x) =
1

x+
√

1 + x2
·
(
x+
√

1 + x2
)′

=
1

x+
√

1 + x2
·
(

1 +
1

2
√

1 + x2
· (1 + x2)′

)
=

1

x+
√

1 + x2
·
(

1 +
1

2
√

1 + x2
· 2x
)

=
1

x+
√

1 + x2
·
(

1 +
x√

1 + x2

)
=

1

x+
√

1 + x2
·
√

1 + x2 + x√
1 + x2

=
1√

1 + x2
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(ж) f(x) = ctg arcsinx2

f ′(x) = − 1

sin2 arcsinx2
· (arcsinx2)′

= − 1

(sin arcsinx2)2
· 1√

1− (x2)2
· (x2)′

= − 1

(x2)2
· 1√

1− x4
· 2x = − 1

x4
· 2x√

1− x4
= − 2

x3
√

1− x4

(з) f(x) =
√
x

cos3 x

f ′(x) =
(
√
x)′ cos3 x−

√
x((cosx)3)′

(cos3 x)2

=

1
2
√
x

cos3 x−
√
x · 3(cosx)2 · (cosx)′

cos6 x

=

cos3 x
2
√
x
− 3
√
x cos2 x(− sinx)

cos6 x
=

cos3 x
2
√
x

+ 3
√
x cos2 x sinx

cos6 x

=

cos3 x
2
√
x

+ 6x cos2 x sinx
2
√
x

cos6 x
=

cos3 x+6x cos2 x sinx
2
√
x

cos6 x
=

cos2 x(cosx+ 6x sinx)

2
√
x cos6 x

=
cosx+ 6x sinx

2
√
x cos4 x

(и) f(x) = xx
2

Задата функциjа ниjе ни степена функциjа xa (jер степен ниjе кон-
стантан), нити jе експоненциjална функциjа (основа ниjе константна).
Област дефинисаности ове функциjе jе x > 0, односно x ∈ (0,+∞) (кад
год имамо реални степен, као што jе x2, основа мора бити позитивна).
Према томе, и вредност функциjе jе позитивна, па постоjи њен логари-
там, што значи да jе могуће извршити следећу трансформациjу:

f(x) = xx
2

= elnx
x2

= ex
2 lnx.

Следи да jе извод ове функциjе

f ′(x) = ex
2 lnx · (x2 lnx)′ = xx

2 · ((x2)′ lnx+ x2(lnx)′)

= xx
2

(
2x lnx+ x2 · 1

x

)
= xx

2 · (2x lnx+ x) = xx
2 · x(2 lnx+ 1).

(j) f(x) = (sin x)cosx

Као и у претходном примеру, фукциjа ниjе ни степена ни експонен-
циjална, те jе неопходно извршити трансформациjу. Област дефиниса-
ности мора бити sinx > 0, што значи да jе и (sinx)cosx > 0, те постоjи
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ln (sinx)cosx. Следи да jе f(x) = (sinx)cosx = eln (sinx)cos x = ecosx ln sinx, па
следи да jе њен извод jеднак

f ′(x) = ecosx ln sinx · (cosx ln sinx)′

= (sinx)cosx · ((cosx)′ ln sinx+ cosx(ln sinx)′)

= (sinx)cosx
(
− sinx ln sinx+ cosx · 1

sinx
(sinx)′

)
= (sinx)cosx

(
− sinx ln sinx+

cosx

sinx
cosx

)
= (sinx)cosx

(
−sin2 x ln sinx

sinx
+

cos2 x

sinx

)
= (sinx)cosx · cos2 x− sin2 x ln sinx

sinx

(к) f(x) = xx
x

Слично као у претходним примерима, извршимо трансформациjу:

f(x) = xx
x

= elnx
xx

= ex
x lnx.

Добиjамо да jе

f ′(x) = ex
x lnx · (xx lnx)′ = xx

x

((xx)′ lnx+ xx(lnx)′).

Пошто се jавља извод функциjе xx, морамо и ту функциjу трансформи-
сати у xx = elnx

x
= ex lnx, па jе

(xx)′ = (ex lnx)′ = ex lnx(x lnx)′ = xx((x)′ lnx+ x(lnx)′)

= xx
(

1 · lnx+ x · 1

x

)
= xx(lnx+ 1).

Дакле,

f ′(x) = xx
x

(
xx(lnx+ 1) lnx+ xx · 1

x

)
= xx

x · xx
(

ln2 x+ lnx+
1

x

)
.

Изводи се могу искористити да се пронађу граничне вредности облика
0
0
и ∞∞ . Наиме, важи следеће тврђење. Ако су f, g : (a, b) −→ R диферен-

циjабилне и за x0 ∈ (a, b) важи lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x) = 0, онда ако постоjи

гранична вредност lim
x→x0

f ′(x)
g′(x)

, онда постоjи и гранична вредност lim
x→x0

f(x)
g(x)

и важи
lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(x)

g′(x)
.
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Слично важи и ако jе у питању jеднострана гранична вредност lim
x→x0−

f(x)
g(x)

или lim
x→x0+

f(x)
g(x)

. Такође, ако f и g нису дефинисане у тачки x0, али jе

lim
x→x0

f(x) = ∞ и lim
x→x0

g(x) = ∞ (ниjе битан знак бесконачности, тачниjе,
лева и десна гранична вредност могу бити бесконачности различитог зна-
ка), онда важи lim

x→x0

f(x)
g(x)

= lim
x→x0

f ′(x)
g′(x)

, уколико гранична вредност lim
x→x0

f ′(x)
g′(x)

постоjи. Такође, све исто важи уколико jе у питању бесконачна тачка x0,
односно уколико се тражи lim

x→+∞
f(x)
g(x)

или lim
x→−∞

f(x)
g(x)

.
Ово тврђење познато jе под именом Лопиталово правило. Међутим,

постоjе неке ситуациjе у коjима на први поглед делуjе да има смисла
применити Лопиталово правило, а његова примена заправо нема сми-
сла. На пример, посматраjмо граничну вредност lim

x→0

sinx
x

. Извод функ-
циjе sinx у тачки x = 0 добиjа се, по дефинициjи, помоћу граничне
вредности lim

h→0

sin(0+h)−sin 0
h

= lim
h→0

sinh
h

= lim
x→0

sinx
x

. Лопиталово правило би

заменило броjилац разломка sinx
x

(што jе sinx) његовим изводом cosx у
тачки x = 0, а та замена не може да се уради уколико се претходно не
израчуна вредност извода функциjе sinx у тачки x = 0, односно полазна
гранична вредност! Дакле, у овом примеру примена Лопиталовог прави-
ла нема смисла, jер се вртимо укруг (да бисмо искористили Лопиталово
правило, морамо знати вредност извода, коjу не знамо док не израчунамо
полазну граничну вредност).

Наравно, постоjе и ситуациjе у коjима се применом Лопиталовог пра-
вила добиjа гранична вредност коjа не постоjи, иако полазна гранична
вредност постоjи. Наиме, треба обратити пажњу на то да jе услов за при-
мену Лопиталовог правила таj да гранична вредност lim

x→x0

f ′(x)
g′(x)

постоjи!

Tек ако она постоjи, онда важи да jе lim
x→x0

f(x)
g(x)

= lim
x→x0

f ′(x)
g′(x)

.

5.4. lim
x→+∞

x+sinx
x−sinx

Jедноставно се израчунава да jе

lim
x→+∞

x+ sinx

x− sinx
= lim

x→+∞

x
(
1 + sinx

x

)
x
(
1− sinx

x

) = lim
x→+∞

1 + sinx
x

1− sinx
x

=
1 + 0

1− 0
=

1

1
= 1.

С друге стране, пошто jе lim
x→+∞

(x+ sinx) = +∞ и lim
x→+∞

(x− sinx) = +∞,
применом Лопиталовог правила добило би се

lim
x→+∞

(x+ sinx)′

(x− sinx)′
= lim

x→+∞

1 + cos x

1− cosx
= lim

x→+∞

2 cos2 x
2

2 sin2 x
2

= lim
x→+∞

ctg2 x

2
,

а та гранична вредност не постоjи.
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5.5. (а) lim
x→0

lnx
ctg x

Гранична вредност коjа се тражи не може да се израчуна. Наиме,
пошто jе lnx дефинисан за x > 0, ниjе могуће посматрати граничну
вредност када x тежи 0, jер за негативне x функциjа lnx

ctg x
ниjе дефини-

сана. Уместо тога, израчунаћемо граничну вредност lim
x→0+

lnx
ctg x

. Како jе
lim
x→0+

lnx = −∞ и lim
x→0+

ctg x = +∞, могуће jе применити Лопиталово

правило, уколико се добиjе да гранична вредност lim
x→0+

(lnx)′

(ctg x)′
постоjи.

lim
x→0+

(lnx)′

(ctg x)′
= lim

x→0+

1
x

− 1
sin2 x

= lim
x→0+

−sin2 x

x
= − lim

x→0+

(
sinx

x
· sinx

)
= − lim

x→0+

sinx

x
· lim
x→0+

sinx = −1 · 0 = 0

Дакле, на основу Лопиталовог правила jе lim
x→0+

lnx
ctg x

= 0.

(б) lim
x→0

ln(sinαx)
ln(sinx)

Слично као малопре, ова гранична вредност не може да се израчуна,
због проблема с дефинисаношћу. Наиме, ако jе −δ < x < 0 (за неки
мали броj δ > 0), онда jе sinx < 0, па ln(sinx) ниjе дефинисано. Дакле,
мора бити 0 < x < δ, а онда мора бити и α > 0, да би било sinαx > 0.
Дакле, тражићемо граничну вредност lim

x→0+

ln(sinαx)
ln(sinx)

, под претпоставком
да jе α > 0.

Како jе lim
x→0+

ln(sinαx) = −∞ и lim
x→0+

ln(sinx) = −∞, могуће jе приме-

нити Лопиталово правило, под условом да гранична вредност lim
x→0+

(ln(sinαx))′

(ln(sinx))′

постоjи. Како jе

lim
x→0+

(ln(sinαx))′

(ln(sinx))′
= lim

x→0+

1
sinαx

· (sinαx)′

1
sinx

(sinx)′
= lim

x→0+

1
sinαx

· cosαx · (αx)′

1
sinx
· cosx

= lim
x→0+

cosαx
sinαx

· α
cosx
sinx

= lim
x→0+

cosαx · α sinx

sinαx cosx

= lim
x→0+

cosαx

cosx
· lim
x→0+

(
α sinx

sinαx
· x
x

)
=

1

1
· lim
x→0+

(
sinx

x
· αx

sinαx

)
= lim

x→0+

sinx

x
· lim
x→0+

1
sinαx
αx

= 1 · 1

1
= 1,

следи да jе lim
x→0+

ln(sinαx)
ln(sinx)

= 1.

(в) lim
x→0

x−sinx
x3
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Како jе lim
x→0

(x − sinx) = 0 и lim
x→0

x3 = 0, могуће jе применити Лопи-

талово правило, под условом да гранична вредност lim
x→0

(x−sinx)′
(x3)′

постоjи.
Како jе

lim
x→0

(x− sinx)′

(x3)′
= lim

x→0

1− cosx

3x2
=

1

3
· 1

2
=

1

6
,

следи да jе lim
x→0

x−sinx
x3

= 1
6
.

(г) lim
x→0

x lnx

Слично као у претходним примерима, тражена гранична вредност
не може да се израчуна, jер за x < 0 не постоjи lnx. Дакле, израчуна-
ћемо граничну вредност lim

x→0+
x lnx. Како овде не постоjи количник, не

можемо одмах применити Лопиталово правило. Међутим, коришћењем
особина двоjног разломка jедноставно трансформишемо функциjу x lnx
у lnx

1
x

. Како jе lim
x→0+

lnx = −∞ и lim
x→0+

1
x

= +∞, следи да jе могуће при-
менити Лопиталово правило, под условом да постоjи гранична вредност
lim
x→0+

(lnx)′

( 1
x)
′ .

lim
x→0+

(lnx)′(
1
x

)′ = lim
x→0+

1
x

− 1
x2

= lim
x→0+

(
−x

2

x

)
= lim

x→0+
(−x) = 0

Дакле, добиjамо да jе lim
x→0+

x lnx = 0.

(д) lim
x→0

(
1
x
− 1

ex−1

)
Овде такође немамо разломак, па не можемо одмах применити Лопи-

талово правило. Међутим, jедноставно свођењем на заjеднички именилац
добиjамо 1

x
− 1

ex−1 = ex−1
x(ex−1) −

x
x(ex−1) = ex−1−x

x(ex−1) . Како jе lim
x→0

(ex − 1 − x) =

1 − 1 − 0 = 0 и lim
x→0

x(ex − 1) = 0 · (1 − 1) = 0, могуће jе применити

Лопиталово правило уколико гранична вредност lim
x→0

(ex−1−x)′
(x(ex−1))′ постоjи.

lim
x→0

(ex − 1− x)′

(x(ex − 1))′
= lim

x→0

ex − 1

(x)′(ex − 1) + x(ex − 1)′

= lim
x→0

ex − 1

ex − 1 + xex
= lim

x→0

1
ex−1+xex
ex−1

= lim
x→0

1

1 + xex

ex−1

=
1

1 + lim
x→0

xex

ex−1
=

1

1 + lim
x→0

ex
ex−1
x

=
1

1 + 1
1

=
1

1 + 1
=

1

2

Дакле, добиjамо да jе lim
x→0

(
1
x
− 1

ex−1

)
= 1

2
.

(ђ) lim
x→1

(
x
x−1 −

1
lnx

)
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Поново немамо количник, па не можемо одмах применити Лопитало-
во правило, али можемо jедноставно трансформисати израз у количник
свођењем на заjеднички именилац:

x

x− 1
− 1

lnx
=

x lnx

(x− 1) lnx
− x− 1

(x− 1) lnx
=
x lnx− x+ 1

(x− 1) lnx
.

Како jе lim
x→1

(x lnx − x + 1) = 1 · 0 − 1 + 1 = 0 + 0 = 0 и lim
x→1

(x − 1) lnx =

(1−1)·0 = 0, могуће jе применити Лопиталово правило уколико гранична
вредност lim

x→1

(x lnx−x+1)′

((x−1) lnx)′ постоjи.

lim
x→1

(x lnx− x+ 1)′

((x− 1) lnx)′
= lim

x→1

(x)′ lnx+ x(lnx)′ − 1

(x− 1)′ lnx+ (x− 1)(lnx)′

= lim
x→1

lnx+ x · 1
x
− 1

lnx+ (x− 1) · 1
x

= lim
x→1

lnx+ 1− 1

lnx+ x−1
x

= lim
x→1

lnx

lnx+ x−1
x

Гранична вредност коjу смо добили испуњава услове за примену Лопита-
ловог правила, jер jе lim

x→1
lnx = 0 и lim

x→1

(
lnx+ x−1

x

)
= 0 + 1−1

1
= 0. Дакле,

сада тражимо да ли постоjи гранична вредност lim
x→1

(lnx)′

(lnx+x−1
x )

′ .

lim
x→1

(lnx)′(
lnx+ x−1

x

)′ = lim
x→1

1
x

1
x

+ (x−1)′·x−(x−1)(x)′
x2

= lim
x→1

1
x

1
x

+ x−(x−1)
x2

= lim
x→1

1
x

1
x

+ x−x+1
x2

= lim
x→1

1
x

x
x2

+ 1
x2

= lim
x→1

1
x
x+1
x2

= lim
x→1

x2

x(x+ 1)
= lim

x→1

x

x+ 1
=

1

1 + 1
=

1

2

Према томе, гранична вредност lim
x→1

lnx
lnx+x−1

x

постоjи и jеднака jе 1
2
, што

значи да jе и lim
x→1

(
x
x−1 −

1
lnx

)
= 1

2
.

(е) lim
x→0

e−x
6−1+x6

arctg x12

Како jе lim
x→0

(e−x
6 − 1 + x6) = 1 − 1 + 0 = 0 и lim

x→0
arctg x12 = 0, следи

да jе могуће применити Лопиталово правило уколико постоjи гранична
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вредност lim
x→0

(e−x
6−1+x6)′

(arctg x12)′
. Како jе

lim
x→0

(e−x
6 − 1 + x6)′

(arctg x12)′
= lim

x→0

e−x
6 · (−x6)′ + 6x5

1
1+(x12)2

· (x12)′
= lim

x→0

e−x
6 · (−6x5) + 6x5

1
1+x24

· 12x11

= lim
x→0

−6x5(e−x
6 − 1)

12x11

1+x24

=
6

12
lim
x→0

−(e−x
6 − 1)
x6

1+x24

=
1

2
lim
x→0

(
(1 + x24) · e

−x6 − 1

−x6

)
=

1

2
· (1 + 0) · 1 =

1

2
,

следи да jе и lim
x→0

e−x
6−1+x6

arctg x12
= 1

2
.

(ж) lim
x→0

(
1

sin2 x
− 1

x2

)
Поново наместимо на количник свођењем на заjеднички именилац.

Добиjамо x2

x2 sin2 x
− sin2 x

x2 sin2 x
= x2−sin2 x

x2 sin2 x
. Како jе lim

x→0
(x2 − sin2 x) = 0 − 0 = 0

и lim
x→0

(x2 sin2 x) = 0 · 0 = 0, могуће jе применити Лопиталово правило ако

гранична вредност lim
x→0

(x2−sin2 x)′
(x2 sin2 x)′

постоjи.

lim
x→0

(x2 − sin2 x)′

(x2 sin2 x)′
= lim

x→0

2x− 2 sinx(sinx)′

(x2)′ sin2 x+ x2(sin2 x)′

= lim
x→0

2x− 2 sinx cosx

2x sin2 x+ x2 · 2 sinx(sinx)′

= lim
x→0

2x− 2 sinx cosx

2x sin2 x+ 2x2 sinx cosx

= lim
x→0

2(x− sinx cosx)

2x3
(

sin2 x
x2

+ sinx
x

cosx
)

= lim
x→0

x− sinx cosx

x3
(

sin2 x
x2

+ sinx
x

cosx
)

Како jе lim
x→0

(
sin2 x
x2

+ sinx
x

cosx
)

= 1 + 1 · 1 = 2, следи да jе потребно утвр-

дити да ли постоjи гранична вредност lim
x→0

x−sinx cosx
x3

.
Како jе lim

x→0
(x− sinx cosx) = 0 − 0 · 1 = 0 и lim

x→0
x3 = 0, могуће

jе применити Лопиталово правило, уколико постоjи гранична вредност
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lim
x→0

(x−sinx cosx)′
(x3)′

. Како jе

lim
x→0

(x− sinx cosx)′

(x3)′
= lim

x→0

1− ((sinx)′ cosx+ sinx(cosx)′)

3x2

= lim
x→0

1− (cosx cosx+ sinx(− sinx))

3x2

= lim
x→0

1− (cos2 x− sin2 x)

3x2
= lim

x→0

1− cos 2x

3x2

= lim
x→0

1− cos 2x

3 · 4x2
4

=
1
3
4

· lim
x→0

1− cos 2x

(2x)2

=
4

3
· 1

2
=

2

3
,

следи да jе lim
x→0

x−sinx cosx
x3

= 2
3
, па jе

lim
x→0

(x2 − sin2 x)′

(x2 sin2 x)′
=

2

3
· 1

2
=

1

3
.

Коначно, lim
x→0

(
1

sin2 x
− 1

x2

)
= 1

3
.

6 Испитивање тока функциjе
Испитивање тока функциjе jе поступак помоћу коjег се утврђуjе по-

нашање функциjе. Утврђуjе се када функциjа расте, када опада, коjе
тачке су такве да jе вредност функциjе у њима jеднака нули, када jе
позитивна, а кад негативна и тако даље. Састоjи се од осам корака.

Први корак jе утврђивање домена, односно области дефинисаности
функциjе. Постављаjу се услови да изрази коjи су у имениоцима разло-
мака буду различити од нуле, да изрази под парним коренима буду већи
од нуле или jеднаки нули, да основе логаритма буду позитивни броjе-
ви различити од 1, да аргументи логаритма буду позитивни броjеви, да
основе степена буду позитивне уколико jе експонент (израз на коjи се
степенуjе основа) реалан броj, да аргументи функциjе tg буду различити
од π

2
+ kπ, где jе k ∈ Z, да аргументи функциjе ctg буду различити од

kπ, где jе k ∈ Z, да аргументи функциjа arcsin и arccos буду у интервалу
[−1, 1] и тако даље. Гледа се наjвећи подскуп скупа R коjи задовољава
све постављене услове.

Други корак jе испитивање неких специфичних особина као што су
парност, непарност и периодичност. Наведимо њихове дефинициjе.
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Дефинициjа 6.1. Нека jе f : U −→ R дефинисана на U ⊆ R коjи jе
симетричан у односу на тачку 0 (то значи да уколико x ∈ U , онда и
−x ∈ U . Уколико за свако x ∈ U важи да jе f(−x) = f(x), кажемо да
jе f парна. Уколико за свако x ∈ U важи да jе f(−x) = −f(x), кажемо
да jе f непарна. Уколико не важи ниjедна од те две jеднакости или скуп
U ниjе симетричан у односу на тачку 0, функциjа f ниjе ни парна ни
непарна.

Дефинициjа 6.2. Нека jе f : U −→ R дефинисана на U ⊆ R. Ако
постоjи T > 0 такво да за свако x ∈ U важи да jе x+ T ∈ U , x− T ∈ U и
f(x− T ) = f(x + T ) = f(x), онда jе функциjа f периодична с периодом
T . Основни период периодичне функциjе jе наjмањи броj T > 0 за коjи
важи претходно.

Познато jе да су тригонометриjске функциjе sin, cos, tg и ctg перио-
дичне. Основни период функциjа sin и cos jе 2π, а основни период функ-
циjа tg и ctg jе π. Броj 2π jе период функциjа tg и ctg, али ниjе њихов
основни период. Такође, познато jе (из средње школе) да jе основни пе-
риод фунцкиjе A sin(kx + x0) + B броj T = 2π

k
. Слично важи ако уместо

sin стоjи cos, а ако стоjи tg или ctg, онда jе T = π
k
основни период. Уко-

лико jе функциjа f збир периодичних функциjа, њихов основни период
jе НЗС основих периода њихових сабирака (наравно, не постоjи НЗС за
реалне броjеве, али ако су то броjеви облика p

q
· π, онда се сви периоди

своде на заjеднички именилац и тражи се НЗС броjилаца).
Након тога се испитуjу нуле функциjе и знак, односно траже се тачке

x коjе задовољаваjу f(x) = 0 (то су нуле функциjе f) и испитуjе се за
коjе x jе f(x) > 0, а за коjе jе f(x) < 0.

Следећи корак су асимптоте. Постоjе две врсте асимптота, а то су
вектикалне и косе асимптоте. Обично се међу асимптотама издваjаjу хо-
ризонталне као засебна врста, али су оне заправо специjални случаj косих
асимптота. Дефинициjе су следеће.

Дефинициjа 6.3. Права x = x0, где jе x0 тачка за коjу jе бар jедна од
граничних вредности lim

x→x0−
f(x), lim

x→x0+
f(x) бесконачна, назива се верти-

калном асимптотом функциjе f .

Дефинициjа 6.4. Права y = kx+ n jе коса асимптота функциjе f када
x тежи ка +∞ уколико jе k = lim

x→+∞
f(x)
x

и n = lim
x→+∞

(f(x)− kx). Слично
важи и за косу асимптоту када x тежи ка −∞. Уколико jе k = 0, онда
се каже да jе y = n хоризонтална асимптота.

Дакле, вертикалне асимптоте се испитуjу у тачкама у коjима би се
испитивали прекиди функциjе f . Наjчешће су то тачке такве да jе f
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дефинисана на (a, x0) или на (x0, b) (може и на оба интервала), али f
може бити и дефинисана у самоj тачки x0. С друге стране, косе (и хори-
зонталне, као специjалан случаj) испитуjу се у бесконачкостима (нарав-
но, уколико домен функциjе садржи интервал облика (a,+∞), односно
(−∞, b).

Након тога се рачуна извод функциjе, а након тога и извод доби-
jене функциjе (то се, иначе, зове други извод полазне функциjе, па се
сам извод често зове и први извод). Изводи су потребни за испитивање
монотоности и закривљености функциjе.

Испитуjу се нуле и знак (првог) извода. Заправо, ради се трећи ко-
рак, али се уместо над функциjом f таj корак ради над њеним изводом
f ′. Интервали (отворени) у коjима jе извод позитиван jесу интервали на
коjима jе f растућа, док су интервали у коjима jе извод негативан ин-
тервали у коjима jе f опадаjућа. Тачке у коjима jе функциjа дефинисана
(ово jе jако битно!) и извод мења знак зову се локални екстремуми функ-
циjе f . Уколико функциjа расте, па затим опада, онда се екстремум зове
максимум, а уколико функциjа опада, а затим расте, онда се екстремум
зове минимум.

Након тога се испитуjу нуле и знак другог извода. Интервали у коjима
jе други извод позитиван jесу интервали у коjима jе f закривљена на исти
начин као квадратна функциjа g(x) = x2 (има облик као срећна уста) и
кажемо да jе на тим интервалима f конвексна. Интервали у коjима jе
други извод негативан jесу интервали у коjима jе f закривљена на исти
начин као квадратна функциjа h(x) = −x2 (има облик као тужна уста) и
кажемо да jе на тим интервалима f конкавна. Тачке у коjима се прелази
из конвексног у конкаван облик закривљености (или обрнуто) зову се
превоjне тачке.

Последњи корак jе скицирање графика. Таj корак се ради слободном
руком на папиру. Користе се информациjе добиjене у свим претходним
корацима.

6.1. (а) f(x) = arcsin
√
x2 + x+ 1

Домен ове функциjе су сви x ∈ R такви да jе
√
x2 + x+ 1 ∈ [−1, 1]

(зато што аргумент фунцкиjе arcsin мора бити у интервалу [−1, 1]) и x2+
x+ 1 ≥ 0 (израз коjи се jавља под парним кореном мора бити позитиван
или нула). Решимо прво квадратну jедначину x2+x+1 = 0. Њена решења
су x1/2 = −1±

√
12−4·1·1
2·1 = −1±

√
1−4

2
, што значи да ова квадратна jедначина

нема реалних решења. Како jе коефициjент коjи стоjи уз x2 позитиван,
следи да jе x2+x+1 > 0 за све x ∈ R. Наравно, пошто jе

√
x2 + x+ 1 > 0,

уместо два услова,
√
x2 + x+ 1 ≥ −1 и

√
x2 + x+ 1 ≤ 1, довољно jе само

поставити услов
√
x2 + x+ 1 ≤ 1. Квадрирањем добиjамо x2+x+1 ≤ 1, па
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сада решавамо квадратну неjедначину x2 + x ≤ 0, односно x(x + 1) ≤ 0.
Знамо да jе производ два реална броjа негативан ако jе jедан од њих
позитиван, а други негативан, па пошто jе, очигледно, x + 1 > x, следи
да jе jедина могућност x ≤ 0 и x+ 1 ≥ 0, односно x ≤ 0 и x ≥ −1. Према
томе, област дефинисаности (домен) функциjе f(x) jе [−1, 0].
(б) f(x) = ln 5−x

x2−10x+24
− 3
√
x+ 5

Домен ове функциjе су сви x ∈ R такви да jе 5−x
x2−10x+24

> 0 и x2 −
10x + 24 6= 0 (аргумент логаритма мора бити позитиван, израз у име-
ниоцу тог разломка мора бити различит од нуле, док jе x + 5 аргумент
непарног корена, те може бити и негативан). Дакле, решавамо неjедначи-
ну 5−x

x2−10x+24
> 0. Згодниjе jе раставити квадратни полином у имениоцу на

чиниоце. Да бисмо то урадили, прво решавамо одговараjућу квадратну

jедначину x2−10x+24 = 0. Њена решења су x1/2 =
−(−10)±

√
(−10)2−4·1·24
2·1 =

10±
√
100−96
2

= 10±2
2

, па jе x1 = 10+2
2

= 12
2

= 6 и x2 = 10−2
2

= 8
2

= 4. Након то-
га, добиjамо да jе x2−10x+24 = 1·(x−6)·(x−4), где jе 1 коефициjент коjи
стоjи уз x2, а 6 и 4 су добиjена решења квадратне jедначине. Следи да
треба решити неjедначину 5−x

(x−6)(x−4) > 0 и x2−10x+24 = (x−6)(x−4) 6= 0.
Из друге неjедначине jасно jе да мора бити x 6= 6 и x 6= 4 (пошто су 6 и 4
заправо решења jедначине (x− 6)(x− 4) = 0. Израз 5− x jеднак jе нули
за x = 5, позитиван jе за x < 5 (jер из 5− x > 0 следи x < 5 и обратно)
и негативан jе за x > 5. Израз x − 6 jе jеднак нули за x = 6, позитиван
jе за x > 6 (jер из x − 6 > 0 следи x > 6 и обратно), а негативан jе за
x < 6. Слично jе и x − 4 jеднак нули за x = 4, позитиван за x > 4 и
негативан за x < 4. Пошто решавамо неjедначину 5−x

(x−6)(x−4) > 0, тражи-
мо интервале у коjима су сва три израза позитивна или су 2 негативна
и jедан jе позитиван. Ниjедан израз не сме бити jеднак нули. Дакле, за
x < 4 су изрази x− 4 и x− 6 негативни, а израз 5− x jе позитиван, па jе
(−∞, 4) интервал коjи улази у област дефинисаности функциjе f(x). За
4 < x < 5 су изрази x− 4 и 5− x позитивни, а израз x− 6 jе негативан,
па jе онда и 5−x

(x−6)(x−4) негативан, што нам не одговара. За 5 < x < 6 су
изрази 5−x и x−6 негативни, а израз x−4 jе позитиван, па jе и 5−x

(x−6)(x−4)
позитиван, што значи да интервал (5, 6) улази у област дефинисаности
функциjе f(x). Коначно, за x > 6 су изрази x− 4 и x− 6 позитивни, али
jе израз 5− x негативан, па jе цео израз 5−x

(x−6)(x−4) негативан. Следи да jе
област дефинисаности (домен) функциjе f(x) скуп (−∞, 4) ∪ (5, 6).
(в) f(x) =

√
3− x+ arcsin 3−2x

5

Домен ове функциjе су сви x ∈ R такви да jе 3−x ≥ 0 и 3−2x
5
∈ [−1, 1]

(3− x jе аргумент парног корена, па мора бити позитиван или нула, док
jе 3−2x

5
аргумент функциjе arcsin, па мора бити у интервалу [−1, 1]). Из

80



првог следи да jе x ≤ 3, а из другог добиjамо две неjедначине, 3−2x
5
≥ −1

и 3−2x
5

< 1. Множењем обеjу неjедначина (позитивним) броjем 5 (важно
jе да буде позитиван, да се не би променио знак неjеднакости) добиjамо
неjедначине 3 − 2x ≥ −5 и 3 − 2x ≤ 5. Из прве неjедначине добиjамо
2x ≤ 3 + 5 = 8, а из друге неjедначине добиjамо 2x ≥ 3 − 5 = −2.
Дакле, x ≤ 8

2
= 4 и x ≥ −2

2
= −1. Пошто jе услов x ≤ 3 jачи од услова

x ≤ 4, следи да jе коначна област дефинисаности функциjе f(x) интервал
[−1, 3].

6.2. (а) f(x) = ex+1
ex−1

Да бисмо испитивали парност, односно непарност неке функциjе, наj-
пре треба утврдити да ли jе њен домен симетричан у односу на тачку
0, односно да ли за све x коjи припадаjу домену важи да и −x припада
домену.

Домен ове функциjе су сви x ∈ R такви да jе ex − 1 6= 0. Дакле,
ex 6= 1, односно x 6= ln 1 = 0. Према томе, домен функциjе f(x) jе
(−∞, 0) ∪ (0,+∞), што jе симетрично у односу на тачку 0, што значи
да има смисла испитивати парност и непарност. Како jе f(−x) = e−x+1

e−x−1 =
1
ex

+1
1
ex
−1 =

1
ex

+ ex

ex
1
ex
− ex
ex

=
1+ex

ex
1−ex
ex

= 1+ex

1−ex = −1+ex

ex−1 = −f(x), следи да jе f(x) непарна
функциjа.
(б) f(x) = sinx− cosx

Домен ове функциjе jе R, што jе симетрично у односу на тачку 0.
Како jе f(−x) = sin(−x)− cos(−x) = − sinx− cosx, што ниjе jеднако ни
−f(x) ни f(x), следи да функциjа f(x) ниjе ни парна ни непарна.
(в) f(x) = x2−4x√

6−x−x2

Домен ове функциjе су сви x ∈ R такви да jе
√

6− x− x2 6= 0 и 6−x−
x2 ≥ 0 (израз

√
6− x− x2 се jавља у имениоцу, па мора бити различит од

нуле, а израз 6−x−x2 jе аргумент парног корена, па мора бити позитиван
или нула). Пошто jе

√
6− x− x2 = 0 ако и само ако jе 6 − x − x2 =

0, следи да jе за област дефинисаности довољно решити неjедначину
6 − x − x2 > 0. Прво решавамо jедначину 6 − x − x2 = 0. Њена решења

су x1/2 =
−(−1)±

√
(−1)2−4·(−1)·6
2·(−1) = 1±

√
1+24
−2 = 1±5

−2 , односно x1 = 1+5
−2 = 6

−2 =

−3 и x2 = 1−5
−2 = −4

−2 = 2. Како jе коефициjент уз x2 негативан, следи
да jе решење неjедначине x ∈ (−3, 2), па jе то и област дефинисаности
функциjе f(x). Пошто област дефинисаности (−3, 2) ниjе симетрична у
односу на тачку 0 (нпр. x = −5

2
припада области дефинисаности, док jоj

−x = −
(
−5

2

)
= 5

2
не припада), следи да функциjа f(x) ниjе ни парна ни

непарна.

6.3. (а) f(x) = 2x3 + 3x2 − 12x+ 1, x ∈ [−1, 5]
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За разлику од уобичаjеног испитивања тока функциjе, где се траже
само локални минимуми и максимуми (односно локални ектремуми), у
овом задатку се тражи да се пронађу тачке у коjима функциjа на датом
интервалу достиже наjмању и наjвећу вредност. Локални минимум и ло-
кални максимум то не мораjу бити, а разлог за то jе веома jедноставан.
Нпр, нека jе функциjа f : [−5, 10] −→ R таква да опада на интервалу
(−5, 0), па расте на интервалу (0, 1), а затим опада на интервалу (1, 10).
Тада jе тачка x = 0 тачка локалног минимума, међутим, пошто функ-
циjа опада и на интервалу (1, 10), могуће jе да je f(10) < f(0), што неће
учинити тачку x = 0 минимумом, већ тачку x = 10 (тражи се тачка у ко-
jоj f достиже наjмању вредност, а f(10) jе мање од f(0)). Слично, тачка
x = 1 jе тачка локалног максимума, али то не мора бити тачка у коjоj
f достиже наjвећу вредност, jер jе можда f(−5) > f(1). Резиме jе сле-
дећи: тачке локалног минимума су кандидати за тачку у коjоj функциjа
достиже наjмању вредност, али се мораjу узети у обзир и краjеви обла-
сти дефинисаности (леви и десни). Слично, тачке локалног максимума
су кандидати за тачку у коjоj функциjа достиже наjвећу вредност, али
се и ту мораjу узети у обзир краjеви области дефинисаности.

Да бисмо тражили локалне екстремуме, потребан нам jе извод функ-
циjе. Извод функциjе f(x) jе f ′(x) = 2 · 3x2 + 3 · 2x − 12 = 6x2 + 6x −
12 = 6(x2 + x− 2). Испитуjемо знак извода, па зато решавамо jедначину
f ′(x) > 0, односно 6(x2 +x−2) > 0. Прво решавамо квадратну jедначину

x2 + x− 2 = 0. Њена решења су x1/2 =
−1±
√

12−4·1·(−2)
2·1 = −1±

√
1+8

2
= −1±3

2
,

односно x1 = −1+3
2

= 2
2

= 1 и x2 = −1−3
2

= −4
2

= −2. Пошто jе коефици-
jент уз x2 позитиван, следи да jе f ′(x) > 0 за x < −2 и за x > 1. Такође,
f ′(x) < 0 за −2 < x < 1.

Нас занима шта се дешава на интервалу [−1, 5]. Пошто jе f ′(x) < 0 за
x ∈ (−2, 1), следи да jе f ′(x) < 0 за x ∈ (−1, 1), па jе функциjа f опадаjу-
ћа на том интервалу. Пошто jе f ′(x) > 0 за x > 1, следи да jе функциjа f
растућа на интервалу (1, 5). Дакле, имамо тачку x = 1 као локални мини-
мум и немамо ниjедан локални максимум. Пошто функциjа прво опада
(на (−1, 1)), а затим расте (на (1, 5)), ниjе потребно проверавати да ли jе
f(−1) < f(1) или jе f(5) < f(1), те можемо одмах закључити да jе x = 1
минимум функциjе f(x) на интервалу [−1, 5]. Вредност коjу f достиже у
тачки минимума jе f(1) = 2·13+3·12−12·1+1 = 2+3−12+1 = 6−12 = −6.

Пошто f(x) прво опада (на (−1, 1)), па затим расте (на (1, 5)), следи
да jе тачка максимума x = −1 или x = 5. Како jе f(−1) = 2 · (−1)3 +
3 · (−1)2 − 12 · (−1) + 1 = −2 + 3 + 12 + 1 = −2 + 16 = 14, а f(5) =
2·53+3·52−12·5+1 = 2·125+3·25−60+1 = 250+75−60+1 > 14 = f(−1),
следи да jе x = 5 максимум функциjе f(x) на интервалу [−1, 5].
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(б) f(x) = 2x3 + 3x2 − 12x+ 1, x ∈ [−10, 12]
У питању jе иста функциjа као у претходном делу, па знамо да jе

f ′(x) > 0 за x < −2 и x > 1, односно да jе f ′(x) < 0 за −2 < x < 1.
То значи да jе f(x) растућа на интервалу (−10,−2), па jе опадаjућа на
интервалу (−2, 1), па jе растућа на интервалу (1, 12). Следи да jе x = −2
тачка локалног максимума и x = 1 jе тачка локалног минимума. Већ
знамо да jе f(1) = −6, па то нећемо поново рачунати. Пошто jе f прво
растућа (на (−10,−2)), па jе опадаjућа (на (−2, 1)), па jе поново растућа
(на (1, 12)), следи да jе тачка x = −10 кандидат за минимум (поред
локалног минимума x = 1), а тачка x = 12 кандидат за максимум (поред
локалног максимума x = −2). Пошто jе f(−10) = 2 · (−10)3 + 3 · (−10)2−
12 · (−10) + 1 = 2 · (−1000) + 3 · 100 + 12 · 10 + 1 = −2000 + 300 + 120 + 1 <
−6 = f(1), следи да jе x = −10 минимум функциjе f(x) на интервалу
[−10, 12]. Такође, пошто jе f(−2) = 2 · (−2)3 + 3 · (−2)2 − 12 · (−2) + 1 =
2 · (−8) + 3 · 4 + 12 · 2 + 1 = −16 + 12 + 24 + 1 = −16 + 37 = 21 и
f(12) = 2·123+3·122−12·12+1 = 2·144·12+3·144−144+1 > 21 = f(−2),
следи да jе x = 12 максимум функциjе f(x) на интервалу [−10, 12].
(в) f(x) = x3, x ∈ [−1, 3]

Прво рачунамо извод функциjе f(x), што jе функциjа f ′(x) = 3x2,
коjа jе увек позитивна, осим у тачки x = 0. Пошто jе f ′(x) > 0 и за x < 0
и за x > 0 и пошто тачка x = 0 припада области дефинисаности (а и
области на коjоj тражимо минимум и максимум функциjе f(x)), следи
да jе f растућа на целоj своjоj области дефинисаности, па специjално и
на датом интервалу. Према томе, немамо локалне екстремуме и пошто f
стално расте, следи да jе минимум тачка x = −1, а да jе максимум тачка
x = 3.
(г) f(x) = x4 + 2, x ∈ [−5, 5]

Прво рачунамо извод функциjе f(x), а то jе функциjа f ′(x) = 4x3.
Како jе f ′(x) > 0 ако jе x > 0 и f ′(x) < 0 ако jе x < 0, следи да jе f(x)
опадаjућа на интервалу (−5, 0), а растућа на интервалу (0, 5). То значи
да jе тачка x = 0 локални минимум, а пошто функциjа прво опада (на
(−5, 0)), а затим расте (на (0, 5)), следи да jе x = 0 уjедно и минимум
функциjе f(x) на интервалу [−5, 5]. Такође, пошто f(x) прво опада (на
(−5, 0)), па расте (на (0, 5)), следи да су тачке x = −5 и x = 5 кандидати
за максимум. Но, пошто jе f(−x) = (−x)4 + 2 = x4 + 2 = f(x), следи да
jе f(−5) = f(5), па су обе тачке максимуми функциjе f(x) на интервалу
[−5, 5].

6.4. (а) f(x) = x lnx
Да бисмо тражили било шта, треба да знамо домен функциjе f(x).

Домен су сви x ∈ R за коjе jе x > 0 (jер jе x аргумент логаритма), односно
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домен jе (0,+∞). За локалне екстремуме потребно jе прво израчунати
извод. Добиjамо да jе f ′(x) = (x)′ lnx+ x(lnx)′ = 1 · lnx+ x · 1

x
= lnx+ 1.

Сада испитуjемо знак функциjе f ′(x). Како jе f ′(x) > 0 ако jе lnx+1 > 0,
односно lnx > −1, односно x > e−1 = 1

e
и како jе, слично, f ′(x) < 0 ако

jе 0 < x < 1
e
, следи да jе f(x) опадаjућа на интервалу

(
0, 1

e

)
, а растућа

на интервалу
(
1
e
,+∞

)
. Према томе, jедини локални екстремум функциjе

f(x) jе локални минимум x = 1
e
.

(б) f(x) = x− arctg x
Поново, морамо прво знати домен функциjе f(x), а то jе скуп R.

Затим нам треба извод, а он jе f ′(x) = 1 − 1
1+x2

= 1+x2

1+x2
− 1

1+x2
= x2

1+x2
.

Израз x2 jе увек позитиван, осим у тачки x = 0, док jе 1 + x2 ≥ 1 > 0.
Дакле, f ′(x) > 0 за x < 0 и за x > 0, па како тачка x = 0 припада
области дефинисаности, следи да jе f растућа на R. Дакле, функциjа f
нема локалних екстремума.
(в) f(x) = (x−2)(8−x)

x2

Домен ове функциjе су сви x ∈ R за коjе jе x2 6= 0, односно x 6= 0.
Дакле, домен jе (−∞, 0) ∪ (0,+∞). Извод функциjе f(x) jе

f ′(x) =
((x− 2)(8− x))′x2 − (x− 2)(8− x)(x2)′

(x2)2

=
((x− 2)′(8− x) + (x− 2)(8− x)′)x2 − (x− 2)(8− x) · 2x

x4

=
(1 · (8− x) + (x− 2) · (−1))x2 − (8x− x2 − 16 + 2x) · 2x

x4

=
(8− x− x+ 2) · x− 2(−x2 + 10x− 16)

x3

=
(10− 2x) · x+ 2x2 − 20x+ 32

x3

=
10x− 2x2 + 2x2 − 20x+ 32

x3
=
−10x+ 32

x3
= −2 · 5x− 16

x3
.

Важи да jе x3 > 0 ако jе x > 0 и x3 < 0 ако jе x < 0, a да jе 5x− 16 > 0
ако jе x > 16

5
, односно 5x−16 < 0 ако jе x < 16

5
. Према томе, ако jе x < 0,

онда jе 5x − 16 < 0 и x3 < 0, па jе f ′(x) = −2 · 5x−16
x3

< 0, што значи да
f опада на (−∞, 0). Ако jе 0 < x < 16

5
, онда jе 5x − 16 < 0 и x3 > 0, па

jе f ′(x) = −2 · 5x−16
x3

> 0, што значи да f расте на
(
0, 16

5

)
. Коначно, ако jе

x > 16
5
, онда jе 5x− 16 > 0 и x3 > 0, па jе −2 · 5x−16

x3
< 0, што значи да f

опада на
(
16
5
,+∞

)
. У тачки x = 0 функциjа f ниjе дефинисана, те то не

може бити тачка локалног екстремума. У тачки x = 16
5

имамо локални
максимум, jер jе f растућа на

(
0, 16

5

)
и опадаjућа на

(
16
5
,+∞

)
.

(г) f(x) = 2 sin 2x+ sin 4x
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Домен ове функциjе jе R, а извод jе

f ′(x) = 2 · cos 2x · (2x)′ + cos 4x · (4x)′ = 2 cos 2x · 2 + cos 4x · 4
= 4 cos 2x+ 4 cos 4x = 4 cos 2x+ 4(cos2 2x− sin2 2x)

= 4 cos 2x+ 4(cos2 2x− (1− cos2 2x))

= 4 cos 2x+ 4(cos2 2x− 1 + cos2 2x) = 4 cos 2x+ 4(2 cos2 2x− 1)

= 4 cos 2x+ 8 cos2 2x− 4 = 4(2 cos2 2x+ cos 2x− 1).

Да бисмо добили када jе f ′(x) > 0, морамо решити неjедначину 2 cos2 2x+
cos 2x− 1 > 0. Прво уводимо смену cos 2x = t и сводимо неjедначину на
квадратну неjедначину 2t2 + t − 1 > 0. Решења одговараjуће квадратне

jедначине 2t2 + t − 1 = 0 су t1/2 =
−1±
√

12−4·2·(−1)
2·2 = −1±

√
1+8

4
= −1±3

4
,

односно t1 = −1+3
4

= 2
4

= 1
2
и t2 = −1−3

4
= −4

4
= −1. Пошто jе коефициjент

уз t2 позитиван, следи да jе 2t2 + t− 1 > 0 ако jе t < −1 или t > 1
2
. Како

не може бити cos 2x < −1, следи да мора бити cos 2x > 1
2
. Решење ове

тригонометриjске неjедначине jе − arccos 1
2

+ 2kπ < 2x < arccos 1
2

+ 2kπ,
k ∈ Z, односно −π

3
+ 2kπ < 2x < π

3
+ 2kπ, k ∈ Z. Дакле, f ′(x) > 0 ако jе

−π
6

+kπ < x < π
6

+kπ, k ∈ Z. Дакле, нпр. на интервалу
(
−π

6
, π
6

)
функциjа

f jе растућа, а на интервалу
(
π
6
,−π

6
+ π
)
функциjа f jе опадаjућа, и то

се тако понавља. Следи да су тачке −π
6

+ kπ, k ∈ Z тачке локалних
минимума, а тачке π

6
+ kπ, k ∈ Z су тачке локалних максимума.

6.5. (а) f(x) = (x+ 1)4

Као и за интервале монотоности и локалне екстремуме, за интер-
вале закривљености и превоjне тачке потребно jе пре свега знати до-
мен функциjе. Домен функциjе f jе R. За интервале закривљености
потребан jе други извод функциjе f , што jе извод њеног (првог) из-
вода. Дакле, f ′(x) = 4(x + 1)3 · (x + 1)′ = 4(x + 1)3 · 1 = 4(x + 1)3 и
f ′′(x) = (f ′(x))′ = 4 · 3(x + 1)2 · (x + 1)′ = 12(x + 1)2 · 1 = 12(x + 1)2.
Очигледно jе f ′′ позитивна за све x осим за x = −1, међутим, пошто jе
тачка x = −1 у домену и f ′′(x) > 0 за x < −1 и x > −1, следи да jе f
конвексна (има облик као срећна уста) на R и да нема превоjних тачака.
(б) f(x) = x2 lnx

Домен ове функциjе су сви x ∈ R за коjе jе x > 0 (x jе аргумент
логаритма), тj. интервал (0,+∞). Извод (први) jе

f ′(x) = (x2)′ lnx+ x2(lnx)′ = 2x lnx+ x2 · 1

x
= 2x lnx+ x,

а други извод jе

f ′′(x) = (f ′(x))′ = 2 · ((x)′ lnx+ x(lnx)′) + 1 = 2

(
1 · lnx+ x · 1

x

)
+ 1

= 2(lnx+ 1) + 1 = 2 lnx+ 2 + 1 = 2 lnx+ 3.
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Важи да jе f ′′(x) > 0 ако jе lnx > −3
2
, односно x > e−

3
2 , па jе f ′′(x) < 0 ако

jе 0 < x < e−
3
2 . То значи да jе f конкавна (има облик као тужна уста) на(

0, e−
3
2

)
, а конвексна (има облик као срећна уста) на

(
e−

3
2 ,+∞

)
. Тачка

x = e−
3
2 jе превоjна тачка.

(в) f(x) = x− arctg x
Домен ове функциjе jе R. Извод jе f ′(x) = 1 − 1

1+x2
, а други из-

вод jе f ′′(x) = (f ′(x))′ = − (1)′(1+x2)−1·(1+x2)′
(1+x2)2

= −0·(1+x2)−2x
(1+x2)2

= − 0−2x
(1+x2)2

=

− −2x
(1+x2)2

= 2x
(1+x2)2

. Следи да jе f ′′(x) < 0 ако jе x < 0 и f ′′(x) > 0 ако jе
x > 0, па jе f конкавна (као тужна уста) на (−∞, 0) и конвексна (као
срећна уста) на (0,+∞), а тачка x = 0 jе превоjна тачка.
(г) f(x) = (1 + x2)ex

Домен ове функциjе jе R. Извод jе f ′(x) = (1 + x2)′ex + (1 + x2)(ex)′ =
2xex + (1 + x2)ex = (2x + 1 + x2)ex, а други извод jе f ′′(x) = (f ′(x))′ =
(x2+2x+1)′ex+(x2+2x+1)(ex)′ = (2x+2)ex+(x2+2x+1)ex = (x2+4x+3)ex.
Како jе ex > 0 за све x ∈ R, следи да знак другог извода зависи само
од знака квадратног полинома x2 + 4x+ 3. Дакле, да бисмо добили када
jе f ′′(x) > 0, решавамо квадратну неjедначину x2 + 4x + 3 > 0. Решења
квадратне jедначине x2 + 4x+ 3 = 0 су x1/2 = −4±

√
42−4·1·3
2·1 = −4±

√
16−12
2

=
−4±2

2
, односно x1 = −4+2

2
= −2

2
= −1 и x2 = −4−2

2
= −6

2
= −3. Пошто jе

коефициjент уз x2 позитиван, следи да jе x2+4x+3 > 0 ако jе x < −3 или
x > −1, па jе f ′′(x) > 0 ако jе x ∈ (−∞,−3) ∪ (−1,+∞), а f ′′(x) < 0 ако
jе x ∈ (−3,−1). Према томе, функциjа f jе конвексна (срећна уста) на
интервалу (−∞,−3), па jе конкавна (тужна уста) на интервалу (−3,−1),
па jе поново конвексна на (−1,+∞). То значи да су тачке x = −3 и
x = −1 превоjне тачке.
(д) f(x) = 1

x+3

Домен ове функциjе су сви x ∈ R за коjе jе x + 3 6= 0 (именилац
разломка), тj. x 6= −3. Дакле, домен jе (−∞,−3) ∪ (−3,+∞). Извод jе
f ′(x) = − 1

(x+3)2
· (x + 3)′ = − 1

(x+3)2
· 1 = − 1

(x+3)2
= −(x + 3)−2, а други

извод jе f ′′(x) = (f ′(x))′ = −(−2)(x+3)−3 · (x+3)′ = 2(x+3)−3 ·1 = 2
(x+3)3

.
Дакле, f ′′(x) > 0 ако jе x + 3 > 0, односно x > −3, а f ′′(x) < 0 ако jе
x < −3. Према томе, f jе конкавна (тужна уста) на (−∞,−3) и конвексна
(срећна уста) на (−3,+∞). Међутим, тачка x = −3 не припада домену,
те ова функциjа нема превоjних тачака.

6.6. (а) f(x) = x+ lnx
За испитивање асимптота прво испитуjемо домен, зато што нас зани-

маjу тачке на краjевима интервала коjе сачињаваjу домен (то су тачке
у коjима су могући прекиди функциjе f). Домен ове функциjе су сви
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x ∈ R такви да jе x > 0 (због логаритма). Према томе, проверићемо
да ли jе x = 0 хоризонтална асимптота и проверићемо да ли посто-
jи коса асимптота када x → +∞ (нема смисла тражити косу асимп-
тоту када x → −∞, jер функциjа ниjе дефинисана за негативне x).
Како jе lim

x→0+
(x + lnx) = −∞, следи да jе x = 0 вертикална асимп-

тота. За косу асимптоту потражимо прво lim
x→+∞

f(x)
x

= lim
x→+∞

x+lnx
x

=

lim
x→+∞

(
1 + lnx

x

)
= 1 + lim

x→+∞
lnx
x
. Како jе lim

x→+∞
lnx = +∞ и lim

x→+∞
x = +∞,

има смисла применити Лопиталово правило, под условом да гранична
вредност lim

x→+∞
(lnx)′

(x)′
постоjи. Како jе lim

x→+∞
(lnx)′

(x)′
= lim

x→+∞

1
x

1
= 0, сле-

ди да jе lim
x→+∞

lnx
x

= 0, па jе k = lim
x→+∞

f(x)
x

= 1 + 0 = 1. Међутим,

lim
x→+∞

(f(x) − kx) = lim
x→∞

(x+ lnx− 1 · x) = lim
x→+∞

lnx = +∞, те функ-

циjа f(x) нема косу асимптоту (а ни хоризонталну) када x→ +∞.
(б) f(x) = e−x

2
+ 2

Домен ове функциjе jе R, те ћемо испитивати само косе асимптоте
када x → +∞ и x → −∞. Како jе k = lim

x→+∞
f(x)
x

= lim
x→+∞

e−x
2
+2

x
= 0

(−x2 тежи ка −∞, након експоненциjалне функциjе, то тежи нули, па
броjилац тежи ка 2; с друге стране, именилац тежи ка бесконачно) и
n = lim

x→+∞
(f(x)− kx) = lim

x→+∞

(
e−x

2
+ 2− 0

)
= 0 + 2 = 2, следи да jе

права y = 0 · x + 2 = 2 коса асимптота (односно, хоризонтална асимпто-
та, jер jе њен коефициjент правца jеднак нули) када x → +∞. Сасвим
слично, k = lim

x→−∞
f(x)
x

= lim
x→−∞

e−x
2
+2

x
= 0 и n = lim

x→−∞
(f(x)− kx) =

lim
x→−∞

(
e−x

2
+ 2− 0

)
= 0 + 2 = 2, следи да jе права y = 0 · x + 2 = 2 ко-

са асимптота (односно, хоризонтална асимптота, jер jе њен коефициjент
правца jеднак нули) када x→ −∞.
(в) f(x) = x3

x2+9

Домен ове функциjе су сви x ∈ R такви да jе x2 + 9 6= 0. Пошто jе
x2+9 увек различито од нуле, следи да jе домен R. Према томе, функциjа
f(x) нема вертикалне асимптоте, те ћемо испитивати само косе асимп-

тоте када x → +∞ и x → −∞. Како jе k = lim
x→+∞

f(x)
x

= lim
x→+∞

x3

x2+9

x
=

lim
x→+∞

x3

x(x2+9)
= lim

x→+∞
x2

x2+9
= lim

x→+∞
x2

x2(1+ 9
x2

)
= lim

x→+∞
1

1+ 9
x2

= 1
1+0

= 1 и

n = lim
x→+∞

(f(x)− kx) = lim
x→+∞

(
x3

x2+9
− 1 · x

)
= lim

x→+∞

(
x3

x2+9
− x(x2+9)

x2+9

)
=

lim
x→+∞

(
x3

x2+9
− x3+9x

x2+9

)
= lim

x→+∞
x3−x3−9x
x2+9

= lim
x→+∞

−9x
x2+9

= lim
x→+∞

−9x
x2(1+ 9

x2
)

=

lim
x→+∞

−9
x(1+ 9

x2
)

= 0. Дакле, y = kx + n = 1 · x + 0 = x jе коса асимп-
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тота када x → +∞. Сасвим слично се добиjа да jе k = lim
x→−∞

f(x)
x

= 1 и

lim
x→−∞

(f(x)− kx) = 0, па jе y = 1·x+0 = x коса асимптота када x→ −∞.

(г) f(x) = 1
1−ex

Домен ове функциjе су сви x ∈ R, такви да jе 1 − ex 6= 0, односно
ex 6= 1, тj. x 6= ln 1 = 0. Према томе, домен jе (−∞, 0)∪(0,+∞), па jе права
x = 0 кандидат за вертикалну асимптоту. Како jе lim

x→0−
f(x) = lim

x→0−
1

1−ex =

+∞ (израз 1− ex тежи нули, па 1
1−ex тежи бесконачно, а пошто x→ 0−,

онда jе увек x < 0, па jе ex < 1, па jе 1 − ex > 0, што значи да jе 1
1−ex

увек позитивно, па тежи ка +∞). Пошто се у овом задатку тражи само
да се нађу асиптоте, ниjе потребно проверавати десну граничну вредност
lim
x→0+

f(x) (коjу има смисла испитивати, jер jе f дефинисана на (0,+∞)).
Међутим, када се тражи да се скицира график функциjе, рачунаћемо
и другу граничну вредност, како бисмо имали што више информациjа
о понашању функциjе. Дакле, права x = 0 jе вертикална асимптота.
Остаjе jош да се провери да ли постоjе косе асимптоте када x → +∞
и x → −∞. Како jе k = lim

x→+∞
f(x)
x

= lim
x→+∞

1
1−ex

x
= lim

x→+∞
1

x(1−ex) = 0 (ex

тежи ка +∞, па 1− ex тежи ка −∞, па x(1− ex) тежи ка −∞, те 1
x(1−ex)

тежи нули) и n = lim
x→+∞

(f(x)− kx) = lim
x→+∞

(
1

1−ex − 0
)

= lim
x→+∞

1
1−ex = 0

(слично као малопре, 1 − ex тежи ка −∞, те 1
1−ex тежи нули), следи да

jе права y = kx + n = 0 · x + 0 = 0 коса асимптота (пошто jе k = 0,
она ниjе накошена у односу на координатни систем, па кажемо да jе
то хоризонтална асимптота). С друге стране, како jе k = lim

x→−∞
f(x)
x

=

lim
x→−∞

1
1−ex

x
= lim

x→−∞
1

x(1−ex) = 0 (ex тежи нули, па 1 − ex тежи jединици, а

x(1 − ex) тежи ка −∞, те 1
x(1−ex) тежи нули) и n = lim

x→−∞
(f(x)− kx) =

lim
x→−∞

= lim
x→−∞

(
1

1−ex − 0
)

= lim
x→−∞

1
1−ex = 1

1−0 = 1, следи да jе права y =

kx + n = 0 · x + 1 = 1 коса асимптота када x → −∞ (опет ћемо рећи да
jе хоризонтална, jер jе k = 0).
(д) f(x) = x

x2−4x+3

Домен ове функциjе су сви x ∈ R такви да jе x2− 4x+ 3 6= 0. Решимо

jедначину x2 − 4x + 3 = 0. Њена решења су x1/2 =
−(−4)±

√
(−4)2−4·1·3
2·1 =

4±
√
16−12
2

= 4±2
2

= 2 ± 1, односно x1 = 2 + 1 = 3 и x2 = 2 − 1 = 1. Дакле,
домен функциjе су сви x ∈ R такви да jе x 6= 1 и x 6= 3, односно домен jе
(−∞, 1)∪ (1, 3)∪ (3,+∞). Испитуjемо да ли су x = 1 и x = 3 вертикалне
асимптоте. Како jе lim

x→1−
f(x) = lim

x→1−
x

x2−4x+3
= +∞ (x2− 4x+ 3 има пози-

тиван коефициjент уз x2, што значи да jе позитивно када jе x < 1; пошто
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тежи нули када x тежи jединици (с леве стране) и пошто броjилац (x)
тежи jединици, следи да x

x2−4x+3
тежи ка +∞), следи да jе x = 1 верти-

кална асимптота. У овом задатку се не тражи да се скицира фрадик, те
ниjе потребно тражити десну граничну вредност lim

x→1+
f(x). Такође, како

jе lim
x→3−

f(x) = lim
x→3−

x
x2−4x+3

= −∞ (x2−4x+3 има позитиван коефициjент

уз x2, што значи да jе негативно када jе 1 < x < 3; пошто тежи нули
када x тежи троjци (с леве стране) и пошто броjилац (x) тежи троjци,
следи да x

x2−4x+3
тежи ка −∞), следи да jе x = 3 вертикална асимптота.

Остаjе jош да се пронађу косе асимптоте када x→ +∞ и када x→ −∞.
Како jе k = lim

x→+∞
f(x)
x

= lim
x→+∞

x
x2−4x+3

x
= lim

x→+∞
x

x(x2−4x+3)
= lim

x→+∞
1

x2−4x+3
=

lim
x→+∞

1

x2(1− 4
x
+ 3
x2

)
= 0 и n = lim

x→+∞
(f(x)− kx) = lim

x→+∞

(
x

x2−4x+3
− 0
)

=

lim
x→+∞

x

x2(1− 4
x
+ 3
x2

)
= lim

x→+∞
1

x(1− 4
x
+ 3
x2

)
= 0, следи да jе права y = kx + n =

0 ·x+0 = 0 коса асимптота када x→ +∞ (oдносно хоризонатална асимп-
тота). Слично, како jе k = lim

x→−∞
f(x)
x

= lim
x→−∞

x
x2−4x+3

x
= lim

x→−∞
x

x(x2−4x+3)
=

lim
x→−∞

1
x2−4x+3

= lim
x→−∞

1

x2(1− 4
x
+ 3
x2

)
= 0 и како jе n = lim

x→−∞
(f(x)− kx) =

lim
x→−∞

(
x

x2−4x+3
− 0
)

= lim
x→−∞

x

x2(1− 4
x
+ 3
x2

)
= lim

x→−∞
1

x(1− 4
x
+ 3
x2

)
= 0, следи да jе

права y = kx + n = 0 · x + 0 = 0 коса асимптота када x → −∞ (односно
хоризонтална асимптота).

6.7. (а) f(x) = x4 − 6x2 + 8
1. домен

Домен ове функциjе jе R. Не постоjи ниjедан ограничаваjући фактор
коjи би смањио домен.
2. парност, непарност, периодичност

Домен jе симетричан у односу на тачку 0, па има смисла испитивати
парност и непарност. Како jе f(−x) = (−x)4−6(−x)2 +8 = x4−6x2 +8 =
f(x), следи да jе f парна функциjа и да ниjе непарна. Функциjа ниjе
периодична, jер се не поjављуjу тригонометриjске функциjе.
3. нуле и знак

Испитуjемо када jе f(x) = 0, односно када jе x4−6x2+8 = 0. Уводимо
смену x2 = t, да бисмо добили квадратну jедначину и добиjамо t2 − 6t+

8 = 0. Њена решења су t1/2 =
−(−6)±

√
(−6)2−4·1·8
2·1 = 6±

√
36−32
2

= 6±2
2
, односно

t1 = 6+2
2

= 8
2

= 4 и t2 = 6−2
2

= 4
2

= 2. Како jе t = x2, добиjамо да jе x2 = 4

или x2 = 2, па следи да су нуле функциjе f дате са x =
√

4 = 2, x =
−
√

4 = −2, x =
√

2 и x = −
√

2. Пошто jе квадратна функциjа t2 − 6t+ 8
с позитивним коефициjентом уз t2, следи да jе t2−6t+8 > 0 за t < 2 и за
t > 4, а да jе t2−6t+8 < 0 за 2 < t < 4. Дакле, f(x) > 0 за x2 < 2, односно
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за −
√

2 < x <
√

2, односно на интервалу (−
√

2,
√

2), и за x2 > 4, односно
за x < −2 и за x > 2, односно на скупу (−∞,−2) ∪ (2,+∞). Такође,
f(x) < 0 за 2 < x2 < 4, односно за −2 < x < −

√
2 и за

√
2 < x < 2,

односно на скупу (−2,−
√

2) ∪ (
√

2, 2).
4. асимптоте

Функциjа jе непрекидна на R, што значи да нема тачака у коjима би
се испитивао прекид функциjе f . Следи да f нема ветикалних асимп-
тота. Jедино има смисла тражити косе асимптоте. Како jе lim

x→+∞
f(x)
x

=

lim
x→+∞

x4−6x2+8
x

= +∞, следи да не постоjи коса (а ни хоризонтална) асимп-

тота када x→ +∞. Лако се види да jе и lim
x→−∞

f(x)
x

= lim
x→−∞

x4−6x2+8
x

= −∞,

па не постоjи коса (а ни хоризонтална) асимптота када x→ −∞.
5. први и други извод

f ′(x) = 4x3 − 6 · 2x+ 0 = 4x3 − 12x = 4x(x2 − 3)

f ′′(x) = (f ′(x))′ = (4x3 − 12x)′ = 4 · 3x2 − 12 = 12x2 − 12 = 12(x2 − 1)

6. монотоност и локални екстремуми
Испитуjемо знак (првог) извода f ′. Како jе f ′(x) = 4x(x2 − 3), следи

да jе f ′(x) > 0 ако jе x > 0 и x2 − 3 > 0 или ако jе x < 0 и x2 − 3 < 0.
Решавањем ових неjедначина добиjамо да jе f ′(x) > 0 ако jе x ∈ (−

√
3, 0)

или ако jе x ∈ (
√

3,+∞). Такође, онда jе f ′(x) < 0 ако jе x ∈ (−∞,−
√

3)
или jе x ∈ (0,

√
3. То значи да функциjа f опада на (−∞,−

√
3), затим

расте на (−
√

3, 0), па опада на (0,
√

3), и на краjу расте на (
√

3,+∞).
Тачке x = −

√
3, x = 0 и x =

√
3 су тачке у коjима се мења знак извода,

па су то локални екстремуми. Тачниjе, пошто f опада на (−∞,−
√

3),
а затим расте на (−

√
3, 0), следи да jе тачка x = −

√
3 тачка локалног

минимума. Слично се види да jе тачка x = 0 тачка локалног максимума,
и да jе тачка x =

√
3 тачка локалног минимума.

7. закривљеност и превоjне тачке
Испитуjемо знак другог извода f ′′. Како jе f ′′(x) = 12(x2 − 1), следи

да jе f ′′(x) > 0 ако jе x2− 1 > 0, односно ако jе x > 1 или x < −1. Дакле,
функциjа f jе конвексна (закривљена jе као срећна уста) на интервалу
(−∞,−1) и на интервалу (1,+∞). Такође, f ′′(x) < 0 ако jе −1 < x < 1,
па jе f конкавна (има облик као тужна уста) на интервалу (−1, 1). Тачке
x = −1 и тачке x = 1, у коjима се мења закривљеност, jесу превоjне тачке
ове функциjе.
(б) f(x) = x+2√

x2+2
1. домен

Домен ове функциjе су сви x такви да jе x2 + 2 ≥ 0 (због квадратног
корена) и за коjе jе

√
x2 + 2 6= 0 (jер се таj израз jавља у имениоцу
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разломка). Дакле, x2 + 2 ≥ 0 и x2 + 2 6= 0, односно x2 + 2 > 0. Како за
свако x важи x2 ≥ 0, следи да jе x2 + 2 ≥ 0 + 2 = 2 > 0, па су услови
испуњени за све x ∈ R. Онда jе домен функциjе R.
2. парност, непарност, периодичност

Домен функциjе jе симетричан у односу на тачку 0, па има смисла
испитивати парност и непарност. Како jе f(−x) = −x+2√

(−x)2+2
= −x+2√

x2+2
и не

важи ни f(−x) = f(x), нити f(−x) = −f(x), следи да f ниjе ни парна
ни непарна. Пошто се не поjављуjу тригонометриjске функциjе, следи да
ниjе периодична.
3. нуле и знак

Решавамо jедначину f(x) = 0, односно x+2√
x2+2

= 0. Следи да jе x+ 2 =
0, односно да jе x = −2. Дакле, тачка x = −2 jе нула функциjе f . За
испитивање знака функциjе f решавамо неjедначину f(x) > 0, па онда
f(x) < 0. Како jе увек

√
x2 + 2 > 0 (пошто jе у имениоцу, мора бити

различито од нуле, а квадратни корен jе увек већи од нуле или jеднак
нули), следи да jе x+2√

x2+2
> 0 ако jе x+ 2 > 0, односно x > −2. Слично jе

f(x) < 0 за x < −2.
4. асимптоте

Функциjа jе непрекидна на R, што значи да нема тачака у коjима би се
испитивао прекид, а самим тим нема ни вертикалних асимптота. Што се

косих асимптота тиче, важи lim
x→+∞

f(x)
x

= lim
x→+∞

x+2√
x2+2

x
= lim

x→+∞
x+2

x
√
x2+2

= 0 и

lim
x→+∞

(f(x)− kx) = lim
x→+∞

(
x+2√
x2+2
− 0
)

= lim
x→+∞

x+2√
x2+2

= lim
x→+∞

x(1+ 2
x)√

x2(1+ 2
x2

)
=

lim
x→+∞

x(1+ 2
x)

x
√

1+ 2
x2

= lim
x→+∞

1+ 2
x

1+ 2
x2

= 1. Дакле, права y = 0 · x+ 1, тj. права y = 1

jе коса асимптота када x→ +∞. Пошто jе коефициjент уз x jеднак нули,
ипак се каже да jе то хоризонтална асимптота, jер jе права y = 1 пара-
лелна x–оси, односно хоризонтална jе. Слично се добиjа да jе lim

x→−∞
f(x)
x

=

lim
x→−∞

x+2√
x2+2

x
= lim

x→−∞
x+2

x
√
x2+2

= 0 и lim
x→−∞

(f(x)− kx) = lim
x→−∞

(
x+2√
x2+2
− 0
)

=

lim
x→−∞

x+2√
x2+2

= lim
x→−∞

x(1+ 2
x)√

x2(1+ 2
x2

)
= lim

x→−∞

x(1+ 2
x)

−x
√

1+ 2
x2

= lim
x→−∞

(
− 1+ 2

x

1+ 2
x2

)
= −1.

Дакле, права y = 0 ·x− 1, тj. права y = −1 jе коса (односно, хоризонтал-
на) асимптота када x→ −∞.
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5. први и други извод

f ′(x) =
(x+ 2)′

√
x2 + 2− (x+ 2)

(√
x2 + 2

)′(√
x2 + 2

)2
=

1 ·
√
x2 + 2− (x+ 2) · 1

2
√
x2+2
· (x2 + 2)′

x2 + 2

=

√
x2 + 2− x+2

2
√
x2+2
· 2x

x2 + 2
=

√
x2 + 2− x(x+2)√

x2+2

x2 + 2

=

x2+2√
x2+2
− x2+2x√

x2+2

x2 + 2
=

2− 2x

(x2 + 2)
3
2

= 2 · 1− x
(x2 + 2)

3
2

f ′′(x) = (f ′(x))′ =

(
2

1− x
(x2 + 2)

3
2

)′

= 2 ·
(1− x)′(x2 + 2)

3
2 − (1− x)

(
(x2 + 2)

3
2

)′
(x2 + 2)3

= 2 ·
(−1) · (x2 + 2)

3
2 − (1− x) · 3

2
(x2 + 2)

3
2
−1 · (x2 + 2)′

(x2 + 2)3

= 2 ·
−(x2 + 2)

3
2 − 3

2
(1− x)(x2 + 2)

1
2 · 2x

(x2 + 2)3

= 2(x2 + 2)
1
2 · −(x2 + 2)− 3(1− x)x

(x2 + 2)3
= 2 · −x

2 − 2− (3x− 3x2)

(x2 + 2)3 · (x2 + 2)−
1
2

= 2 · −x
2 − 2− 3x+ 3x2

(x2 + 2)3−
1
2

= 2 · 2x2 − 3x− 2

(x2 + 2)
5
2

6. монотоност и локални екстремуми
Испитуjемо знак функциjе f ′. Како jе 2 · 1−x

(x2+2)
3
2
> 0 ако jе 1 − x > 0

(jер jе (x2 + 2)
3
2 > 0 за све x), односно x < 1, следи да je f растућа на

интервалу (−∞, 1). Такође, f ′(x) < 0 ако jе x > 1, па jе f опадаjућа на
интервалу (1,+∞). Дакле, тачка x = 1 jе локални екстремум (пошто у
тоj тачки извод мења знак) и то jе локални максимум.
7. закривљеност функциjе и превоjне тачке

Испитуjемо знак функциjе f ′′. Како jе 2 · 2x2−3x−2
(x2+2)

5
2
> 0 ако jе 2x2−3x−

2 > 0 ((jер jе (x2 + 2)
3
2 > 0 за све x), следи та треба решити квадратну

неjедначину 2x2− 3x− 2 > 0. Решења одговараjуће квадратне jедначине
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су x1/2 =
−(−3)±

√
(−3)2−4·2·(−2)
2·2 = 3±

√
9+16
4

= 3±5
4
, односно x1 = 3+5

4
= 8

4
= 2

и x2 = 3−5
4

= −2
4

= −1
2
, па пошто jе коефициjент уз x2 позитиван, следи

да jе f ′′(x) > 0 ако jе x < −1
2
или jе x > 2. Дакле, f jе конвексна на

интервалу
(
−∞,−1

2

)
и на интервалу (2,+∞). Такође, f ′′(x) < 0 ако jе

−1
2
< x < 2, односно f jе конкавна на интервалу

(
−1

2
, 2
)
. Како се у

тачкама x = −1
2
и x = 2 мења закривљеност функциjе, следи да су то

превоjне тачке.
(в) f(x) = e−x

x−2
1. домен

Домен ове функциjе су сви x ∈ R такви да jе x−2 6= 0, односно x 6= 2.
Дакле, домен jе (−∞, 2) ∪ (2,+∞).
2. парност, непарност, периодичност

Домен функциjе jе (−∞, 2)∪ (2,+∞), што значи да домен ниjе симе-
тричан у односу на тачку x = 0 (заиста, тачка x = −2 припада домену, а
тачка −x = −(−2) = 2 не припада домену). Према томе, функциjа ниjе
ни парна ни непарна. Ниjе ни периодична, jер се не поjављуjу тригоно-
метриjске функциjе.
3. нуле и знак

Решавамо jедначину f(x) = 0, односно e−x

x−2 = 0. Дакле, мора бити
e−x = 0, што jе немогуће, jер jе e−x > 0 за све x. Следи да f(x) нема
ниjедну нулу. За знак решавамо нпр. неjедначину f(x) > 0, односно e−x

x−2 >
0. Како jе e−x > 0, онда мора бити и x− 2 > 0, односно x > 2. Следи да
jе f позитивна на (2,+∞) и негативна на (−∞, 2).
4. асимптоте

Проверавамо да ли jе x = 2 вертикална асимптота. Како jе lim
x→2−

f(x) =

lim
x→2−

e−x

x−2 = −∞ (малопре смо установили да jе f негативна за све x < 2,

а како x− 2 тежи нули броjилац тежи ка e−2, следи да f тежи ка −∞),
следи да jе x = 2 вертикална асимптота. Због скицирања графика, зани-
ма нас и какво jе понашање када x→ 2+, па добиjамо да jе lim

x→2+
f(x) =

lim
x→2+

e−x

x−2 = +∞ (f jе позитивна за све x > 2, именилац x−2 тежи нули, а

броjилац e−x тежи ка e−2). Остаjе jош да испитамо косе асимптоте када

x→ +∞ и x→ −∞. Како jе k = lim
x→+∞

f(x)
x

= lim
x→+∞

e−x
x−2

x
= lim

x→+∞
e−x

x(x−2) = 0

(e−x тежи нули када x→ +∞, а именилац x(x− 2) тежи ка +∞, те све
заjедно e−x

x(x−2) тежи нули) и n = lim
x→+∞

(f(x)− kx) = lim
x→+∞

(
e−x

x−2 − 0
)

=

lim
x→+∞

e−x

x−2 = 0, следи да jе права y = 0 · x + 0 = 0 коса асимптота када

x → +∞ (заправо, кажемо да jе то хоризонтална асимптота, jер jе ко-
ефициjент правца k = 0, па права ниjе коса у односу на координатни
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систем). С друге стране, lim
x→−∞

f(x)
x

= lim
x→−∞

e−x
x−2

x
= lim

x→−∞
e−x

x(x−2) = +∞ (jер
jе броjилац експоненциjална функциjа, коjа jе jача него степена функци-
jа x2 коjа jе наjjачи фактор у имениоцу), па закључуjемо да не постоjи
коса асимптота када x→ −∞.
5. први и други извод

f ′(x) =
(e−x)′(x− 2)− e−x(x− 2)′

(x− 2)2
=
e−x · (−x)′(x− 2)− e−x · 1

(x− 2)2

=
e−x · (−1) · (x− 2)− e−x

(x− 2)2
=
−e−x(x− 2)− e−x

(x− 2)2

=
−e−x(x− 2 + 1)

(x− 2)2
= −e

−x(x− 1)

(x− 2)2

f ′′(x) = (f ′(x))′ = −(e−x(x− 1))′(x− 2)2 − (e−x(x− 1))((x− 2)2)′

((x− 2)2)2

= −((e−x)′(x− 1) + e−x(x− 1)′)(x− 2)2 − e−x(x− 1)(2(x− 2) · (x− 2)′)

(x− 2)4

= −(e−x · (−x)′(x− 1) + e−x · 1)(x− 2)2 − 2e−x(x− 1)(x− 2) · 1
x− 2)4

= −(e−x · (−1) · (x− 1) + e−x)(x− 2)− 2e−x(x− 1)

(x− 2)3

= −−e
−x(x− 1− 1)(x− 2)− 2e−x(x− 1)

(x− 2)3

= −−e
−x((x− 2)2 + 2(x− 1))

(x− 2)3
=
e−x(x2 − 4x+ 4 + 2x− 2)

(x− 2)3

=
e−x(x2 − 2x+ 2)

(x− 2)3

6. монотоност и локални екстремуми
Испитуjемо знак првог извода. Како jе e−x > 0 и (x − 2)2 > 0 (jер

jе x 6= 2), следи да знак првог извода зависи само од знака x − 1. Како
jе x − 1 > 0 ако jе x > 1, следи да jе f ′(x) < 0 на интервалима (1, 2) и
(2,+∞), а f ′(x) > 0 на интервалу (−∞, 1) (у f ′(x) jавља се минус, па jе
знак извода супротан од знака x − 1). Дакле, f jе растућа на (−∞, 1) и
опадаjућа на (1, 2) и на (2,+∞). Jедини локални екстремум функциjе f
jе локални максимум x = 1.
7. закривљеност и превоjне тачке

Испитуjемо знак другог извода. Како jе e−x > 0 и x2 − 2x + 2 =
x2− 2x+ 1 + 1 = (x− 1)2 + 1 ≥ 1 > 0, следи да знак другог извода зависи

94



само од знака (x − 2)3, коjи jе исти као знак од x − 2. Дакле, f ′′(x) > 0
ако jе x− 2 > 0, односно x > 2 и f ′′(x) < 0 ако jе x < 2. Према томе, f jе
конкавна на (−∞, 2) и конвексна на (2,+∞).
(г) f(x) = x+2

1−ln(x+2)

1. домен
Домен ове функциjе су сви x ∈ R такви да jе x + 2 > 0 (аргумент

логаритма), односно x > −2 и 1 − ln(x + 2) 6= 0 (именилац разломка),
односно ln(x+ 2) 6= 1, односно x+ 2 6= e1 = e, тj. x =6= e− 2. Према томе,
домен функциjе jе (−2, e− 2) ∪ (e− 2,+∞).
2. парност, непарност, периодичност

Домен ниjе симетричан у односу на тачку x = 0, те функциjа ниjе ни
парна ни непарна. Ниjе ни периодична, jер се не поjављуjу тригономе-
триjске фунцкиjе.
3. нуле и знак

Решавамо jедначину f(x) = 0, тj. x+2
1−ln(x+2)

= 0. Дакле, мора бити
x+ 2 = 0, односно x = −2, међутим, та тачка ниjе у домену функциjе f ,
па функциjа f нема нула. За знак решавамо нпр. неjедначину f(x) > 0,
односно x+2

1−ln(x+2)
> 0. Како jе x + 2 > 0, мора бити 1 − ln(x + 2) > 0,

односно ln(x + 2) < 1, односно x + 2 < e1 = e, тj. x < e − 2. Дакле, f jе
позитивна на (−2, e− 2), а негативна jе на (e− 2,+∞).
4. асимптоте

Проверавамо да ли су x = −2 и x = e−2 вертикалне асимптоте. Како
jе lim

x→−2+
f(x) = lim

x→−2+
x+2

1−ln(x+2)
= 0 (jер x+ 2 тежи нули, а ln(x+ 2) тежи

ка −∞, па − ln(x+ 2) и 1− ln(x+ 2) теже ка +∞), следи да x = −2 ниjе
вертикална асимптота. Како jе lim

x→e−2−
f(x) = lim

x→e−2−
x+2

1−ln(x+2)
= +∞ (f jе

позитивна за x < e − 2, а 1 − ln(x + 2) тежи нули, па x+2
1−ln(x+2)

тежи ка
+∞), следи да jе x = e− 2 вертикална асимптота. Због скицирања гра-
фика, потражимо и десну граничну вредност. Добиjа се lim

x→e−2+
f(x) =

lim
x→e−2+

x+2
1−ln(x+2)

= −∞. Нема смисла испитивати косу асипмптоту када
x → −∞, jер f ниjе дефинисана за x < −2, те ћемо испитати да ли по-

стоjи коса асимптота када x→ +∞. Како jе lim
x→+∞

f(x)
x

= lim
x→+∞

x+2
1−ln(x+2)

x
=

lim
x→+∞

x+2
x(1−ln(x+2))

= lim
x→+∞

x(1+ 2
x)

x(1−ln(x+2))
= lim

x→+∞

1+ 2
x

1−ln(x+2)
= 0 (jер ln(x + 2) те-

жи ка +∞, па 1 − ln(x + 2) тежи ка −∞, а 1 + 2
x
тежи jединици), али

jе n = lim
x→+∞

(f(x)− kx) = lim
x→+∞

(
x+2

1−ln(x+2)
− 0
)

= lim
x→+∞

x+2
1−ln(x+2)

= −∞
(израз у броjиоцу jе степена 1, а у имениоцу jе логаритам, а познато jе
та било коjа степена функциjа брже тежи бесконачности од логаритма;
може се применити и Лопиталово правило (пробаjте за домаћи) и добиће
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се да jе гранична вредност −∞), следи да f нема косу асимптоту када
x→ +∞.
5. први и други извод

f ′(x) =
(x+ 2)′(1− ln(x+ 2))− (x+ 2)(1− ln(x+ 2))′

(1− ln(x+ 2))2

=
1 · (1− ln(x+ 2))− (x+ 2)

(
− 1
x+2
· (x+ 2)′

)
(1− ln(x+ 2))2

=
1− ln(x+ 2)− (x+ 2)

(
− 1
x+2
· 1
)

(1− ln(x+ 2))2
=

1− ln(x+ 2) + 1

(1− ln(x+ 2))2

=
2− ln(x+ 2)

(1− ln(x+ 2))2

f ′′(x) = (f ′(x))′

=
(2− ln(x+ 2))′(1− ln(x+ 2))2 − (2− ln(x+ 2))((1− ln(x+ 2))2)′

((1− ln(x+ 2))2)2

=
− 1
x+2
· (x+ 2)′ · (1− ln(x+ 2))2 − (2− ln(x+ 2)) · 2(1− ln(x+ 2)) · (1− ln(x+ 2))′

(1− ln(x+ 2))4

=
− 1
x+2
· (1− ln(x+ 2))− 2(2− ln(x+ 2))

(
− 1
x+2
· (x+ 2)′

)
(1− ln(x+ 2))3

=
−1−ln(x+2)

x+2
− (4− 2 ln(x+ 2)) ·

(
− 1
x+2
· 1
)

(1− ln(x+ 2))3

=
−1−ln(x+2)

x+2
+ 4−2 ln(x+2)

x+2

(1− ln(x+ 2))3
=

3−ln(x+2)
x+2

(1− ln(x+ 2))3

=
3− ln(x+ 2)

(x+ 2)(1− ln(x+ 2))3

6. монотоност и локални екстремуми
Испитуjемо знак првог извода. Како jе (1 − ln(x + 2))2 > 0, важи да

jе f ′(x) > 0 ако и само ако jе 2 − ln(x + 2) > 0, односно ln(x + 2) < 2,
односно x+ 2 < e2, тj. x < e2 − 2. Према томе, f ′(x) > 0 на интервалима
(−2, e− 2) и (e− 2, e2− 2), а f ′(x) < 0 на (e2− 2,+∞), односно f расте на
(−2, e− 2) и на (e− 2, e2 − 2), a опада на (e2 − 2,+∞). Тачка x = e2 − 2
jе тачка локалног максимума.
7. закривљеност и превоjне тачке

Испитуjемо знак другог извода. Како jе x+ 2 > 0, знак другог извода
зависи од знака 3− ln(x+ 2) и (1− ln(x+ 2))3, тj. од 1− ln(x+ 2). Важи
да jе f ′′(x) > 0 ако су 3− ln(x+ 2) и 1− ln(x+ 2) оба негативна или оба
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позитивна, а пошто jе, очигледно, 3− ln(x+2) > 1− ln(x+2), следи да су
оба негативна ако jе већи од њих негативан, а да су оба позитивна ако jе
мањи од њих позитиван. Према томе, f ′′(x) > 0 ако jе 3−ln(x+2) < 0 или
jе 1−ln(x+2) > 0, односно ако jе ln(x+2) > 3 или jе ln(x+2) < 1. Коначно,
закључуjемо да jе f ′′(x) > 0 ако jе x + 2 > e3, односно x > e3 − 2, или jе
x+1 < e1 = e, односно x < e−2. Следи да jе f конвексна на интервалима
(−2, e − 2) и (e3 − 2,+∞), а да jе конкавна на интервалу (e − 2, e3 − 2).
Тачка x = e − 2 ниjе у домену функциjе f , па не може бити превоjна
тачка, а тачка x = e3 − 2 jесте превоjна тачка функциjе f .

7 Неодређени интеграл
7.1. (а)

∫
(
√
x+ 1)(x−

√
x+ 1)dx

Jедноставним ослобађањем заграде се добиjа∫
(x
√
x− x+

√
x+ x−

√
x+ 1)dx =

∫
(x
√
x+ 1)dx =

∫
(x · x

1
2 + 1)dx.

Користимо особину да jе
∫

(f(x) + g(x))dx =
∫
f(x)dx +

∫
g(x)dx, па jе

тражени интеграл∫
x1+

1
2 dx+

∫
1 · dx =

∫
x

3
2 dx+

∫
x0dx.

Из таблице интеграла видимо да jе решење

x
3
2 + 1
3
2

+ 1
+
x0+1

0 + 1
+ c =

x
5
2

5
2

+
x1

1
+ c =

2

5
x

5
2 + x+ c.

(б)
∫

(6x2 + 8x+ 3)dx
Користимо особине интеграла да jе

∫
(f(x) + g(x))dx =

∫
f(x)dx +∫

g(x)dx и да jе
∫
c · f(x)dx = c ·

∫
f(x)dx па jе решење∫

6x2dx+

∫
8xdx+

∫
3dx = 6

∫
x2dx+ 8

∫
xdx+ 3

∫
dx

= 6 · x
2+1

2 + 1
+ 8 · x

1+1

1 + 1
+ 3

∫
x0dx =

6

3
x3 +

8

2
x2 + 3 · x

0+1

0 + 1
+ c

= 2x3 + 4x2 + 3x+ c.

(в)∫ (
sinx− 1

sin2 x

)
dx =

∫
sinxdx−

∫
1

sin2 x
dx = − cosx− (− ctg x) + c
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(г)∫
(5x + x5)dx =

∫
5xdx+

∫
x5dx =

5x

ln 5
+
x5+1

5 + 1
+ c =

5x

ln 5
+

1

6
x6 + c

(д) ∫ (
1

x
+

1

x2
+

1

1 + x2

)
dx =

∫
1

x
dx+

∫
x−2dx+

∫
1

1 + x2
dx

= ln |x|+ x−2+1

−2 + 1
+ arctg x+ c = ln |x|+ x−1

−1
+ arctg x+ c

= ln |x| − 1

x
+ arctg x+ c

(ђ)∫ (
1√

1− x2
+ ex

)
dx =

∫
1√

1− x2
dx+

∫
exdx = arcsinx+ ex + c

За решавање интеграла често се користи смена променљиве. Смена
се обично уводи тако што се каже да jе x = ϕ(t) и свако поjављивање x
мења се новим изразом по t, а dx мења се са ϕ′(t)dt. Ниjе необично ни
да се неки израз по x прогласи новом променљивом t (t = ψ(x)), а онда
се уводи dt = ψ′(x)dx.

7.2. (а)
∫

dx
x−a Уводимо смену x − a = t, односно x = t + a. Тада jе

dx = (t+ a)′dt = 1 · dt = dt, па добиjамо∫
dt

t
= ln |t|+ c.

Враћањем смене добиjамо да jе решење ln |x− a|+ c.
(б)

∫
dx
x−a Уводимо исту смену, x − a = t, односно x = t + a. Тада jе

dx = (t+ a)′dt = 1 · dt = dt, па добиjамо∫
dt

tn
=

∫
t−ndt =

t−n+1

−n+ 1
+ c = − 1

n− 1
t−(n−1) + c = − 1

(n− 1)tn−1
+ c.

Враћањем смене добиjамо да jе решење 1
(n−1)(x−a)n−1 + c.

(в)
∫

dx√
a2−x2

Претпоставићемо да jе a > 0, jер ако jе a < 0, можемо увести b = −a
и добићемо a2 = b2, па се подинтегрална функциjа своди на исти израз,
где jе a замењено са b. Извршимо следећу трансформациjу:∫

dx√
a2 − x2

=

∫
dx√

a2
(
1− x2

a2

) =

∫
dx

√
a2
√

1−
(
x
a

)2 =

∫
dx

a
√

1−
(
x
a

)2 .
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Уведимо смену x
a

= t. Тада jе dt =
(
x
a

)′
dx = 1

a
(x)′dx = 1

a
dx = dx

a
(исто

бисмо добили да смо изразили x = at и dx = (at)′dt = a(t)′dt = adt).
Након смене добиjамо:∫

dt√
1− t2

= arcsin t+ c = arcsin
x

a
+ c.

(г) (д)
∫

dx√
x2±a2

Као и малопре, претпоставићемо да jе a > 0. Извршимо следећу
трансформациjу:∫

dx√
x2 ± a2

=

∫
dx√

a2
(
x2

a2
± 1
) =

∫
dx

√
a2
√(

x
a

)2 ± 1
=

∫
dx

a
√(

x
a

)2 ± 1
.

Уведимо смену x
a

= t. Као и малопре, добиjамо dx
a

= dt. Након смене
добиjамо:∫

dt√
t2 ± 1

= ln
∣∣∣t+
√
t2 ± 1

∣∣∣+ c = ln

∣∣∣∣∣xa +

√(x
a

)2
± 1

∣∣∣∣∣+ c.

(ђ)
∫

dx
a2+x2

Као и у претходним примерима, претпоставимо да jе a > 0. Извршимо
сличну трансформациjу:∫

dx

a2 + x2
=

∫
dx

a2
(
1 + x2

a2

) =

∫
dx

a2
(

1 +
(
x
a

)2)
Уведимо смену t = x

a
. Добиjамо dt = dx

a
, односно dx = adt, па jе∫

adt

a2(1 + t2)
=

∫
dt

a(1 + t2)
=

1

a

∫
dt

1 + t2
=

1

a
arctg t+ c =

1

a
arctg

x

a
+ c.

(е)
∫

dx
x2−a2

Оваj задатак се не решава на сличан начин као претходна три. Наи-
ме, постоjи правило код интеграциjе функциjа облика 1

ax2+bx+c
. Ако ква-

дратна jедначина ax2 + bx+ c нема реалних решења (b2 − 4ac < 0), онда
квадратну функциjу ax2 + bx+ c ниjе могуће раставити на чиниоце, али
jе могуће извршити трансформациjу ax2 + bx + c = a

(
x2 + b

a
x+ c

a

)
=

a
(
x2 + 2 · x · b

2a
+
(
b
2a

)2
+ c

a
− b2

4a2

)
= a

((
x+ b

2a

)2
+ d
)
, где jе d = 4ac−b2

4a2
>

0. Након увођења смене x+ b
2a

= t, проблем се своди на тражење интегра-
ла функциjе k · 1

t2+(
√
d)2

, што смо видели како се ради у претходном приме-
ру. Ако, пак, квадратна jедначина ax2 + bx+ c = 0 има реалних решења,
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онда jе могуће растављање на чиниоце ax2 + bx + c = a(x − x1)(x − x2).
Након тога се врше трансформациjе коjе ће бити описане у решењу овог
задатка. ∫

dx

x2 − a2
=

∫
dx

(x− a)(x+ a)
=

∫ (
A

x− a
+

B

x+ a

)
dx

Сада jе потребно пронаћи A и B такве да jе 1
x2−a2 = A

x−a + B
x+a

. Jедно-
ставним свођењем израза с десне стране jеднакости на заjеднички име-
нилац добиjа се

A(x+ a)

(x− a)(x+ a)
+

B(x− a)

(x− a)(x+ a)
=
Ax+ Aa

x2 − a2
+
Bx−Ba
x2 − a2

=
(A+B)x+ (A−B)a

x2 − a2
,

па мора бити A + B = 0 и (A − B)a = 1, jер jе израз с леве стране
jеднакости била функциjа 1

x2−a2 = 0·x+1
x2−a2 . Из прве jедначине следи −B =

A, што заменом у другу даjе (A+A)a = 1, односно 2Aa = 1, па jе A = 1
2a
.

Дакле, B = −A = − 1
2a
, те добиjамо да jе∫

dx

x2 − a2
=

∫ ( 1
2a

x− a
+
− 1

2a

x+ a

)
dx =

1

2a

(∫
dx

x− a
−
∫

dx

x+ a

)
.

Увођењем смене t = x − a у први и u = x + a у други интеграл (dt =
(x− a)′dx = dx и du = (x+ a)′dx = dx) добиjамо

1

2a

(∫
dt

t
−
∫

du

u

)
=

1

2a
· (ln |t| − ln |u|+ c) =

1

2a

(
ln

∣∣∣∣ tu
∣∣∣∣+ c

)
,

што jе, након враћања смене, 1
2a

ln
∣∣x−a
x+a

∣∣+ c
2a
. Како jе c

2a
нека константа,

а сама константа c се нигде више не поjављуjе, обично се у том случаjу
прогласи да jе c

2a
нова константа коjа се додаjе на краjу интеграла и да

jоj се име c. Према томе, решење овог задатка jе

1

2a
ln

∣∣∣∣x− ax+ a

∣∣∣∣+ c.

(ж)
∫

x
a2+x2

dx
Приликом решавања интеграла, некад jе веома корисно уочавати по-

дизразе ϕ(x)dx за коjе се одмах види функциjа Φ(x) таква да jе Φ′(x) =
ϕ(x), те jе dΦ(x) = ϕ(x)dx. Нпр, за израз 2xdx одмах се види да jе
2x = (x2)′, па jе d(x2) = 2xdx. Наравно, додавање константе не мења
вредност извода, па jе d(a2 + x2) = 2xdx. Израз a2 + x2 се jавља у име-
ниоцу, а израз xdx се jавља у броjиоцу, што нас мотивише да уведемо
смену a2 + x2 = t. Тада jе dt = (a2 + x2)′dx = 2xdx, па добиjамо∫ 1

2
dt

t
=

1

2

∫
dt

t
=

1

2
· ln |a2 + x2|+ c.
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(з)
∫

x3

x8−2dx
Слично као малопре, уочимо да jе x3dx израз за коjи се лако види

да нам треба функциjа x4, jер jе d(x4) = (x4)′dx = 4x3dx. Такође, у
имениоцу се jавља x8 = (x4)2, па jе веома добро увести смену t = x4.
Тада jе dt = 4x3dx и добиjамо∫ 1

4
dt

t2 − 2
=

1

4

∫
dt

(t−
√

2)(t+
√

2)
=

1

4

(∫
A

t−
√

2
dt+

∫
B

t+
√

2
dt

)
.

Тражимо A и B такве да jе

1

t2 − 2
=

A

t−
√

2
+

B

t+
√

2
=

A(t+
√

2)

(t−
√

2)(t+
√

2)
+

B(t−
√

2)

(t−
√

2)(t+
√

2)

=
At+ A

√
2

t2 − 2
+
Bt−B

√
2

t2 − 2
=

(A+B)t+ (A−B)
√

2

t2 − 2
.

Дакле, A + B = 0 и (A − B)
√

2 = 1, па jе −B = A и (A + A)
√

2 = 1,
односно 2A

√
2 = 1. Следи да jе A = 1

2
√
2
и B = −A = − 1

2
√
2
. Према томе,

решење jе

1

4

(∫ 1
2
√
2

t−
√

2
dt+

∫ − 1
2
√
2

t+
√

2
dt

)
=

1

4
· 1

2
√

2

(∫
dt

t−
√

2
−
∫

dt

t+
√

2

)

=
1

8
√

2

(
ln
∣∣∣t−√2

∣∣∣− ln
∣∣∣t+
√

2
∣∣∣+ c

)
=

1

8
√

2

(
ln

∣∣∣∣∣t−
√

2

t+
√

2

∣∣∣∣∣+ c

)

=
1

8
√

2
ln

∣∣∣∣∣t−
√

2

t+
√

2

∣∣∣∣∣+ c′ =
1

8
√

2
ln

∣∣∣∣∣x4 −
√

2

x4 +
√

2

∣∣∣∣∣+ c′.

Други метод коjи се користи за решавање неодређеног интеграла jесте
парциjална интеграциjа. Ако jе функциjа под знаком интеграла производ
функциjа f(x) и g(x), при чему jе лако наћи функциjу G(x) такву да jе
G′(x) = g(x), односно G(x) =

∫
g(x)dx, онда jе∫

f(x)g(x)dx = f(x)G(x)−
∫
G(x)f ′(x)dx.

Заиста, из формуле за извод прозвода следи да jе (f(x)G(x))′ = f ′(x)G(x)+
f(x)G′(x) = G(x)f ′(x)+f(x)g(x). Обично се парциjална интеграциjа пам-
ти на следећи начин: f(x) = u, g(x)dx = dv, f ′(x)dx = du, G(x) = v и
пише се ∫

udv = uv −
∫
vdu.
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7.3. (а)
∫
x lnxdx

Пошто се
∫
xdx лако налази, урадимо парциjалну интеграциjу, где jе

u = lnx, dv = xdx. Тада jе du = 1
x
dx и v = 1

2
x2, па jе∫

x lnxdx = uv −
∫
vdu = lnx ·

(
1

2
x2
)
−
∫

1

2
x2 · 1

x
dx

=
1

2
x2 lnx− 1

2

∫
xdx =

1

2
x2 lnx− 1

2
· 1

2
x2 + c

=
1

2
x2 lnx− 1

4
x2 + c.

(б)
∫
x2 lnxdx

Слично као малопре, радимо парциjалну интеграциjу, где jе u = lnx
и dv = x2dx. Тада jе du = 1

x
dx и v = 1

3
x3, па jе∫

x2 lnxdx = uv −
∫
vdu = lnx ·

(
1

3
x3
)
−
∫

1

3
x3 · 1

x
dx

=
1

3
x3 lnx− 1

3

∫
x2dx =

1

3
x2 lnx− 1

3
· 1

3
x3 + c

=
1

3
x3 lnx− 1

9
x3 + c.

(в)
∫

ln2 xdx
Код парциjалне интеграциjе друга функциjа не мора бити експлицит-

но написана, већ се увек може узети да jе под знаком интеграла прои-
звод дате функциjе и функциjе g(x) = 1. Зато jе лакше користити метод
са u и v, jер кад се jединица споjи са dx, видимо да можемо одабра-
ти dv = 1 · dx = dx. Зато узмимо u = ln2 x и dv = dx за парциjалну
интеграциjу. Тада jе du = 2 ln x · (lnx)′dx = 2 ln x · 1

x
dx и v = x, па jе∫

ln2 xdx = uv −
∫
vdu = ln2 x · x−

∫
x · 2 lnx

1

x
dx

= x ln2 x− 2

∫
lnxdx.

Остао jе jош интеграл
∫

lnxdx. На њега ћемо такође применити парци-
jалну интеграциjу, где jе u = lnx и dv = dx. Тада jе du = 1

x
dx и v = x,

па jе∫
ln2 xdx = x ln2 x− 2

∫
lnxdx = x ln2 x− 2

(
uv −

∫
vdu

)
= x ln2 x− 2

(
lnx · x−

∫
x · 1

x
dx

)
= x ln2 x− 2x lnx+ 2

∫
dx = x ln2 x− 2x lnx+ 2x+ c.
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(г)
∫

ln
(
x+
√

1 + x2
)

dx

Поново урадимо парциjалну интеграциjу, где jе u = ln
(
x+
√

1 + x2
)

и dv = dx. Тада jе

du =
1

x+
√

1 + x2
·
(
x+
√

1 + x2
)′

dx

=
1

x+
√

1 + x2
·
(

1 +
1

2
√

1 + x2
·
(
1 + x2

)′)
dx

=
1

x+
√

1 + x2
·
(

1 +
1

2
√

1 + x2
· (2x)

)
dx

=
1

x+
√

1 + x2
·
(

1 +
x√

1 + x2

)
dx

=
1

x+
√

1 + x2
·

(√
1 + x2√
1 + x2

+
x√

1 + x2

)
dx

=
1

x+
√

1 + x2
·
√

1 + x2 + x√
1 + x2

dx =
1√

1 + x2
dx

(при чему смо ово могли видети и из таблице интеграла, jер jе познато
да jе ln

(
x+
√

1 + x2
)

=
∫

1√
1+x2

dx) и v = x, па jе∫
ln
(
x+
√

1 + x2
)

dx = uv −
∫
vdu

= ln
(
x+
√

1 + x2
)
· x−

∫
x · 1√

1 + x2
dx.

Уведимо смену t = 1 + x2. Тада jе dt = 2xdx, па jе∫
ln
(
x+
√

1 + x2
)

dx = ln
(
x+
√

1 + x2
)
· x−

∫
x · 1√

1 + x2
dx

= x ln
(
x+
√

1 + x2
)
−
∫ 1

2
dt
√
t

= x ln
(
x+
√

1 + x2
)
− 1

2

∫
t−

1
2 dt

= x ln
(
x+
√

1 + x2
)
− 1

2
· t
− 1

2
+1

−1
2

+ 1
+ c

= x ln
(
x+
√

1 + x2
)
− 1

2
· t

1
2

1
2

+ c

= x ln
(
x+
√

1 + x2
)
−
√
t+ c

= x ln
(
x+
√

1 + x2
)
−
√

1 + x2 + c.
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(д)
∫

lnx√
x

dx

Нека jе u = lnx и dv = dx√
x

= x−
1
2 dx. Тада jе du = 1

x
dx и v = x−

1
2+1

− 1
2
+1

=

x
1
2
1
2

= 2
√
x, па jе∫

lnx√
x

dx = uv −
∫
vdu = lnx · (2

√
x)−

∫
2
√
x · 1

x
dx

= 2
√
x lnx− 2

∫ √
x√

x ·
√
x

dx = 2
√
x lnx− 2

∫
1√
x

dx

= 2
√
x lnx− 2

∫
x−

1
2 dx = 2

√
x lnx− 2 · x

− 1
2
+1

−1
2

+ 1
+ c

= 2
√
x lnx− 2 · x

1
2

1
2

+ c = 2
√
x lnx− 4

√
x+ c.

(ђ)
∫
x sinxdx

Код овог интеграла морамо пажљиво бирати шта ће бити u, а шта
dv. Ако икако можемо, бирамо да u буде степена функциjа (у овом слу-
чаjу, u = x), jер ће се након примене парциjалне интеграциjе поjавити
интеграл где имамо du, а познато jе да извод смањуjе степен степене
функциjе за 1. Циљ jе да таj степен смањуjемо док не дође до нуле, jер jе
тада заправо елиминисана та степена функциjа из интеграла. Зато, нека
jе u = x и dv = sinxdx. Тада jе du = dx и v = − cosx, па jе∫

x sinxdx = uv −
∫
vdu = x · (− cosx)−

∫
(− cosx)dx

= −x cosx+

∫
cosxdx = −x cosx+ sinx+ c.

(е)
∫
x cos 3xdx

Ради лакшег баратања с парциjалном интеграциjом, уведимо смену
3x = t. Тада jе 3dx = dt, па добиjамо

∫
t
3
· cos t · dt

3
= 1

9

∫
t cos tdt. Слично

као малопре, урадимо парциjалну интеграциjу где jе u = t и dv = cos tdt.
Тада jе du = dt и v = sin t, па jе

1

9

∫
t cos tdt = uv −

∫
vdu =

1

9

(
t · sin t−

∫
sin tdt

)
=

1

9
(t sin t− (− cos t) + c) =

1

9
(3x sin 3x+ cos 3x+ c)

=
1

3
x sin 3x+

1

9
cos 3x+ c1
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(1
9
c jе и даље константа, па се може означити са c1).

(ж)
∫
ex cosxdx

Пошто jе извод ex jеднак ex и пошто jе извод cosx jеднак − sinx, а
његов извод jе − cosx, значи да jе свеjедно коjу ћемо функциjу одабрати
за u, а коjу за dv, jер се након неколико примена добиjа иста функциjа
као на почетку. Но, то не значи да jе интеграл нерешив. Нека jе u = ex

и dv = cosxdx. Тада jе du = exdx и v = sinx, па jе∫
ex cosxdx = uv −

∫
vdu = ex sinx−

∫
sinxexdx.

Сада морамо направити исти избор за u и v као малопре, иначе ће се
поништити парциjална интеграциjа коjа jе примењена. Зато нека jе сада
u = ex и dv = sinxdx. Тада jе du = exdx и v = − cosx, па jе∫

ex cosxdx = ex sinx−
(
uv −

∫
vdu

)
= ex sinx−

(
ex(− cosx)−

∫
(− cosx)exdx

)
= ex sinx+ ex cosx−

∫
ex cosxdx.

Означимо полазни интеграл са I. Из претходног следи да смо добили
jедначину I = ex sinx + ex cosx − I + c (неопходно jе додати +c, jер
jе интеграл заправо функциjа чиjи jе извод подинтегрална функциjа,
а таква функциjа ниjе jединствена, већ се додавањем константе такође
добиjа функциjа чиjи jе извод подинтегрална функциjа, па jе могуће да
функциjа

∫
ex cosxdx на левоj страни разликуjе од фунцкиjе

∫
ex cosxdx

за неку константу). Према томе, следи да jе 2I = ex sinx+ ex cosx+ c, па
jе I = 1

2
ex sinx + 1

2
ex cosx + c1 (поново, 1

2
c jе нека друга константа, коjа

се може означити са c1).
(з)
∫

arcsinxdx
Нека jе u = arcsinx и dv = dx. Тада jе du = 1√

1−x2 dx и v = x, па jе∫
arcsinxdx = uv −

∫
vdu = arcsinx · x−

∫
x · 1√

1− x2
dx.

Уведимо смену 1− x2 = t. Тада jе −2xdx = dt, па jе∫
arcsinxdx = x arcsinx−

∫ −1
2
dt
√
t

= x arcsinx+
1

2

∫
dt√
t

= x arcsinx+
1

2
· 2
√
t+ c = x arcsinx+

√
1− x2 + c.
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(и)
∫
x arctg xdx

Нека jе u = arctg x и dv = xdx. Тада jе du = 1
1+x2

dx и v = 1
2
x2, па jе∫

x arctg xdx = uv −
∫
vdu = arctg x ·

(
1

2
x2
)
−
∫

1

2
x2 · 1

1 + x2
dx

=
1

2
x2 arctg x− 1

2

∫
x2

1 + x2
dx

=
1

2
x2 arctg x− 1

2

∫
1 + x2 − 1

1 + x2
dx

=
1

2
x2 arctg x− 1

2

∫ (
1 + x2

1 + x2
− 1

1 + x2

)
dx

=
1

2
x2 arctg x− 1

2

∫ (
1− 1

1 + x2

)
dx

=
1

2
x2 arctg x− 1

2

∫
1 · dx+

1

2

∫
1

1 + x2
dx

=
1

2
x2 arctg x− 1

2
x+

1

2
arctg x+ c.
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