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Регресионa анализа
Регресиона анализа jе скуп статистичких метода коjима се открива да
ли постоjе везе између посматраних поjава. Основни задатак регресионе
анализе jе да предвиди понашање зависне променљиве (Y) помоћу позна-
тих вредности jедне или више независне променљиве (X), односно да
одреди неслучаjну функциjу g тако да важи g(X) = Y
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Проста линеарна регресиjа

Проста регресиjа jе регресиони метод коjи разматра везу између jедне
зависно променљиве Y и jедне независно променљиве X.

Прост линеарни регресиони модел може се изразити релациjом:

Yi = a+ bXi + εi, i = 1, 2, ..., N

где су:
Yi i-та зависна променљива,
Xi i-та вредност независне (обjашњаваjуће) променљиве,
a и b непознате константе, регресиони параметри,
εi стохастички члан, случаjна грешка или резидуали.

Потребно jе да случаjне величине εi имаjу центрирану нормалну расподелу
са константном дисперзиjом и да су међусобно некорелисане.
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Оцене параметара просте линеарне регресиjе методом
наjмањих квадрата
Метод наjмањих квадрата подразумева да се параметри модела оцењуjу
тако да збир квадрата резидуала, тj. вертикално мерених одступања
података узорка од тачака на регресионоj правоj оцењеноj на основу
узорка:

n∑
i=1

ε2i =

n∑
i=1

(Yi − Ŷi)2 =
n∑

i=1

(Yi − (â+ b̂Xi))
2

буде минималан.
За регресиону линеарну jедначину Y = a+ bX, оцене за параметре a и
b су

â = Y − b̂X

b̂ =
cov(X,Y)

S2
nX

Показуjе се да су оцене добиjене овом методом наjбоље линеарне оцене,
непристрасне и постоjане.
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За проверу квалитета оцене може да се користи коефициjент детермина-
циjе

R2 = 1−

n∑
i=1

(yi − ŷi)2

n∑
i=1

(yi − y)2
.

Ако jе модел добар, онда jе сума у броиоцу мала, па jе R2 близак 1.

Наjпознатиjа мера линеарне корелациjе између случаjних променљивих
jе Пеарсонов (Pearson) коефициjент линеарне корелациjе r =

√
R2.

Вредност коефициjента корелациjе креће се у интервалу [−1, 1]. У
складу с величином овог коефициjента може се закључити смер и интен-
зитет линеарне корелациjе међу посматраним величинама.
Пирсонов коефициjент jе бездимензиона величина коjа се може рачунати
и по формули:

r =
cov(X,Y )

SnXSnY

.
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Пример простог линеарног модела
Посматраjмо базу података faithful (у пакету car) коjа садржи две
случаjне променљиве waiting и eruptions. Променљива waiting озна-
чава време чекања од следеће ерупциjе вулкана, а променљива eruptions
означава траjање ерупциjе. Испитуjемо зависност времена чекања и
времена траjања еруциjе.

Линеарни регресиони модел може се изразити као:

> head(faithful)

eruptions waiting
1 3.600 79
2 1.800 54
3 3.333 74
4 2.283 62
5 4.533 85
6 2.883 55
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Диjаграм распршивања (растурања)

> plot(waiting,eruptions)
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Потребно jе израчунати параметре a и b по наведеноj формули. Параме-
тар се израчунава као разлика средње вредности времена траjања
ерупциjе (зависна променљива) и узорачке средње вредности времена
чекања (независна променљива). Параметар b се израчунава као коли-
чник ковариjансе времена чекања и времена ерупциjе и диспрзиjе времена
чекања.
> b_ocena <- cov(eruptions, waiting)/(sd(waiting)^2)
> a_ocena <- mean(eruptions)-b_ocena*mean(waiting)
> a_ocena
[1] -1.874016
> b_ocena
[1] 0.07562795

Параметри су a = −1.874016 и b = 0.07562795, а jедначина регресиjе
гласи:

y = −1.874016 + 0.07562795 ∗ x.

Користећи регресиону jедначину можемо проценити траjање наредне
ерупциjе, ако нам jе познато време протекло од последње ерупциjе.
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Даље рачунамо резидуале регресионе jедначине и проверавамо да ли
резидуали имаjу нормалну расподелу.

> reziduali <- a_ocena + b_ocena*waiting-eruptions
> qqnorm(reziduali)
> qqline(reziduali)

Добиjени диjаграм показуjе да резидуали имаjу нормалну расподелу.
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Статистички програм R садржи уграђене функциjе коjе се користе за
регресиони линеарни модел.
> lm(eruptions ~ waiting)

Call:
lm(formula = eruptions ~ waiting)
Coefficients:
(Intercept) waiting -1.87402 0.07563

> summary(lm(eruptions ~ waiting))

Call:
lm(formula = eruptions ~ waiting)
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-1.29917 -0.37689 0.03508 0.34909 1.19329
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) -1.874016 0.160143 -11.70 <2e-16 ***
waiting 0.075628 0.002219 34.09 <2e-16 ***
---
Signif. codes: 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1
Residual standard error: 0.4965 on 270 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.8115, Adjusted R-squared: 0.8108
F-statistic: 1162 on 1 and 270 DF, p-value: < 2.2e-16
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Помоћу функциjе cor.test() добиjамо вредност тест статистике и p вре-
дност за тестирање нулте хипотезе да не постоjи линеарна корелациjа,
интервал поверења и Пирсонов коефициjент.

> cor.test(eruptions, waiting)

Pearson’s product-moment correlation
data: eruptions and waiting
t = 34.089, df = 270, p-value < 2.2e-16
alternative hypothesis: true correlation is not equal to 0
95 percent confidence interval:

0.8756964 0.9210652
sample estimates:

cor
0.9008112

С обзиром на добиjену p вредност (2.2е-16) одбацуjемо нулту хипотезу
да не постоjи линеарна корелациjа између времена ерупциjе и времена
чекања.
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> plot(waiting,eruptions)
> abline(faithful.lm)
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Вишеструка линеарна регресиjа

Када се испитуjе зависност jедне поjаве од две или више независних
променљивих поjава, тада се говори о вишеструкоj или мултиплоj регре-
сиjи.

У статистичкоj пракси наjчешће се користe подаци из узорка, коjи се
формираjу из основног скупа. На основу узорка се врши оцењивање у
основном скупу, а тада jедначина вишеструке линеарне регресиjе гласи:

Ŷi = ai + b1iX1i + b2iX2i + ...+ bmiXmi + εi, i = 1, 2, ..., n

где jе m броj независних променљивих.

Боjана Тодић Стистички софтвер 4 1. март 2016. 13 / 20



Пример вишеструког линеарног модела

За пример вишеструке регресиjе посматраћемо податке фабрике за окси-
дациjу амониjака на азотне киселине. База података stackloss садржи
четири случаjне променљиве Air.Flow, Water.Temp, Acid.Conc и
stack.loss коjа jе добиjена након 21 дан рада фабрике за оксидациjу
амониjака (NH3) до азотне киселине (HNO3).

Air.Flow (X1) представља проток ваздуха или стопу рада
построjења
Water.Temp (X2) jе температура воде за хлађење коjа пролази
кроз цеви у апсорпционом торњу
Acid.Conc (X3) jе концентрациjа киселине коjа циркулише
Stack.loss (Y ) jе зависна променљива и представља губитак у
димњаку или инверзну меру ефикасности фабрике
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База stackloss:

> head(stackloss)

Air.Flow Water.Temp Acid.Conc. stack.loss
1 80 27 89 42
2 80 27 88 37
3 75 25 90 37
4 62 24 87 28
5 62 22 87 18
6 62 23 87 18

Рачунамо параметре вишеструке линеарне регресиjе
lm(stack.loss ~ Air.Flow + Water.Temp + Acid.Conc.)

Call:
lm(formula = stack.loss ~ Air.Flow + Water.Temp + Acid.Conc.)
Coefficients:
(Intercept) Air.Flow Water.Temp Acid.Conc.
-39.9197 0.7156 1.2953 -0.1521
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Коефициjенти су: a = −39.9197, b1 = 0.7156, b2 = 1.953 и
b3 = −0.1521. Регресиона jедначина jе:

y = −39.9197 + 0.7156X1 + 1.953X2 − 0.1521X3.

Логично jе да зависна променљива stack.loss има негативну регресиjу
са зависном променљивом Acid Conc (концентациjа киселине, X3), ви-
соку позитивну са зависном променљивом Water.Temp (температура
воде, X2).

Да би одредили репрезентативност дефинисаног модела вишеструке
линеарне регресиjе потребно jе израчунати коефициjент детерминациjе.
> summary(lm(stack.loss ~ Air.Flow + Water.Temp + Acid.Conc.))$r.squared
[1] 0.9135769

Коефциjент детерминациje дефинисаног модела регресиjе jе: R2 =
0.91358. То значи да jе 91, 36% променљива stack.loss обjашњена
променљивима Air.Flow (X1), Water.Temp (X2)и Acid.Conc, а 8, 64%
другим утицаjима.
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Статистички програм R садржи уграђене функциjе коjе се користе за
регресиони линеарни модел.

> summary(lm(stack.loss ~ Air.Flow + Water.Temp + Acid.Conc.))

Call:
lm(formula = stack.loss ~ Air.Flow + Water.Temp + Acid.Conc.)
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-7.2377 -1.7117 -0.4551 2.3614 5.6978
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) -39.9197 11.8960 -3.356 0.00375 **
Air.Flow 0.7156 0.1349 5.307 5.8e-05 ***
Water.Temp 1.2953 0.3680 3.520 0.00263 **
Acid.Conc. -0.1521 0.1563 -0.973 0.34405
---
Signif. codes: 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1
Residual standard error: 3.243 on 17 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9136, Adjusted R-squared: 0.8983
F-statistic: 59.9 on 3 and 17 DF, p-value: 3.016e-09

Боjана Тодић Стистички софтвер 4 1. март 2016. 17 / 20



Предвиђање на основу висеструке линеарне регресиjе

> newdata <- data.frame(Air.Flow=72, Water.Temp=20, Acid.Conc.=85)
> predict(lm(stack.loss ~ Air.Flow + Water.Temp + Acid.Conc.), newdata)
24.58173

Нa основу добиjеног модела вишеструке линеарне регресиjе и задатих
параметара добиjамо да jе очекивана вредност зависне променљиве
stack.loss jeднака 24.582.
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Задаци

1. Користећи базу података rmr нацртати график распршености промен-
љивих metabolic rate и body weight. Наћи одговараjући линеарни
регресиони модел и користећи таj модел одредити metabolic rate за
тежину од 70kg.
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Задаци

2. Користећи базу података juul наћи одговараjући линеарни модел за
квадратни корен концентрациjе igf1 у односу старост за групу стариjу од
25 година и одредити коефициjент детерминациjе. Користећи добиjени
модел предвидети концентрациjу igf1 за особе са 50 година.
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