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У многим ситуациjама приликом оцењивања тешко jе наћи аналитички
облик за оцену максималне веродостоjности. У тим ситуациjама, обично
jе потрбно израчунати оцену максималне веродостоjности нумеричким
путем.

Постоjе многе нумеричке методе за израчунавање ове оцене. Неке од
њих су:

Њутн-Рафсон алгоритам
Фишеров алгоритам
ЕМ алгоритам
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Њутн-Рафсон алгоритам

Алгоритам опште намене за проналажење решења нелинеарне jедначине
или решење нелинеарног система jедначина. Оцену максималне веродо-
стоjности добиjамо као решење jедне такве jедначине.

Претпоставимо да желимо да нађемо решење jедначине g(x0) = 0, где
jе g диференциjабилна jедначина.

Како jе броj x близак броjу x0 Теjлоровим развоjем добиjамо:
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Њутн-Рафсон алгоритам

На оваj начин ако нам jе дата оцена xk можемо одредити оцену xk+1

по формули

и ова процедура се понавља за k = 0, 1, 2, ... док |g(xk)| или |g(xk)/g′(vk)|
не буде довољно мало.

Оваj алгоритам се може користитиза оцену максималне веродостоjиности
или неке друге оцене коjа се може дефинисати као решење jедне jедначине
или система jедначина.
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Њутн-Рафсон алгоритам
Претпоставимо да имамо заjедничку расподелу f(x; θ) за вектор X =
(X1, ..., Xn) и нека jе L(θ) функциjа максималне веродостоjности.

Претпоставимо да jе θ̂ оцена максималне веродостоjности коjа задовољава
jедначину S(θ̂) = 0, где jе S(θ) извод lnL(θ).

Нека jе θ̂(k) оцена за θ након k итерациjа, тада jе

Поступак се понавља док |S(θ̂)| или разлика |θ̂(k) − θ̂(k+1)| не постане
довољно малo.

Боjана Тодић Статистички софтвер 2 19. април 2016. 5 / 17



Њутн-Рафсон алгоритам
Да би користили Њутн-Рафсон алгоритам, потребно jе задати почетну
(инициjалну) оцену θ̂(0).

Ако jе θ̂(0) довољно добра оцена параметра θ, тада оцена након jедног
корака

има практично исте особине као MLE.

Оцену θ̂(0) можемо добити методом момената или неком другом методом.
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Њутн-Рафсон алгоритам - пример
Нека су (X1, ..., Xn) независне jеднако расподељене случаjне величине
са Кошиjевом расподелом чиjа jе функциjа густине

Да би илустровали поступак добиjања оцене претпоставимо да jе θ =
10 и да имамо узорак обима 100 Оцена максималне веродостоjности
задовљава jедначину

Приметимо да jе густина расподеле симетрична око θ што нам наговеш-
тава да узорачка средина или узорачка медиjана могу бити оцене θ.
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Њутн-Рафсон алгоритам - пример
Даље рачунамо по формули

где jе
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Фишеров алгоритам

Jедноствном модификациjом Њутн-Рафсоновог алгоритма добиjамо Фи-
шеров алгоритам. У овом алгоритму мењамо H са H где jе

Ако jе θ̂(k) оцена параметра θ након k итерациjа, тада важи
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Фишеров алгоритам - пример
Нека су (X1, ..., Xn) независне jеднако расподељене случаjне величине
са Кошиjевом расподелом.
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ЕМ алгоритам

Претпоставимо да имамо заjедничку расподелу f(x; θ) за вектор X =
(X1, ..., Xn) и нека jе Y = (Y1, ..., Yn) случаjан вектор такав да jе Yi =
gi(X), где су g1, ..., gm познате функциjе. Густина вектора Y jе

ЕМ алгоритам прво одреди оцену функциjе веродостоjности, па затим
максимизира функциjу веродостоjности да би добио нове оцене параме-
тара. Ова два корака се понављаjу док се не постигне конвергенициjа
оцена.
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Е корак

Оваj корак подразумева проналажење функциjе веродостоjности за θ.
Дата оцена функциjе максималне веродостоjности после k корака дефи-
нисана jе

где jе се претпоставља даjе права вредност параметра θ̂(k)
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М корак

Оцену одређуjемо тако што тражимо максимум функциjе из корака
Е. Израчунавање θ̂(k+1) често захтева коришћење неких нумеричких
метода као што jе Њутн-Рафсон алгоритам. Након израчунате оцене
θ̂(k+1) враћамо се на корак Е.

Ови кораци се понављаjу док се не постигне конвергенциjа.
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ЕМ алгоритам

У многим ситуациjама (на пример код експоненциjалне фамилиjе распо-
дела) f(x|θ) jе производ два неконстантна фактора, где jедан од њих
не зависи од θ, што се може записати као

Функциjа ln f(x; θ) = h1(x; θ) + h2(x) у кораку Е jе

Ова модификациjа може значаjно поjедноставити израчунавања. Корак
М остаjе исти као раниjе: бирамо θ̂(k+1) коjе максимизира lnLk(θ)
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ЕМ алгоритам - пример
Нека су независне jеднакорасподељене случаjне величине са расподелом
коjа jе комбинациjа две Пуасонове расподеле:

Нека су (X1, Y1), ..., (Xn, Yn) iid парови случаjних величина за коjе важи

Функциjа lnLk(λ, µ, θ) jе jеднака:
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ЕМ алгоритам - пример
Даље треба да рачунамо очекивану вредност логаритма функциjе веродо-
стоjности. Довољно нам jе да нађемо очекивану вредност за Yi ако jе
Xi = xi познато за све вредности параметара θ, λ, µ.

У наставку за дате оцене θ̂(k), λ̂(k) и µ̂(k) добиjамо оцене θ̂(k+1), λ̂(k+1)

и µ̂(k+1) тако што максимизирамо
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ЕМ алгоритам - пример
где jе

Може се показати да jе
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