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Моделовање дискретних случаjних променљивих са
коначно много вредности
Нека jе X дискретна случаjна величина са коначно много вредности и
нека jе познат закон расподеле:

P{X = xk} = pk, k = 1, 2, ...n.

Нека jе γ jедан (псеудо)случаjни броj.

Ако jе:
γ ≤ p1, сматра се да се реализовала вредност x1,
p1 < γ ≤ p1 + p2, сматра се да се реализовала вредност x2,
.
.
.
p1 + p2 + ...+ pn−1 < γ, реализовала се вредност xn.

Значи да се за добиjање jедне реализациjе случаjне величине користи
jедан (псеудо)случаjан броj.
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Моделовање случаjних догађаjа

На основу поступка за моделовање дискретних случаjних величина могу
се моделирати и реализациjе случаjних догађаjа. Ако jе вероватноћа
догађаjа jеднака p, тада jе индикатор догађаjа случаjна величина:

IA :

(
1 0
p 1− p

)
Нека jе γ jедан (псеудо)случаjни броj.

Ако jе:
γ ≤ p, реализовала се вредност 1 индикатора IA
p < γ, реализовала се вредност 0 индикатора IA.

Моделовањем те случаjне величине IA добиjа се да се догађаj реализовао
ако jе добиjена моделирана вредност 1, а да се догађаj ниjе реализовао
ако jе добиjена моделована вредност 0.
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Моделовање случаjних догађаjа

indikator <- function(p) # p je verovatnoca realizacije
dogadjaja A
{
gama<-runif(1)
if(gama > p)
x<-0
if(gama <= p)
x<-1
return (x)
}

> indikator(0.1)
[1] 0
> indikator(0.6)
[1] 1
> indikator(0.2)

[1] 0
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Моделовање биномне расподеле
Нека jе вероватноћа реализациjе неког догађаjа у сваком експерименту
jеднака p. Случаjна величина Sn коjа jе jеднака броjу реализациjа
догађаjа у n независних експеримената, има биномну расподелуB(n, p).
Њен закон расподеле jе

P{Sn = k} =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k, k = 0, 1, ..., n.

На основу дефинициjе, Sn се може представити као збир независних
случаjних величина Ik коjе све имаjу исту расподелу и представљаjу
индикатор догађаjа у к–том експерименту, односно

Sn =

n∑
k=0

Ik.

Моделираjу се вредности за Ik, k = 1, 2, ..., n и саберу се. Добиjени броj
jе реализована вредност случаjне величине Sn.
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Моделовање биномне расподеле

binomna <- function(n,p)
{
x <- vector()
for(i in 1:n) {
x[i] <- indikator(p)
}
Sn <- sum(x)
return (Sn)
}

> binomna(20,0.3)
[1] 7
> binomna(130,0.4)
[1] 50
> binomna(15,0.7)
[1] 9
> binomna(55,0.1)
[1] 5

Предност овог поступка jе што се не мораjу рачунати вероватноће pk
из закона расподеле за Sn, а недостатак jе што jе потребно n (псеудо)
случаjних броjева за добиjање jедне реализациjе случаjне величине.
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Моделовање дискретних случаjних величина са
преброjиво много вредности

Нека jе X дискретна случаjна величина са преброjиво много вредности
и нека jе познат закон расподеле:

X =

(
x1 x2 . . . xn . . .
p1 p2 . . . pn . . .

)
Нека jе n природни броj такав да jе pn0+1 + pn0+2 + ... < δ, где jе δ
произвољно мали (унапред изабрани) позитиван реални броj. Уместо
случаjне величине X посматра се засечена случаjна величина:

X∗ =

(
x1 x2 . . . xn0

p1 p2 . . . p∗n0

)
где jе p∗n0

= 1− p1 − ...− pn0−1.
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Моделовање дискретних случаjних величина са
преброjиво много вредности

Вредност ове случаjне величине X∗ се моделира на начин коjи jе већ
описан за моделовање вредности дискретне случаjне величине са коначно
много вредности.

На таj начин се неће добити ни jедна од вредности случаjне величине
X коjа jе већа од xn.

Међутим, вероватноћа добиjања било коjе вредности веће од xn jе мања
од δ, а како jе δ унапред изабрани врло мали позитиван броj, то су и
вероватноће добиjања вредности случаjне величине X коjе су веће од
xn занемарљиво мале.

У зависности од задатка коjи се решава и броjа вредности коjе jе потребно
моделирати бира се δ.

Боjана Тодић Статистички софтвер 2 8. март 2016. 8 / 20



Моделовање геометриjске расподеле
Нека jе вероватноћа реализациjе неког догађаjа у сваком експерименту
jеднака p и нека се експерименти понављаjу (при истим условима) док
се први пут не оствари догађаj . Случаjна величина X коjа представља
броj изведених експеримената, има геометриjску расподелу. Њен закон
расподеле jе:

X =

(
x1 x2 . . . xn . . .
p (1− p)p . . . (1− p)n−1p . . .

)
Ова случаjна величина се моделира тако што се, за изабрани позитивни
броj δ и познату вероватноћу p, одреди наjмањи природни броj коjи
задовољава неjеднакост:

n0 >
ln δ

ln(1− p)
.

Формира се засечена случаjна величина:

X∗ =

(
x1 x2 . . . xn0

p1 p2 . . . p∗n0

)
где jе p∗n0

= 1− (p+ (1− p)p+ ...+ (1− p)n0−2p), а затим се моделира
коришћењем поступка за моделовање дискретних случаjних величина
са коначно много вредности.
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Моделовање геометриjске расподеле

geometrijska <- function(p, delta){
n0 <- trunc(log(delta)/log(1-p))+1
X <- c(1:n0)
P <- c()
for(i in 1:n0)
P[i]<-((1-p)^(i-1))*p
gama<-runif(1)
if(gama<=P[1])
x<-X[1]
pom<-P[1]
for(i in 2:n0){
if(gama>pom && gama<=pom+P[i])
x<-X[i]
pom<-pom+P[i]
}
return (x)
}

> geometrijska(0.3,0.0001)
[1] 10
> geometrijska(0.6,0.0001)
[1] 3
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Моделовање Пуасонове расподеле
Случаjна величина X има Пуасонову расподелу са параметром λ, λ > 0
ако jе њен закон расподеле облика

pk = P{X = k} = e−λ
λk

k!
.

Ова случаjна величина се моделира тако што се, за изабрани позитивни
броj n0 и познати параметар λ, одреди наjмањи природни броj коjи
задовољава неjеднакост:

exp−λ λn0+1

(n0 + 1)!

n0 + 2

n0 + 2− λ
< δ.

Формира се засечена случаjна величина:

X∗ =

(
x1 x2 . . . xn0

p1 p2 . . . p∗n0

)
(1)

где jе pk = e−λ λ
k

k! , k = 0, 1, ..., n0 − 1, p∗n0
= 1 −

∑n0−1
k=0 pk, а затим

се моделира коришћењем поступка за моделовање дискретних случаjних
величина са коначно много вредности.
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Моделовање непрекидних случаjних величина
Метода инверзне функциjе

Теорема: Нека jе дата случаjна величина X чиjа jе функциjа расподеле
F строго монотона и непрекидна и нека jе F−1 њена инверзна функциjа.
Нека jе Y случаjна величина са униформном расподелом U(0, 1), тада
случаjна величина F−1(Y ) има функциjу расподеле F .

Дакле, реализована вредност x случаjне величине X се добиjа помоћу
jедног (псеудо)случаjног броjа λ, по формули x = F−1(λ).

Метода инверзне функциjе може се применити на мали броj густина
расподеле, jер су у већини случаjева густине расподела сложене функциjе,
па ниjе могуће аналитички добити инверзну функциjу. Зато у пракси
доминира примена нумеричких метода за интеграциjу и инверзиjу. Ова
метода се углавном примењуjе за генерисање случаjних променљивих
са експоненциjалном расподелом.
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Моделовање експоненциjалне расподеле
Случаjна величина X има експоненциjалну расподелу са параметром
λ, λ > 0 ако jе њена функциjа расподеле облика:

F (x) = 1− e−λx, x ≥ 0.

Ако jе γ (псеудо)случаjни броj, тада jе моделирана вредност случаjне
величине X jеднака x = −1

λ ln(1− γ).

Оваj израз се може поjедноставити коришћењем особине униформне
расподеле: Ако случаjна величина Y има униформну расподелу U(0, 1),
тада и случаjна величина 1− Y има униформну расподелу U(0, 1).

На таj начин се добиjа jедноставна формула за моделовање вредности
експоненциjалне расподеле

x =
−1

λ
ln γ,

где jе γ (псеудо)случаjни броj.
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Моделовање експоненциjалне расподеле

eksponencijalna <- function(lambda)
{
gama<-runif(1)
x<-(-1/lambda)*log(1-gama)
return(x)
}

> eksponencijalna(4)
[1] 0.1073578
> eksponencijalna(2)
[1] 0.1871785
> eksponencijalna(9)
[1] 0.1641344
> eksponencijalna(12)
[1] 0.001741015
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Моделовање Ерлангове (гама) расподеле

Случаjна величина X има гама расподелу са параметром λ, λ > 0 ако
jе њена густина расподеле облика:

f(x) =
xa−1e−x

Γ(a)
, x > 0.

Ова расподела се може представити као збир независних jеднако распо-
дељених случаjних величина са експоненциjалном ε(λ) расподелом.

Ако имамо n (псеудо)случаjних броjева γ1, γ2, ..., γn, тада се моделирана
вредност случаjне променљиве X добиjа по формули:

x = − ln(γ1 · ... · γn).
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Моделовање Ерлангове (гама) расподеле

gama_1 <- function(a){
y<-runif(20)
x <- -log(prod(y))
return(x)
}

> gama_1(3)
[1] 22.02735
> gama_1(15)
[1] 23.74357
> gama_1(30)
[1] 18.8909
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Моделовање Гумбелове расподеле

Случаjна променљива X има Гумбелову (двоструку експоненциjалну)
расподелу са параметрима u, u > 0 и a, a > 0 ако jе њена функциjа
расподеле

F (x) = e−e
−x−u

a , x ∈ R.

Може се применити метода инверзне функциjе.

Ако jе γ (псеудо)случаjни броj, тада jе моделована вредност случаjне
променљиве X jеднака x = u− a ln(− ln γ).
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Моделовање Гумбелове расподеле

gumbel <- function(a,b){
u <- runif(1)
x <- a-b*log(-log(u))
return(x)
}

> gumbel(2,6)
[1] 8.829906
> gumbel(12,15)
[1] 3.397028
> gumbel(8,22)
[1] 2.981671
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Моделовање Фрешеове расподеле

Фрешеова расподела са параметрима a ∈ R, b > 0 и k ≥ 0 одређена jе
функциjом расподеле

F (x) = e−(x−a
b

)
k

, x > a.

Примена методе инверзне функциjе даjе x = a + b(− ln γ)−
1
k , где jе γ

(псеудо)случаjни броj.
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Моделовање Фрешеове расподеле

freseova <- function(a,b,k){
gama <- runif(1)
x <- a+b*(-log(gama))^((-1)/k)
return(x)
}

> freseova(2,5,4)
[1] 6.046877
> freseova(31,45,7)
[1] 72.74598
> freseova(143,453,10)
[1] 718.0458

Боjана Тодић Статистички софтвер 2 8. март 2016. 20 / 20


