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Моделовање непрекидних случаjних величина
Метода одбацивања функциjе (Ноjманова метода)
Претпоставимо случаjна величина X има густину расподеле f(x) коjа
jе ограничена на неком коначном интервалу.

Случаjну променљиву X симулирамо на следећи начин:
1 Генеришемо два случаjна броjа γ1 и γ2.
2 Рачунамо x = A+ (B −A)γ1 и y =Mγ2.

Ако jе y < f(x), тада jе x реализована вредност случаjне величине X.
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Моделовање бета расподеле

Симулираjте B(2, 4) расподелу користећи методу одбацивања.

Функциjа густине jе

f(x) = B(2, 4)x(1− x)3 = 5!

1!3!
x(1− x)3 = 20x(1− x)3, 0 < x < 1.
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Моделовање нормалне расподеле

Постоjе различите методе за моделовање нормалне расподеле, jер jе
овим методама посвећена посебна пажња, због значаjа и честе примене
нормалне расподеле.

Тврђење: Ако случаjна величинаX има нормалну расподелуN(m,σ2),
тада случаjна величина Y = X−m

σ има стандардну нормалну расподелу
N(0, 1).

С обзиром на тврђење, довољно jе навести поступке моделирања случаjне
величине коjа има стандардну нормалну расподелу N(0, 1).
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Моделовање нормалне расподеле на основу централне
граничне теореме
Нека су дате независне случаjне величине Y1, Y2, .., Yn са U(0, 1) распо-

делом, тада случаjна величина Sn =
n∑
j=1

Yj има математичко очекивање

E(Sn) =
n
2 и дисперзиjу D(Sn) =

n
12 .

Према централноj граничноj теореми: S∗n = Sn−E(Sn)√
D(Sn)

∼ N(0, 1).

Конвергенциjа jе брза и већ за n = 12 добиjаjу се врло мала одступања,
па ако су γ1, ..., γ12 (псеудо)случаjни броjеви, може се сматрати да jе
12∑
i=1

γi−6 реализована вредност случаjне величине саN(0, 1) расподелом.

На оваj начин за моделовање jедне вредности случаjне величине са
стандардном нормалном расподелом N(0, 1) jе потребно 12 (псеудо)
случаjних броjева.
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Моделовање нормалне расподеле на основу централне
граничне теореме

normalna_cgt_1 <- function (){
gama<-c()
for(i in 1:12)
gama[i]<-runif(1)
x<-sum(gama)-6
return(x)
}
normalna_cgt_2 <- function(n){
Y<-c()
for(i in 1:n)
Y[i]<-runif(1)
x<-sqrt(3/n)*sum(2*Y-1)
return(x)
}

> normalna_cgt_1()
[1] -1.755184
> normalna_cgt_2(6)
[1] 1.15483
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Моделовање нормалне расподеле Box-Muller-ов методом

Нормална нормирана расподела се може моделирати кориштењем Box-
Muller-ове трансформациjе.

Тврђење: Ако су Y1 и Y2 независне случаjне величине са униформном
расподелом U(0, 1), тада су случаjне величине:

Z1 =
√
−2 lnY1 cos(2πY2), Z2 =

√
−2 lnY1 sin(2πY2)

независне са N(0, 1) расподелама.

Дакле, ако су γ1 и γ2 два (псеудо)случаjна броjа, помоћу њих се добиjаjу
реализациjе x1 и x2 две независне случаjне величине са нормалном
нормираном расподелом, по формулама:

x1 =
√
−2 ln γ1 cos(2πγ2), x2 =

√
−2 ln γ1 sin(2πγ2)
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Моделовање нормалне расподеле Box-Muller-ов методом

normalna_bm <- function (){
x <- c()
gama1<-runif(1)
gama2<-runif(1)
x1<-sqrt(-2*log(gama1))*cos(2*pi*gama2)
x2<-sqrt(-2*log(gama1))*sin(2*pi*gama2)
x[1] <- x1
x[2] <- x2
return(x)
}

> normalna_bm()
[1] 0.06352467 0.20559947
> normalna_bm()
[1] 0.2426644 -0.6883668
> normalna_bm()
[1] -0.6225873 0.205279
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Моделовање нормалне расподеле коришћењем поларних
координата

Нормална нормирана расподела се може моделирати и преласком на
поларне координате.

1 Генеришемо два случаjна броjа u и v у интервалу (−1, 1) као
u = 2γ1 − 1 и v = 2γ2 − 1

2 Рачунамо ω = u2 + v2 и ако jе ω > 1 вратимо се на корак 1.

3 Рачунамо x = uz и y = vz, где jе z =
√
−2 lnω

ω . Дакле, x и y су
два независна случаjна броjа из стандардне нормалне расподеле.

Оваj метод jе бржи од претходног jер смо избегли рачунање sin и cos.
Изрази u√

ω
и v
ω имаjу улогу sin и cos из претходне методе.
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Моделовање нормалне расподеле коришћењем jедне
експоненциjалне расподеле

Нека су Y ∼ U(0, 1) и V ∼ ε(1) независне случаjне величине. Ако jе Y ≤
e−

(V −1)2

2 , тада се за реализациjу случаjне величине X са стандардном
нормалном расподелом узима вредност случаjне величине V .

Помоћу γ2 се моделира вредност v = − ln γ2 случаjне величине V . Ако

jе γ1 ≤ e−
(v−1)2

2 , тада се сматра да jе v реализована вредност случаjне
величине са стандардном нормалном расподелом. Ако неjеднакост не
важи, поступак се понавља са наредним паром (псеудо)случаjних броjева.

Оваj поступак за моделовање jедне вредности стандарднe нормалне
расподеле захтева коришћење бар два (псеудо)случаjна броjа γ1 и γ2.
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Моделовање нормалне расподеле коришћењем jедне
експоненциjалне расподеле

normalna_1_eksp <- function(){
gama1<-runif(1)
gama2<-runif(1)
v=-log(gama2)
while (gama1 > exp(-((v-1)^2)/2))
{
gama1<-runif(1)
gama2<-runif(1)
v=-log(gama2)
}
return(v)
}

> normalna_1_eksp()
[1] 0.2989716
> normalna_1_eksp()
[1] 0.8782449
> normalna_1_eksp()
[1] 0.03335193
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Моделовање нормалне расподеле коришћењем две
експоненциjалне расподеле

Нека су случаjне величине Y1 и Y2 независне са истом експоненциjалном
расподелом ε(1). Ако jе Y2 ≥ (Y1−1)2

2 , тада се за реализациjу случаjне
величине X са стандардном нормалном расподелом узима вредност
случаjне величине Y1.

Оваj поступак за моделовање jедне вредности стандарднe нормалнe
расподелe захтева коришћење бар два (псеудо)случаjна броjа γ1 и γ2.

Помоћу γ1 и γ2 се моделираjу вредности y1 = − ln γ1 и y1 = − ln γ1
случаjне величине Yi. Ако jе y2 ≥ (y1−1)2

2 , тада се сматра да jе y1
реализована вредност случаjне величине X са стандардном нормалном
расподелом. Ако неjеднакост не важи, поступак се понавља са наредним
паром (псеудо)случаjних броjева.
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Моделовање нормалне расподеле коришћењем две
експоненциjалне расподеле

normalna_2_eksp <- function(){
gama1<-runif(1)
gama2<-runif(1)
v1<--log(gama1)
v2<--log(gama2)
while(v2<((v1-1)^2)/2){
gama1<-runif(1)
gama2<-runif(1)
v1<--log(gama1)
v2<--log(gama2)
}
return(gama1)
}

> normalna_2_eksp()
[1] 0.136578
> normalna_2_eksp()
[1] 0.2632056
> normalna_2_eksp()
[1] 0.7774272
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Моделовање log–нормалне расподеле

Случаjна променљиваX има LN(m,σ2) расподелу ако случаjна промен-
љива Y = lnX има нормалну расподелу N(m,σ2).

Моделовање вредности случаjне променљиве X добиjамо по формули
x = ey, где jе y моделована вредност случаjне променљиве Y .

Боjана Тодић Статистички софтвер 2 15. март 2016. 14 / 17



Моделовање log–нормалне расподеле

log_normalna <- function(){
y<-normalna_1_eksp() # z je modelovana vrednost normalne raspodele
pomocu 1 eksponencijalne funkcije
x<-exp(y)
return(x)
}

> log_normalna()
[1] 1.783015
> log_normalna()
[1] 1.335986
> log_normalna()
[1] 3.409166
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Функциjе у R-у
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Задаци

1.(3 поена) Moделовати вредност случаjне величине X коjа има нега-
тивну биномну расподелу са парамереима n = 20 и p = 0.2. Генерисати
1000 вредности и израчунати очекивање и дисперзиjу и нацртати хисто-
грам. Упоредити добиjене резултате са резултатима добиjеним генера-
тором rnbinom().

2.(2 поена) Moделовати вредност случаjне величинеX коjа има двопара-
метарску Паретову расподелу, F (x) = 1−

(
b
x

)a
, x ≥ b.

3.(2 поена) Написати функциjу коjа генерише вредности случаjне вели-
чине са χ2 расподелом.

4.(3 поена) СимулираjтеB(2, 4) расподелу користећи методу одбацивања.
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