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1 Ilomymapuoct

[Toscernmo ce cTaBoBa O TOAYIAPHOCTH TPOYIJIOBA. JACHO HaM je jia JiBa
noJtyJapHa Tpoyryia uMajy mehycobHo mojiyiapHe ojronsapajyhe crpanuiie u
yraose. Obpatro, 3a jBa Tpoyria AABC u AA'B'C’ n1oBosbHO je jokazaTn
caMo 3a HeKa TPH Iapa CTPaHWIA WK YIJIOBa Jjia cy nojynapau. CraBoBu
KOJH ce JI0OKa3yjy Yy TEOPUju 1 KOju Jlajy OBe JIOBOJbHE YCJOBE 3a MOy IaPHOCT
JiBa Tpoyria 30By ce CTaBoBM O mojyjapHOCTH TpoyryioBa. ma ux mer u
cajia hemMo X HaBeCTH.

Cras 1. Hexa cy gawu wpoyirosu NABC u NA'B'C'. Axo sascu newtio
0g caegehet:

1° (CYC) AB=A'B', {BAC = {B'A'C", AC = A'C";

2° (CCC) AB=AB', AC=A'C", BC = B'C’;

3° (¥YCY) LBAC = AB'A'C", AB=A'B', {ABC = LA'B'C";

4° (CCY) AB=AB", AC=AC", LACB = LA'C'B', a yirosu £LABC u
LA'B'C" cy oba owpa, oba upasa unu oba Wyua;

5° (VYC) AB = A'B', L{ACB = LA'C'B', {BAC = LB'A'C";

onga je NABC = NA'B'C'.

c c’

A B A/ B/

Jlakye, cBakM 0J1 cTaBOBa, 1°—5° eKBUBAJIEHTAH je ca MOJLyapHOIINYy TpPOo-
yriaosa ANABC u NA'B'C'.

[TpumeTnmo j1a Ko TpOyT/IoBa HE MOXKEMO TEK TaKO IMUCATH 3HAK , =" yMe-
cTo 3HaKa ,,=~=". KoJ1 JIy?K1 1 yIJI0Ba e TO MOXKe TOJIEPUCATH, jep ce Ty YMeCTO
JEJIHaKOCTH CKYIIOBa Tavyaka MUCJIN Ha, jeIHAKOCT JIy?KUHA Ty KU, OJIHOCHO Me-
pa yrioBa. Mehyrum, ojarosapajyha mepa 3a Tpoyrjiose je MOBPIIUHA, a JIBa
TPOyTIJia Koja UMajy UCTY HMOBPIINHY HE MOPajy OUTH HOIyIapHA.

Bparumo ce caga ma CraBose o mnojyapaoctu Tpoyriosa. Ha npsu 1o-
rJIeJ] HaM ce MozkKe YIuHuTH fa cy ctaoBu YCV u Y YC ucru, jep yKOJIMKO Cy
HaMa I03HaTa HEKa JIBa yIJia TPOyIJia, IO3HAT HaM je U Tpehu 300r Tora 1o
je 36up yriosa y Tpoyriy jemaak 180°, omnocno m. Ho, Ha oBOM mpeamery
ce M3yvaBajy JIBe reoMeTpHje, eyKJINJICKa U XUIepoomika. FyKimicka reo-
MeTpHja je crapjap/iHa, yooudajeHa reoMerpuja ¢ KojoM ce cycpehemo jorr
y OCHOBHO] IITKOJIU, 8 O XUIIEPOOJINYIKO] "eOMeTpHUju hemMo yuuTu KacHuje. 3a
cajta hemo pehu ja ce ucriocras/ba jga he y Xumnepboanydkoj reoMmeTpuju 36up



YIJIOBA Y TPOYIVIY YBEK OUTH MAarbU OJ1 T U Jia Taj 30up MoxKe OUTU OUJI0 KOju
6poj usmehy 0 u 7.

Ocum cTaBoBa O MOYAAPHOCTH TPOYTJIOBA, KOpUCTHNEMO jeJIHO BeoMa, Ba-
JKHO TBpheme Be3ano 3a napaJesnorpam. Hajnpe najmo pedunuimjy mapaJe-
JorpaMa.

Hedbununmja 1. Yersopoyrao ABCD je uapasenotpam axo je AB || CD u
AD || BC.

Teopema 1. Hexa je y pasru gawi xkonsekcan wewsopoyiao ABCD. Caegeha
wephera ¢y exsusaNeHUIHA.

1° Hewmsopoyiao ABCD je uapanenoipam.

2° Csaxa gsa cycegna yina wewsopoyina ABCD cy cyusementuna.

3° Iaposu nactupammruz yirosa wetwsopoying ABCD cy uaposu togygapHuz
YLA08A.

4° AB||CD v AB=CD

5° AB=CD u AD = BC

6° /lujatonane AC' v BD umajy 3ajeghuvko cpequuiiie.

Teopema 2 (Yrinosu ca napajienunm kparuma). Hexa cy £pOq u £p'O'q
waxeu ga je Op || O'p" uw Oq || O'q. Taga je £pOq = Lp'O'q" uru £pOq +
£p'O'q = .



1. (Cpeama nunauja Tpoyraa) Axo cy By u Cy cpepuinra nyxu CAu BA
tpoyriia ABC', ouya cy npase BC u B;C) napasenune u Baxku B1C; = %BC’.

Pemnieme: A

B

Heka je D mauka na nosnynpasoj Cy By taksa ja je C1B; = B1D. Tana je
rauka B cpemgumre mujaronasa AC u C1D gerBopoyria AC;CD, te je on
napadsiesiorpam. Crenn na je ACY || CD un na je ACy = C'D xao Hacupamue
crpanure mapaJenorpama. Kako je ACY = C1B jep je Cy cpemumre AB,
nmamo 1a je C1B = CD, a kako cy npase AC] u C1B ucre, ciaenn ja je u
C1B || CD. Onasuie 3ak/byayjemo na je ueropoyrao BC'DC| napajiesiorpam,
na umamo na je BC' || C1D u BC = C1D. Kako umanmo ja cy npase C1B; u
C1D ucre, ciequ na je C1 By || BC, a kako je By cpepumre C1 D, ciaemun ja
je C1By = 301D = 3 BC, mro je u Tpebasio J0Ka3aTh.

Hedunumuja 2. Jlyx koja moBe3syje cpeuiiira jise crpanute Tpoyria ABC
30Be ce cpegroa aunuja Tpoyria AABC.



2. Ako cy A, B,C, D gyerupu pazmmaure taduke u M, N, K, L, P, () cpenuiira
nyxu AB, BC,CD, DA, AC, DB pejioMm, JJOKa3aTH:

a) MNu KL, MPwu QK, NP u QL cy meljycobHO nojyiapte jiyxu;
6) ayxu LN, MK, PQ) nmajy 3ajeTHUTKO CPEJIUIIITE;

B) cBaku o yrioBa L PMQ, LPNQ, LLMN mnonynapan je jeHOM O
yriioBa kojer ojpehyjy npase BC u AD, ABu CD, AC u BD.

Pemmeme: C

A M B

a) Kako cy rauke M u N cpemumra jayxxu AB u BC, pemom, nxyx MN
je cpenma smumja Tpoyria AABC, na s3akipydayjemo ga je MN || AC u
MN = %AC’. Taxobe, KL je cpemma mmunja tpoyriaa AACD, na ciaequ ma
je KL || AC u KL = ;AC. Baxsmyuyjemo na je MN || KL u MN = KL.
Camano je u QK cpeama smanja tpoyria ABCD, na je QK || BC' n
QK = %BC’. Takobe je M P cpenmwa jmauja rpoyria AABC, na je M P ||
BC u MP = BC, na saxsmydyjemo ga je QK || MP u QK = MP.
6) I3 gerna a) mvamo na je MN || KL n MN = KL, na je 9eTBOpoyrao
M N K L napasenorpam. Cienn ja mwerose jpujaronane MK n LN umajy 3a-
jemanuko cpepumre. Takobe, u3 jesa a) sakmpydyjemo ja je QK || MP u
QK = MP, na je werBopoyrao K PM() napasnenorpam. OaBjie 3aK/bydy-
jemo ja mwerose jgujaronasie KM u P(Q) mmajy 3ajeqaudko cpeguinre. Kako
cmo mokazamn Jga u MK n LN mMmajy 3ajeTHIYKO CpeJIuITe, a CBaKa JIyK
MMa jeJIMHCTBEHO CpeJuiTe, caeau da cse Tpu ayxu (MK, LN u PQ) nmajy
3ajeITHIYKO CPEJIUIIITE.



A M B

Hyx PM je cpenma qunuja tpoyriaa AABC, na je PM || BC, a nyx MQ
je cpeama smanja rpoyria AABD, na je MQ || AD. Ako ca £L(AD, BC)
03HAINUMO yrao Koju rpaje npase AD u BC, onma Taj yrao u yrao £ PMQ)
nMajy mapaJiesine Kpake, mma cy noaymapan. daxiae, LPMQ = £(AD, BC).

Hyx PN je cpenmwa smanja tpoyria AABC, na je PN || AB, a nyx
NQ@ je cpenmwa nuauja Tpoyriaa ABCD, na je NQ || CD. Yrao xoju rpaje
npaBe AB u CD u yrao £ PN() nmajy mapaJiejiie Kpake, IIa Mopajy ouTu
jemmaxu, onnocto Baxku £ PNQ = £(AB,CD).

Konawno, LM je cpemma maunuja tpoyriaa AABD, na je LM || BD, a
MN je cpenmwa muauja tpoyria AABC, na je MN || AC. Caxa Bumnmo
na yroosu £LLMN u £(AC, BD) umajy napajeide Kpake, a CJIeIn ja je
LLMN = £(AC, BD).

Teopema 3 (YruoBu ca HopMasiaauM Kpaimma). Heka cy £pOq u £p'O'q
wakeu ga je Op L O'p' uw Oq L O'q'. Taga je £pOq = £p'O'q" uaru £pOq +
LpO'q = .

[TonceTnmo ce cajia NEHTPAJHUX U TEPUMEPUjCKIX YIIOBA.



Hedunumnuja 3. Heka je k kpyr, Heka je O meros 1iearap u veka cy A, B, C
tadke ca Tor kpyra. Yyrao £ AC'B 30Be ce uepugepujcku yiao, a yrao L AOB
30Be Ce UYEHWPAAHU YIao.

Ako cy mauke C' m O ca ucre crpane npaBe AB, onjga 3HaMO na je
£LAOB = 2L ACB. 3aro ce y ToM ciiy4ajy Kaxke ja nenrpainu yrao £ AOB
ogrosapa nepudepujckom yrioy £ ACB. C tum y Besu, ako je C' Heka jpyra
Tauka Ha Kpyry k taksa ga cy C,C’, O c ucre crpane npase AB, oHjga u3
LAOB = 2L ACB u £LAOB = 2L AC'B cneqn na je LACB = LAC'B. 3a
nepudepujcke yriose L ACB u £ AC'B kaxe ce Jia Cy Hag UCTHUM AYKOM
W HAG UCTLOM Welnusom (y OBOM CIIydUajy, JIYKOM @, OJTHOCHO TETHBOM
AB). Mebhyrtum, ako je D mauka Ha Kpyry k Koja je ca CympoTHE CTpaHe
npaBe AB on tauaka C,C’, O, ouna nehe 6utu L ADB = £ACB. Pasjor
je Taj mro meros onroBapajyhu nenrpasgan yrao auje yrao L AOB. Y crBa-
PH, IErOB IIEHTPAJTHE YyTao je Ha CJIMIN O3HAYEH Ca ¢ U MPEeJICTaB/ba IOy HY
yrina L AOB no nynor yria. VI y oBom ciydajy Baxkm Jia je oiaroapajyhm
IeHTpaHu yrao jBa myta Behm om nepudepnujckor, jmakiae o = 24 ADB.
Nzpaaynajymo xkomuku je yrao £ ADB. Kako je myH yrao jegsak 27w, cjeman
na je LAOB + ¢ = 27, na je ¢ = 21 — LAOB = 27 — 2L ACB. Opnasje
zak/pyuyjemo ma je LADB =71 — LACB.

[Ipumerumo na nepucepujcku yriaosu L ACB u L AD B uucy HaJi uctTuMm
JyKoM, jep je yrao £ AC'B HaJ1 JiyKOM ADB , 10K je yrao £ AD B naj1 TyKOM
ACB. DOpMYTUIITAMO TEOPEMY.

Teopema 4. Ilepugepujcku yirosu Hag uctum Aykom cy mehycobro twogy-
gapru. Ilepugepujeru yirosu nag uctiom WeWUBOM CY UAU TOJYJAPHU UAU
CYUNEMEHTIHY YTAOBU.

Baxku n o6parno. Haume, neka cy y pasan gare tauke A, B, C' na Kpyry
k u tauka C’ 3a Kojy He 3HaAMO 14 Jix je Ha Kpyry. Ykoiuko cy C,C" ca ncre
crpane nipaBe AB u L ACB = £ AC'B wim ykosnmko cy C,C’ ca cynpoTHux
crpana npase AB u LACB + LAC'B = 7, cnenn na C' € k.

7



Axko cy Tauke A, B ca kpyra k takse ja je AB npednuk u ako je O menrap
kpyra k, onya je nenrpasan yrao £ AOB onpyxenu yrao, tj. L AOB = 7.

Teopema 5. [lepudepujcku yiao nag upeurnurxom je upas.

3. Jlokazatu ja Tavuke CUMETPUYHE OPTOIEHTPY Y OJHOCY HA:
a) CTpaHUIle TPOYIJIA; 6) cpeauITa CTPAHUIA TPOYIIA,
[IpUIIAJIAJy KPYry OIMCAHOM OKO TOI' TPOYIJIA.

Pemneme:

a) C

HI

Osnaunmo ca C nmojHoXKje Bucune u3 remena C' Ha npasoj AB, a ca H'
TauKy Koja je cumerpudHa oproreHtpy H y omHocy Ha crpanuiny AB (y
nuramy je ocHa cumerpuja). Taga je HH' 1 AB u tauka C' je cpemuiire
nyxu HH', vj. HC' = C'"H'. Kako je u LHC'A = LH'C'A, jep cy oba
yria npasa (jeamaka 90°, ogmocno 7) u AC" = AC’, na ocnosy crasa CYC
saksbyayjemo ja je AHC'A = AH'C'A. lobujamo na je LAH'C' = LAHC".
Hama je nmmb ma gokaxkemo ga cy yriosu £AH'C' m L ABC noxynaphu,
jep hemo omnja wmaru ja je yrao £ AH'C nepudepujcku HaJl JTyKOM @,
na he H' npunajgaru onmcanom Kpyry tpoyriaa AABC. Yrinosu L AH'C' n
L AH'C cy ncru, ia je 10BosbHO jtokasatn jia je L AHC' = L ABC. MehyTuwm,
kako je HC" | AB jep je HC' sucuna, u AH 1 BC jep je AH Bucuna,

cnemn ma yroosu £ AHC' u L ABC umajy HopMasiHe Kpake, Te ¢y MehycoOHO
HOJLy/IapHU.



Osznaunmo ca C cpemumire crpanuiie AB tpoyrma AABC u ca Hy tad-
Ky cumMerpudny opromentpy H y ognocy na tauky C) (caja je y nuramy
nentpasna cumerpuja). Tama je tauka C cpenumnre ayxu HH;. Y derBo-
poyriy AH,BH nujaronane AB u H Hy uMajy 3ajeIHUYKO CPEJIUIITE, TAIKy
(', ma je y nmramy mapajejgorpaM. 3ak/pydyjemo ga je BH || H1A u na je
AH || HiB. Kako je BH Bucuna, cienn jna je BH 1 AC, na cineaun u ja je
H\A L AC, 1j. £H,AC = 7. IIpema Tome, Tpoyrao AACH, je npasoyriu,
a je IMeHTap HeroBOr OMMCAHOI Kpyra (Jakje Kpyra KOju CajprKu HeroBa
remena A, C, Hy) cpepurire xunorenyze C'Hy. Ciouano, AH je Bucuna, 1a
je AH 1 BC, a nomro je H1B || AH, cienn na je H1B L BC, 7j. na je
£HBC = 7. IIpema Tome, Tpoyrao ABC H, je 1paBoyru, 1a je HeHTap Hhe-
FOBOT ONMUCAHOr Kpyra (JaK/e Kpyra Koju cajp:xku merosa remena B, C, Hy)
cpequire xunorenyse C Hy.

Omnucann kpyrosu tpoyrioa NACH; m ABCH, umajy uctu neHrap
(cpemummre myxxu C'Hy) w uern mosynpednuk (mososuna gyxu CHyp), Te
TH TPOYTJIOBU MMajy mcTh onmcanu Kpyr. Jlakie, jeqan metu Kpyr cajipku
tauke A, B,C, H;. Kako ce 0KO ¢BaKor Tpoyrja MOyKe OIMCATH CAMO jejiaH
KPYT, Tj. 3& cBaKe TpU HEKOJIMHEAPHe TadKe IOCTOJU JeJITHCTBEHU KPYT KOju
uxX caJpxu, ciaeau Ja omucanu Kpyr tpoyria AABC (t1j. oHaj Kpyr Koju
cajipku merosa temena A, B, (') Mopa 6UTH MCTH KA0 U KPYT KOJU CaJIPKU
rauke A, B, C, H, (nakie, 3ajeqauyaku onucanu Kpyr tpoyriosa ANACH; u
ABCH;). OuMm je nokasaHo Jia ce Tadka H; Haja3w Ha OMUCAHOM KDPYTY
tpoyriia ANABC.

Hanomena 1. Huje morpebno mocebHo JTOKa3UBATU 18 U TadKe CUMETPUYIHE
opronienTpy H y omuocy nHa crpanurie AC n BC', Kao u Tadke CHMeTPUIHE
CpeIUIITUMA TUX CTPpaHUIa, IPUIaaajy onucanom Kpyry Tpoyriaa AABC jep



cy ce tpu crpanuie tpoyria AABC melycobHO paBHOIIpaBHE.

4. (Ojneposa npasa) Cpesurire onucanor Kpyra O, oprorentap H u Te-

xutTe T Mponu3BOJ/LHOI TPOYTJIa Cy KOJIMHeapHe Tadke u Baxku H1' = 2T 3
HokazaTu.

Penieme: C

H1

Heka je H; Tauka u3 3. 3ajiaTKa, Tj. TayKa CUMETPUYHA OPTOIEHTPY H
y omuocy Ha cpemumre Cy crpanure AB. [locmarpajmo Tpoyrao ACH H.
Kaxko je C] cpeaurnre merose crpanutie Hy H, cieqn na je ayx C'C Texkuiinna
nyK Tor tpoyria. Takobhe, ny:k CCy je u Texkumina sty Tpoyria AABC,
jep je C} cpemurmite merose crpanutie AB. U3 3. 3agarka ciean ga je C'Hy
pevHuK omnucaHor Kpyra tpoyria AABC, na je meros neatap O cpeauiinme
nyxu C'Hy. Jlakne, ny:xx HO je texumna ayzk tpoyriaa ACH, H, na je mwen
npecek ca TexkumaoM ayxku C'Cy rexxurrre Tpoyria AC' Hy H. O3natuumo ra
ca T m mokazkumMo Ja je To 3ampaBo tadka 1 (texkuinre Tpoyriaa AABC),
1j. na je Ty =T.

Kako je Texkummre cBakor Tpoyria Tadka Koja e/ FHeroBe TeXKUIITHE
gy y ogHocy 2:1, cieqn ga texkurnre 1 tpoyria AABC jnenu mHeroBy
rexxumny gy CCh y ommocy 2:1, Tj. Baxxku C'T' : TCy, = 2 : 1. Takobe,
rexkurire 17 tpoyria ACHH nenu weroBy texurnny iy C'Cp y omgHOCY
2:1, 1j. Bazku C'T7 : T1C = 2 : 1. Kaxko je Tavka Koja Je/Ti HEKY JIy?K Y HEKOM
OJIHOCY jeJIMHCTBeHa, cieqau ja je Ty = T. JHakme, T je Texkurnre u Tpoyriia
ACH,H. Tlpema tome, tauka T npumnaja meropoj texkuiiuoj ayxxu HO (ma
cy H,T,O konuueapue) u jiesn je y onuocy 2:1, 1j. Baxku HT : TO =2 : 1.
Kako T npumnaja 6armr gyxxku HO, cienu ga BEeKTOPU Iﬁ u ’_Z% nMajy UCTHU
cvep,au3z HT : TO =2 : 1 cnequ na je HT' = 2T0, nia je 3aucra ]—ﬁ = 27%.
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Hedbunumuja 4. IIpasa koja cajpxku kosmneapue tadke H, T, O 3oBe ce
Ojaeposa upasa.

5. (Ojsepos kpyr) Cpejaurira CTpaHUIA, TTOIHOXK A BUCHHA U CPEJUIIITA JIy-
K oJipeleHnx TeMeHnMa 1 OPTOINEHTPOM TPOYTJIa IPUIIAIAJY jeTHOM KPYTY.
JokazaTu.

Penieme:

A C’ Ch B

Heka cy A, B', C' penom nojnoxkja Bucuna u3 remena A, B, C' Ha crpa-
nunama BC, C A, AB tpoyriia AABC u neka cy Ay, By, C] pelioM cpeauiira
crpanuria BC, C' A, AB. /lyx)u koje criiajajy Temena u oprorienrap H tpoyria
ANABC ¢y nyxu AH, BH, CH, nia o3aaaumo pejiom ca D, E| F wuxoBa cpe-
qurira. Tpeba okazaTw ja MOCTOJU KPYT KOjU CAJIPKHU OBUX JIEBET TadaKa
(A, B',C" Ay, By,Cy,D,E, F).

[Tocmatpajmo gerBopoyrao DFE A By. [lyxx By A; je cpenma JimHuja Tpo-
yria AABC, na je BiA, | AB u BiA; = 3AB, a ayx DE je cpeama
munuja tpoyraa AABH, na je DE || AB u DE = AB. BakmyyjeMo 1a
je DEA;B; napanenorpam. Ilopex Tora, DB; je cpeima JuHHja TPOYIJIa
NACH, na je DB, || CH. Kako je CH 1 AB jep je CH Bucuna, ciean
na je DBy L AB. Mebhyrum, umamo na je B1A; || AB, na je DBy L B A;.
[Ipema Tome, yrao £ DBy A; je npaB, ma Kako je mapaJjejorpaM KOju uma
jellaH ImpaB yrao 3alpaBo IpaBOYTaOHMK, CJIean Ja je derBopoyrao DE A, B;
mpaBoyraonnk. Kako ce oKo mpaBoyraoHHKa MOYKE OIHUCATH KPYT, CJIC/IN 1
[OCTOjU KPyT Koju cajap:ku tauke Ay, By, D, E.

Ciymano, gerBopoyrao B1C1EF je npaBoyraoHuK. 3amucTa, OH je mapaJie-
gorpaM, jep je BiCy cpeama munnja tpoyriaa AABC, na je BC) || BC n
B.C, = %BC u EF je cpenmwa smanja tpoyria ABCH, na je EF || BC
n FF = %BC, onakye 3ak/pydyjemo ga je BiCy || EF u B;C; = EF.
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[Topex Tora, C1E je cpenmwa unuja tpoyria AABH, na je C1E || AH, a
nomro je AH 1 BC jep je AH Bucuna, Baxku u C1E | BC. A xaxko je
B,Cy || BC, ciemn na je C1E L BCy, 71j. na je yrao £B;C1FE mpas, na je
gerBopoyrao B,CEF mapajesorpaM ca jeJJHUM ITPaBUM YTJIOM, OJTHOCHO OH
je IpaBOyTaOHWK.

Kako je nmmjaronasa mpaBoyraoHuKa MPEYHUK HHETOBOT OMUCAHOT KPYTa,
CJIC/TH J1a je IberoB IEHTApP CPEJIUINTE JIjaroHae, a MoIyIPEeIHUK O0JIOBUHA
nujaronase. Jlyxx BiFE je 3ajennuvka jujaronasa rnpasoyraouuka DFEA; By
u BiC1 EF, na ciean ga OMUCaHd KPYTOBU TUX IIPABOYTAOHUKA UMajy UCTU
IEHTAp W UCTU TOJIYIPEYHUK, OJHOCHO Ta JIBa MPABOYTAaOHUKA MMajy HCTHU
omucanu Kpyr. Jlakie, Kpyr Koju caap:ku tauke Ay, By, D, E/ caup:ku u Tad-
ke Bi,Cy, E, F. Jlakie, moctoju Kpyr, Ha30BUMO Ta k, KOjU CAJIPKKU TadkKe

A17BlaCl7DaEaF'

A c’ Cq B

Ocraje Ham jorr ja gokaxkemo ja tadke A’, B', C' npurmaiajy ToMm KpyTy.
Iy B1E je npeunuk kpyra k, a yrao £ B1B'E je upas, jep je B'E Bucuna,
a npaBa By B’ je ucra kao u npasa AC. Kako je £ BiB'E npag kao u nepu-
depujcku yrao naj npeunukom B E kpyra k, To tauka B’ npuiaja Kpyry
k. Cmmano jokasyjemo u jia tauke A, C' npunagajy xpyry k. Younmo ju-
jaronasy DA; npaBoyraonuka DFEA;B; u npumerumo ja je yrao £ DA'A;
upas, jep je DA’ Bucuna, a npasa A’A; je ucra kao un npasa BC. Kako je
£ DA’ A npas, onjia Tauka A’ npunaja Kpyry k ca npeanukom DA;. 3a tad-
Ky C’ younmo nujaronasny F'Ch npasoyraonuka B1CiEF u npumeTumo ja je
LAFC'Cy = 7 jep je FC' Bucuna, a npasa ('Cy ucra xao n npasa AB. Kako
je yrao £ F'C'Cy npas, onjia tauka C’ npumnaja kpyry k ca npeannkom F'C1.

Hedunumnuja 5. Kpyr koju cajpxu tauke A, B, C', Ay, B1,C1, D, E, F 30-
Be ce Ojaepos Kkpii.
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Hedunumnuja 6. Yersopoyrao ABC'D je Wewiusan aKo ce OKO Hera MOKe
olmcaTu KpPyT, Tj. aKO MOCTOjU KPYT KOju caJipKu erosa temena A, B, C, D.

[TocmaTpajmo kouekcan derBopoyrao ABCD. Heka je on teruBan. Ha-
cupavuan yriioBn £ BAD u £ BCD cy nepudepujcku yriioBU HaJ TETUBOM
BD u pu Tome cy tauke A, C' ca cynporaux crpana npase BD. Cnenn nma
je ABAD + £BCD = w. ObparHo, HEKa HE 3HAMO Jia JIH je 9eTBOPOyTao
ABCD reruBan, a umamo j1a je L BAD + A BC'D = 7. Ilocmarpajmo Kpyr
k onmcan oko Tpoyria AABD. Kako ce tauke A, C' Hajiaze ca CynpOTHHX
crpana npaBe BD, cienu nma je yrao £ BC'D nepudepujcku HaJl TETUBOM
BD, na weroso teme C mpunaga kpyry k. laxmie, kpyr k cajapxu Temena
getBopoyria ABCD, na je gerBopoyrao ABC' D Tetusas.

Jlakje, ycioB jia Cy HACIHpPAMHU YIJIOBU KOHBEKCHOI YEeTBOPOYIJIA CY-
IUIEMEHTHU TTOTPeOaH je U JI0BO/bAH (JlaKJie eKBUBAJICHTAH) Jia 9eTBOPOYTAO0
ABCD 6yne reruBan. CrierujaaHo, YKOJIUKO Cy HAIIPAMHH yTJIOBU 9€TBOPO-
yria ABC'D npaBu, oHjia Cy OHU CYIUIEeMEHTHH, 11a je derBopoyrao ABC'D
TETUBAH.

OJ1 eKBUBaJIEHTHUX YCJIOBA 38 TETUBHOCT KOHBEKCHOT YeTBOpOyTJIa jake-
Mo joru jeman. Ako je gerBopoyrao ABCD woueekcan u L ADB = LACB,
OHJa je Taj yeTBopoyrao TermBaH. OBaj YCIOB je y CTBApPHU YCJIOB IOLYyIap-
noctu nepudepnjckux yriosa L ADB = £ AC' B naj 1yKom AB (rauke C, D
cy ca ucre crpate npase AB).

6. (CumconoBa mpaBa) [logHoxK]ja HOpMAaJa U3 MPOU3BOJ/bHE TAuKe Kpyra
OIIICAHOTI OKO HEKOI' TPOYyIJIa, Ha IIpaBaMa Koje cajipzKe CTPAaHUIIE TOI' TPOY-
IJ1a, TPUITA/Iajy jeIHOj TpaBoj.
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Penieme:

Heka je M mpousBo/bHa Tadka Ha KPYTy ornmucanoMm oko tpoyria ANABC
u Heka cy P, Q, R pemom nonnoxkja HopMmasia w3 M wua npase AB, BC, CA.
Yroauko pokaxkemo 1a je £ PQB = LCQR, ouna he 360r KoJmHEAPHOCTH
tadaka B,Q,C (Q je momnoxje nHopmase uz M wa npaBy BC, na npumazia
Toj npasoj) yriuosn £ PQB u ACQR 6utn yHakpcuu, na he oHma n tadke
P, @), R npunajiatu jeiHOj 11paBoj, Tj. buhe KosmmHeapHe.

Younmo gerBopoyrao APM R. Ou je TeTuBaH, jep cy My HACIPAMHHU YIJI0-
Bu LAPM w £ARM mupasu, ma cy cymiemedatnn. Craean ga cy U Apyra
JiBa HaclpaMHa yria cymiemenTHa, Tj. L PAR + APMR = n. Hame, yo-
qumo derBopoyrao CQM R. U ou je terwBaH, jep Cy My CYHPOTHH YIJIOBU
LCOQM n £CRM upasu, na cy cymiemenTHu. OJ1aBjie 3aK/bydyjeMo Jia Cy
nepudepujcku yriosu LCQR n LC' M R wazx 1yKoMm CR noayaapau. Jlaxie,
LCOQR = £LCMR.

[Tocmarpajmo cama gerBopoyrao PBM(Q). Hbhemy cy yrmosu L BQM n
£BPM wan BM noaynapuu, jep cy To npasu yriaosu. Cjean jia je 9eTBo-
poyrao PBM() terusan, na je L PQB = £PM B, jep cy To nepudepnjckn
YIJIOBUA HAJI, JTYKOM PB. Konawno, gerBopoyrao ABMC' je terusan (1o Jie-
duanju, meroa Temena A, B, M, C' npunanajy jegHOM Kpyry W TO Oarr
ormmcaroM Kpyry Tpoyria AABC), na cy cynporuu yriosu £ BAC u L BMC
cymiemertau, 1j. L BAC + ABMC = .
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Cana, kako je L BAC' = £ PAR jep je y nuTamy UCTH yrao U KaKO BayKn
na je ABAC + ABMC = mu £PAR + APMR = m, 3aKk/byuyjeMo Ja
je LBMC = £LPMR. A kako umamo na je L BMC = APMB + APMC n
APMR=A£PMC+£CMR, cnenu na je {PMB = £CMR. Onasje cienn,
36or LPQB = APMB u ACQR = {CMR, na je {PQB = £CQR, mro

CMO 1 2KeJieJId Ja JOKazKEeMO.

Hedbunnmuja 7. IlpaBa koja campxu tauke P, (), R 30Be ce Cumconosa
upasa.

Hedbunumuja 8. Yersopoyrao ABCD je Wanienian yKOJIHKO CE Y Fhera
MOZKE YIHCATH KPYT, Tj. YKOJHMKO IOCTOjU KPYI TaKaB Jia Cy CTPAHUIE TOT
YETBOPOYTJ/IA TAHI'€HTE HA TOM KPYTY.

AKO ce KOJ 9eTBOpOYTJia OUCEKTPHUCE YHYTPAIIbUX YIJIOBA CEKY Y jeIHO]
TavKH, OHJIa je Taj YeTBOPOYTao TaHTeHTAaH.

7. Har je rermBan gerBopoyrao ABC'D uwuje cy mujaronase melycobHO HOp-
MaJIHe U CeKy ce y Tadku S.

a) IlpaBa koja cajap:ku Tauky S u HOpMasHa je Ha mpaBoj AB caapxun
cpequmre jayxu C'D. Jlokazaru.

6) Akocy A, B',C', D' npojeknuje tauke S Ha npasama AB, BC,CD, DA,
penoMm, Taja je deropoyrao A'B'C'D’ teruBan un tanrenran. Jlokasa-
TH.
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Penieme:

Heka je P nomnoxje nopmaJje u3 S Ha crpanunu AB u Heka je () mpe-
cegna Tadka mpase PS u crpanune C'D. O3naunmo yrao L BAC = o u yrao
AABD = (. Kako je {BAS = ABAC = a u L{ABS = £ABD = j,
us LBAS + LABS + LASB = m u LASB = § (nmjaronase 4eTBOpOyTJIa
ABCD cy nopmaine) cieau ja je o+ f+ 5 =7, 1j. qaje a+ 3 = 7.

Hame, L BDC = LBAC = au LACD = LABD = [ (nepudepujcku
yriosu Haj uctuMm jykoMm). Kako je LAPS = 7 u LPAS = £BAS = «,
cnenn ja je L PSA=m—LAPS —APAS =71 — 35 —a=7%5—a=p. llopen
Tora, Kako je L ASB = 7, cnemu na je APSB = L ASB—4PSA = 5—f = a.

Caga npumernmo ja cy yriosu £ DSQ u £ PSB yHakpcHH, I1a CJIeIn 1a
je £DSQ = £PSB = «. Takobe, yrinosu £CSQ u £ PSA ynakpchu, na je
u £CSQ = LPSA= (.Y tpoyriny ADSQ cy yriosu £DSQ = au £SDQ
noxynapan (jep je £SDQ = £BDC = «), na je on jennakokpaku. Cienn
na je DQ = QS. Ay tpoyriny ACSQ cy yriosu £LCSQ = [ u £L5CQ 1o-
nynapau (jep je £SCQ = LACD = ), na je u taj TpOyrao jeJHaKOKPaKH.
Cnenu na je CQ = @S, na 3ajeano ca DQ = QS caenu na je CQ = DQ,
oHOCHO 11a je () cpeaurre C'D.
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Hoxaxkumo na cy A’'S, B'S,C'S, D'S cumerpaJie yHyTpaIimbux yriaoBa Kol
remena A’ B',C’, D' gersopoyria A'B'C'D’. Tana hemo umaru ja ce cu-
MeTpaJie yHyTpalbux yriosa dersopoyria A'B'C'D’ ceky y jeaHoj Tadkn
(tauku S), ma hie TO GUTH TIEHTAD HEMOBOT YIIHCAHOT KPyra, a caM YeTBOPO-
yrao he 6uTn TaHTC€HTHH.

Yersopoyrao A'BB'S je rerusan. 3aucra, nacipamuu yriaosu £ BA'S n
£BB'S cy oba npasa, na cy u cymiemenrau. Cianano, yersopoyrao B'C'C'S
je TeruBaH jep cy nactupamuu yriaosu £CB'S u £CC'S npaBu yriosu, na cy
CyILIeMEHTHH, 3aTuM je derBopoyrao C'DD’'S rterusan jep cy My HaCIIpaMHU
yrinosu £ DC'S u £DD'S 0ba npasa, 11a cy CyIJIeMEHTHHU, U, KOHAYHO, YETBO-
poyrao D'AA'S je reruBan jep cy my Hacupamuu yriosu £ AD'S u LAA'S
oba mpaBa, na cy cyljieMeHTHH. Hade, cBU Majonpe MOMEHYTH YIJIOBU CY
upasu jep cy, no gedununmju, rauke A, B, C', D' nognoxja nopmasa u3 S
peiom Ha crpanutiama AB, BC,CD, DA.

[Tpe HETO MITO MCKOPUCTUMO TETUBHOCT TOPEIIOMEHYTHUX TeTBOPOYIJIOBA,
osnaunmo yriose: LSA'B" = a, LSB'C' = 3, £S5C'D" = ~, LSD'A" = 6.
13 rerusnoctu yersopoyrina A'BB'S cinenn na je LSBB' = ASA'B" = «
(mepudpepujcku HaJL JIyKOM 3’73\’) Mebhyrum, L DBC = £SBB’ = «, na u3s
reruHOCTH 1derBopoyriia ABCD ciequ na je ADAC = £DBC = « (me-
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pudepujcKu HaJl JTIyKOM DE’), a caga u3 £LSAD' = LCAD = « u rerus-
nocru gyersopoyria D'AA'S ciemn na je LSA'D = LSAD" = a. Jakie,
LSA'B"'=a=4ASA'D', na je zaucra A’'S cumerpana yria B'A'D’| 1j. yuy-
Tpaimber yria Koi remena A’ wersopoyria A'B'C'D).

CacBuMm cimuno ce fokasyje ja je f = LSB'C' = LSCC" = LACD =
KLABD = LA'BS = LA'B'S, 1j. na je £SB'C' = LSB'A" = (3, a 3aTtum
u ga je £SC'D" = £SC'B" = ~vu LSD'A" = LSD'C'" = ). Jdaxne, 3ancra
ce Tauka S HaJA3M y [PECEeKy CUMeTpasia YHYTPAIIbUX YIJI0Ba 4€TBOPOYT/Ia
A'B'C'D’, nia je Taj 4eTBOpOyrao TaHIeHTaH.

[Tpumernmo sia cy yHyTpammbu yriaosu koj tremena A, B’ C', D' gerBo-
poyrina A’B'C'D’ nojxynapun pejom yriosuma 2« 23,27, 26. da 6ucmo j1o-
kazaym ja je A’ B'C'D’ rerusan, 10BOJBHO je JOKa3aTh Ja je 30Up HeKa IBa
CyNpOTHA yTJa, HIp. yriaoBa Koj temeHa A’ u C') jenHak onpyKeHOM YIULY.
Jlpyrum peunma, JOBOJHHO je JIOKa3aTu ja je 2« + 27 = 7, OJJHOCHO Jia je
a + v = 3. Uz nperxonnor umamo ja je LSBC = a u jna je LSCB = v, na
Kako u3 ycyoBa HopMmasinoctu jujaronana AC u BD uersopoyria ABC D
umamo Ja je L BSC = 7, ciequ ja je

oz—i—’y:KSBC’—i-KSC'B:W—ABSC:W—g:g.
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8. (MukesioBa Teopema) Uernpu mpase y OIIITEM MOJI0XKA]Y ¥ PABHU OJIpe-
Dyjy werupu Tpoyria. Jlokazaru ja ce onucanu KpyroBu THX TPOYIJIOBA CEKY
y jeJIHO] TadKH.

Penieme:

OsznaunMo mpecedre Tadke opux npasux ca A, B,C, D, E, F, kao Ha cJm-
. Taga umamo derupu tpoyria (to cy ADEF, ABCD, ANABF, NACE).
Heka cy ki, ko, k3, k4 pesiom muxoBu onmcanu kpyrosu. 2Kemmvo j1a qokazxe-
MO J1a ce oHU ceKy y jeanoj tauku. Heka cy X, D npeceune Tavdke Kpyrosa
ki n ky. Oznaunmo yrinose L EDF = o, AEXD = u £DXB = ~. Yriosu
ABDC u LEDF cy ynakpchu, na cy nogynapau. lakiae, £ BDC = «. Yrao
AEXF je nepudepnjcku HaJl JIyKOM E?’, na je nogyiaapan yriy £ EDF.
Cnemn na je A EXF = «. Takohe, yrao £ BXC' je nepudepujcku HaI JTyKOM
E??, na je noxynapan yriuy £ BDC. Crean na je u L BXC = a.

Unvamo u ja je LEFD = AEXD = f jep cy 1O nepudepujcKu yrio-
BU HAJ JIyKOM E—l\), kao 1 LDCB = ADXB = v jep cy To nepudepuj-
CKHU YTJIOBU HAaJ[ JIYKOM DB. Ogpeumvo yrao L BAF = LCAFE, nomnrro je
TO 3ajeIHNYKN yHyTpaiimbu yrao derBopoyriosa ABXF u ACXE. Y tome
he mam momohu yrao LC'FA koju je cropalimi yrao Koj TemMena E Tpoy-
mta DEF,| na je jennak 30uUpy meroBa jBa HeCyceHa YHYTpallibha yrja, a
o cy LEFD = fu AEDF = «. Hakne, L{CEA = a + (. Ciaean ga je
LCAE =1 — ACEFA—-—LACE=mn—a—[0—"7.
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Caga nokazyjemo ma cy derBopoyriosu ABXF u ACXE rmerusHu, jep
hemo Tajia J106UTH J1a THUXOBO 3ajeIHUYKO TeMe X IpHIla ia KPyroBUMa KOju
cazpzke Tauke A, B, F', oqrocno A, C, E, a To cy balll onucanu KpyroBu Tpo-
yriaoBa ANABFE, omnocio AACE. A kako je ABXF = ABXD + ADXFE +
AEXF =a+p+v,kaou ACXE = LCXB+ABXD+ADXFE = a+[+7,
cnequ ja cy cynporan yriosu £ BAF u £ BXF gerBopoyrina ABXF, oj-
nocio LCAE n LCXFE gerpopoyrina ACXFE, cynnementau. /lakie, To cy
TETUBHY YeTBOPOYIJIOBH, T1a uMaMo jia X npunaja kpyrosuma ks, ky (omnuca-
UM OKO TpoyriioBa AABF, onnocao AACE).

[Ipema Tome, Tauka X mnputiajia kpyrosuma ki, ko, k3, ky. Kako ce kpyrosu
ki, ko cexy y Taukama D, X, a Ipecek cBa YeTUPU KPyra CAJAPKU TadKy X
n Mopa OMTH TOJICKYII CKyNa KOju je mpeceK ki u ko, cllein ja je Ipecek
cBa yerupu Kpyra win ckyn {D, X} wm ckyn {X} (1j. camo mauka X).
MebhyTtum, Tauka D He mpuiiaja HU Kpyry ks HE Kpyry k4, 1ma cjieau ja He
[pUIaJia Ipeceky cBa detupu Kpyra. lakie, npecek kpyrosa ki, ko, k3, ks je
camo Tadka X, Tj. Ta YeTUPH KPyra CeKy ce y jenHoj tadku (tadku X ).

Hamomena 2. Kaja 6u kpyrosu k; u ko uMaJjIi caMo jeJIHy MPecedHy TauKy
D 7j. tauky mojupa, Tajia 1mpaBe He Ou OUje y OIIITeM 10JI0XKajy, Beh Ou
FE u BC oune napanenne. Jlakie, kpyrosu ki u ks ce Mopajy cehn y aBe
pas/imanTe Tavdke.
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Hedunumuja 9. Heka je o paBaH 1 HeKa ce y 1b0j Hajmase nyx AB u yrao
£pOq. Megujatipuca nyxu AB je meHa cuMeTpasa, Tj. TO je paBa y paBHU
Q KOja CaJIpyK1 FheHO CPeJUIITe U HOpMaJIHA je Ha 10j. bucexWipuca yria
ApOq je monymnpasa dmje je Teme tauka O, Koja npunaja yriay £pOq n Koja
nenn yrao £pOq Ha JiBa TOIyIapHa yIJia.

Jlakye, MeimjaTpuca Jy»Ku je UCTO IITO U CUMeTpaJia JIyKU, JOK je Ou-
CceKTpHca yIyia Uoayupasa Koja Ta JeIu Ha JiBa MOAyJapHa yIvia 38 Pa3/InKy
0/ cUMeTpaJie yria Koja je Upasa Koja CaJprKu OUCEKTPUCY.

q

Teopema 6. Heka je v pasan u mexa ce y oj nanade gyoic AB u yiao
ApOq. Megujatpuca gyocu AB je ckyt ceuxr wavakra X pasHu  WAKEUT
ga je XA = X B. Bucextwpuca yira £pOq je ckyt ceur wavara Y pasnu o
Koje upuuagajy yiny £pOq waxsuxr ga je YY1 = YYs, 1ge je Y1 Tognoorcje
Hnopmase u3 Y na xpax Op, a Ys wognoowcje nopmane ud Y wa kpar Oq.
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9. Meaujarpuca crpanuie u ONCEKTPUCA HACIIPAMHOL YIJIa TPOYIJIA CEKY Ce
y TadKd KOja MpHUIlajia OMUCAHOM KPYTry Tor Tpoyria. lokazarn.

Pemmeme:

N

Heka je N npeceuna rauka memujarpuce crpanuiie BC u ommcanor Kpyra
tpoyriia AABC' koja mnpumiajia OHOM JIYKY BC KOjeM He mpuraja tadka A
(HamMe, OCTOje JIBe mpecevdHe Tadke Meujarpuce crpanuiie BC' 1 onucaHor
Kpyra, Ma MOpaMo IMPEIU3UpaATH KOjy OJ BHUX YKeJIUMO O3HauuTH ca N, a
KaKO JKeJIMO [a TO Oyae oHa Tavdka KOja Cce HaJa3h y yray £BAC u xako
IMaMo JIBa JIyKa BC 3a N Gupamo Tadky Ha OHOM JIYKY BC ma KOjeM ce He
nasiasu Tauka A). Cee mro caja Tpeba jjokasaru jecre jia je nosynpasa AN
bucekTpuca yria £ BAC, na je noBosbHO jiokasatu jia je L BAN = A NAC.

Tpoyrao ANBC' je jemnakokpaku jep je NB = NC' (N je na meauja-
tpucu jayxu BC), na cienn na je LNBC = £LBCN. O3na1uMo Te yrioBe
ca @. Yrmosu L BAN u £ BCN cy oba nepudepujcka HaJl JIyKOM /B—]\\f, mna
cy oun noxyiaapuu, 1j. L BAN = LBCN = . Ciuuano, yriosu £NAC
u LNBC cy oba nepudepnjcka HaJ JIYKOM ]/\T\C’, Ia Cy OHM TOJyJAapHU,

1j. Baxku L NAC = ANBC = ¢. OBuM je JI0OKa3 3aBpIleH, jep je caja
ABAN = p = ANAC.
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10. Heka cy P u Q cpenumra jiykoBa AB n AC Kpyra onmcanor 0Ko TpoyrJia
ABC u s, 6ucekrpuca yria £ BAC. Jlokazaru ja je PQ L s,.

Pemmeme:
A

N

W3 9. zagarka numamo ja cy P, () tauke takse ja cy C'P, B() bucekrpuce
yrioBa L BCA nu £ ABC'. Kao mro 3aaM0, OMCEKTPHUCE YHYTPAIIbLUX YIJIOBA
TPOYTJIa CEKY Ce y TEeHTPY YIUCAHOT KPyTa, [1a O3HAYUMO IIPECETHY TaduKy
CP,BQ, s, ca S. Takohe, ozraunmo ca X mpecedny tadky PQ u S,.

[TocmaTpajmo Tpoyrao AX S n uzpadyHajMo meroBe YHyTPAIbe YIIo-
Be. [IpBo mmamo na je £XQS = LPQB = LPCB = 1, jep je CP 6ucexpn-
ca yriia £ BCA = 7. ¥rao £ X SQ je ciomparimu yrao Tpoyria ANABS, na
je jemHak 30Upy HErOBUX HECYCEJIHUX YHYTPAIIbUX YIJIOBa, a TO Cy yIJIO-
Bu {BAS u £LABS. U3 uumenune ga cy AS m BS Oucekrpuce yriosa
ABAC = au LABC = 8 cieqm ja je LBAS = § nu LABS = g Ja-
kie, £XSQ = LBAS + £LABS = ¢ + 5, na je

atfty_ 7
2 N 2

£SXQ =7 — 4XSQ — £XQS =7 —

™
2 )

a To ympapo 3Haun ja je QX L XS, ognocuo 1a je PQ L s,.
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11. Heka cy A’, N u O penom nomHoxkje Bucune u3 A, mnpecek OucekTpuce
yriia £ BAC' ca onucanom kpyrom tpoyria ABC (AB < AC) u nenrap ornu-
canor kpyra, gokazaru L A’AN = LANO = LNAO = %(AABC — LACB).

Penieme:
A

N

Ha ocnoBy 9. 3ajsiarka ciean ja ce Ttadka N HaJla3u Ha MeIujaTpPUCH
crpanrurie BC, ma mormro n tatdka O Mpuaga Toj MeIrjaTpUcH, CIeIn 1a je
npaBa ON OGam memaujarpuca crparute BC. Onasae mobujamo ma je ON L
BC, a kako je u AA" 1L BC, ciemn na je ON || AA’. Cama umamo ja
yraosu L A’AN nu LANO umajy 3ajenunuku Kpak AN 1 napajesne Kpake
A’Au NO, na cy o noxynapuu yriaosu. lakne, L A’/AN = L ANO. Tpoyrao
ANANO je jemnakokpaxk, jep cy OA u ON TOJynpedHuIy OMUcaHor KPyra
tpoyriia AABC, na cy noayinapuu, tj. OA = ON. Cienu ja cy yriaosu
HacpaM mbux nojayaapan, 1j. ga je LANO = AN AO.

Cajta Kaja 3HAMO J1a Cy OBH YIJIOBHU HOJYIapHU, Tpeba j1a m3pasuMo OUJI0
KOjU OJT FbUX IIPEKO yriioBa [ u 7, Tj. yrioa L ABC' u L AC'B. Uzpa3umo HIp.
yrao £ A’AN. NUmamo na je LA’AN = A BAN — £ BAA" n na je {BAN = 5.
Kako je tpoyrao AABA’ npasoyrim u L A'BA = {CBA = 3, cnenn na je
ABAA' =7 — ABAA - LAABA=m— 75— =75 — (. Caga nmamo 11a je

2

—

LAAN = A{BAN—ABAA’:%—gjLﬁ:O‘WTM
_a—(a+f+n)+2 -1
2 2

IITO je U Tpedaso JIOKa3aTH.

Hamomena 3. e ce oByie kopuctmia npermnoctaBka fa je AB < AC? Axko
3aMUCIIMO JIa CMO Ha MPETXOJHO] ¢y oOpHyTO o3ua4duan tadke B u C,

24



ouna muje LA'AN = J(LABC — £LACB), uero je LA'AN = 3(LACB —
£LABC). Toenta je y Tome mro ce mnpu npernocrasiim AB > AC mema
pacrope/| Tadaka Ha CJIUIM U OHJIa He Bayke HEKe CTBAPU KOje BaxKe KaJia je
AB < AC. Koukperno, e Baxku £ AA/AN = { BAN —£BAA’, Beh {A’AN =
LA AB — ANAB, nia 10 Mema pe3y/Tar.

Y crporo dhopMasHOM JI0Ka3y, KaKBU Cy HIIP. JIOKA3W Ha IIPEIaBaAbUMA,
MopaJsi 6ucmo momohy mtpermnoctaBke AB < AC' jokasuBaTu Jia BayKu pa-
criopeJ] Tavaka Koju Jiobujamo mpramem cimke. MehyTum, Kajia perasamo
3a/1aTKe Ha KOJIOKBI]YMY WJIM UCIIUTY, MU TO HE MOPaMO J1a JoKa3yjemo, Beh je
JIOBOJBHO JIa, TO ,,BUJMO Ca CJIUKe”. 3aTO je HeOIXOHO HAIPTATH CJINKY KOja
oJIroBapa JaToj MpeTnocTasin. KOHKPETHO y OBOM 3a/aTKy, Tpeba HaIlpTaT
CJIMKY Tako Jia 3ancta oyne AB < AC, mTo ¢MO U yIUHUJIN.

Hedbunnnmuja 10. Heka je A Ttauka Ban Kpyra k u Heka cy P, () momuphe
Tauke TaHreHTn u3 tadke A wa xpyry k. Hdyxu AP, AQ 30By ce wanientne
gyotcu 13 Tauke A Ha Kpyry k.

Teopema 7. Tuwientine gyostcu us wawke A na xpyy k cy uogygaphe.

Hoxkasz: [Tocmarpajmo tpoyrimose AOPA u AOQA. thuma je 3ajegamdka
crpanuiia OA, crpanune OP n OQ) cy nojynapse jep Cy TO HOJIYyIPEIHUIT
kpyra k, yrimosu LOPA u £OQA cy npasu (yrjiosu usmel)y TanreHTH u 1o-
JIynpevHuka), ma cy nojgyiaapau, a yriuosu LOAP u £LOAQ cy oba omrpa
jep Beh mmamo mpase yriiose y Tpoyriosuma AOPA u AOQA, ma npeocra-
JIM YTJIOBH MOpajy 6uTu omrpu. 3akspydyjemo Ha ocHoBy craBa CCY 1a je

AOPA = ANOQA, na je AP = AQ, mro je u Tpebajio JT0Ka3aTH. m

Hedbunumuja 11. Hatuopeghu yiro6u Cy OHU YITIOBU KOjU UMAjy 3ajeTHUIKO
TeMe ¥ jeJJaH KpaK, a IIPeocTajn Kpall IpuIaiajy jeJIHOj TpaBoj.

Teopema 8. Bucextipuce HatopeguuT yir06a cy mehycobro Hopmanme.

25



C 0] A
Hoxkas: Heka je L{AOB = au LBOC = (. Taga je a + f = w. Ako je OX
oucekrpuca yriia L AOB, a OY o6ucekrpuca yria £ BOC, onga je A XOB =
SuLBOY = g Cueqn a je £ X0OY = A XOB+4£BOY = %+§ = a%ﬁ =7,
1j. na cy oucekrpuce OX u OY melycobHO HOpMAJIHE. m
Hedunumnuja 12. Yersopoyrao ABCD je wpates ca ochosuyama AB,CD
u xpayuma AD, BC ako je AB || CD.

Nmanm cMo cpeiiby JIMHUjY TPOyTJa, a cajia heMo jiebunucaTi U CpeJimby
JIMHU]Y Tparmes3a.

Hedunumuja 13. Heka je ABC'D Tpanes u veka cy E, F' pejiom cpeaurira
kpakoBa AD, BC'. Jlyxx EF 30Be ce cpegra aunuja tpamnesa ABCD.
D C

E F

A B

Teopema 9. Hexa je wemsopoyiao ABC'D wpaties u nexa cy E, F cpegu-
wa kpaxosa AD, BC. Taga je cpegroa sunuja EF tapanreina ocrosuuama
wpauesa, wj. EF || AB u EF || CD u saotrcu

a) EF = (AB + CD) axko je wpaties ABCD konsercan;

6) EF = 5(AB — CD) axo je wpaues ABC'D nexonsexcan u AB > CD.

Hokaz: a) D g

E F

A B

Heka je X cpemumre aujaronane BD tpamnesa ABCD. Cnenn na je EX
cpeama ymarja Tpoyria AABD, na je EX || ABu EX = %AB. Coano,
XF je cpeama mmanja tpoyrma ABCD, na je XF || CD u XF = %C’D.
Kaxko je AB || CD, cieqm na je EX || X F, na cy rauke E, X, F' xomnHeapHe.
Opnasze nobujano na je EF || ABu EF = EX + XF = 5(AB + CD).
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6)0 D

A B

Heka je X cpemumre mujaronane BD tpanesa ABCD. Cnean na je EX
cpenma quauja Tpoyria AABD, na je EX || ABu EX = %AB. Cimmano,
XF je cpemwa munuja tpoyrna ABCD, na je XF || CD uw XF = 3CD.
Kaxko je AB || CD, cieqm na je EX || X F, na cy tauke E, X, F' xonuneapre.
Ognasze nobujamo na je EF | ABu EF = EX — XF =1(AB—-CD). O

Harmomena 4. Mu cmo jiokazasu jia ¢y onpelene myzxu cpejimbe aunuje (Tpo-
yIJla WM Tpare3a) ako 3HAMO JIa CY FheHU KPajeBU CPEJIUINTa oJroBapajyhux
CTpaHUIa 1 OHJIAa cMOo J1obujasu napaJseanoct. MehyTtum, 10Bos/bHO je na 3Ha-
MO caMoO 3a jeJlaH Kpaj JAy:KH Jla je CpeJuinTe ojropapajyhe crpanuie n jaa
3HAMO TMMapaJie/THOCT Jla O mocMaTrpaHa Jay»K Omra cpeama juanja. OBo yoy-
snyhe MOXKeMO KOPUCTUTH.

12. (Besmmkm 3amartak) Ako ca Ay, By u () 06eeKuMO CpejiuInTa UBUIa
BC =a,CA=0,AB = ctpoyrna ABC (b > ¢), ca p mojiyobum Tor TpoyrJa,
ca (O, r) omucann kpyr Tor Tpoyria, ca P,Q, R Tauke y Kojuma ynucanu
kpyr k(S, p) nomupyje npase BC,CA, AB, ca P;,Q;, R; (i = a,b,c) Tauke y
KOjUMa, CII0/ba yiucanu Kpyr k;(S;, p;) momupyje peaom npase BC,CA, AB,
ca M u N Tauke y kojuma meaujarpuca usuiie BC' cede kpyr [, ipu gemy je M
Ha iyky BAC, ca M' u N’ nonnoxja ynpapaux u3 tadaka M u N Ha npaBoj
AB, ca P’ P! P/, P! tnjamerpasno cynpoThe Tadke Taukama P, P,, By, P,
JIOKa3aTu Jia je:

1) B(A,P',P,), B(A,P,P!), B(P,AP), B(P,A P);
2) AQu= AR, =p, QQ.=RR,=a, QQ.=RR. = a;
3) AQ=AR=BR.=BP.=CP,=CQy,=p—q;

4) PP,=b—c, PP.=b+c

5) PA, = P,Ay, P.A; = BAy;

6) NS=NS,=NB=NC, MS,=MS,=MB=MC;

7) AAM = 3(py +pe), AN = $(pa — p);

8) MM' =3(py—pe), NN =2i(p+pa);

N
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9) pa+py+ pe = 4r+p;
10) AM'=L(b—¢)=BN', AN'=L(b+c)=BM,
11) M'N’ =b.

Penieme:

1) Oso tBpheme nehemo caja jokasmBaru, jep hemo y 1oKa3y KOPHUCTUTH
cananocT. /lokas hemo BugeTn y cienehiem noriasiby.

2) Hokazyjemo AQ. = AR, = p, QQ.= RR, =a, QQ.= RR.= a.
Hyxn AQ, n AR, cy TanrenTHe JayKu u3 Tadke A Ha cros/ba yrnmcanom
Kpyry k., ma cjaeau Jaa cy oHe moayaapse, Tj. ga je AQ, = AR,. la 6ucmo
JIOKA3aJIM Jia Cy Te JIy’KU jeJHake moayooumy tpoyria AABC, nocmarpajMo
30up AQ, + AR,. Umamo 1a je AQ, + AR, = AC +CQ, + AB + BR, =
AC + AB + CQ, + BR,, na kaxo je CQ), = CP, u BR, = BPF,, jep cy T0
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TaHTeHTHe JIy»Ku pesoM u3 tadaka C, B wHa kpyry k,, ciean 1a je

AQ, + AR, = AC+ AB+CQ,+ BR,
= b+c+CP,+BP,=b+c+ BC
= b+c+a=2p,
na je AQ, = AR, = % = p, mTo je u Tpedaso jokasaru. Takohe, jacHo je

Jla cMO OBUM jiokazasin ja je u BP, = BR, = p, kao u CP. = CQ. = p, jep
cMO Beh HAIIOMUIbAH JIa CYy CBa TPHW TEMEHa TPOYTJia paBHOIIpAaBHA.

Jaspe, kako je AQ = AR, jep cy TO TaHTeHTHe JIyKHU U3 Tadke A Ha
yrmmcanom kpyry k, cieqn na je QQ, = AQ, — AQ = AR, — AR = RR,.
Takobhe, momro 3namo ga je AQ, = AR, = p, Tpeba ma JT0KazkeMo 1a je
AQ = AR = p— a, na 6u 6wio QQ, = RR, = AR, —AR=p—(p—a) = a.
Y tom by, osaadnMo AQ = AR = x, BR = BP = y (TaHrenTHe J1y:Ku U3
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Buak)u CP = CQ = z (tanrentne nyxu u3 C Ha k). Cajia u3 oquriie Hux
jeTHaKOCTH

AR+ RB = AB
BP+PC = BC
CQ+QA = CA

CJIeJIA JIa UMaMo ciejiehu cucteM JimHeapHuX aarebapckux jeHadnHa ca He-
MMO3HATUM X, Y, Z:

r+y = ¢
y+z = a
z+x = b

Cabepumo cBe Tpu jeaHaqdnue u jgobuhevo x +y+y+z2+2+x=c+a+ b,
onHocHO 2(z + Yy + 2z) = 2p, oaHOCHO * + Y + 2z = p. Caja J1ako jg0bujaMo Ja
je

r = z+y+z—(y+z2)=p—aq,
= rv4+y+z—(r+2)=p—>b m
z = z4+y+z—(z+y)=p—-c

Hakie, mokazamm cmo ja je AQ = AR = x = p — a (ycuyT cMO JIoKa3ajm i
maje BR=BP=y=p—-buCP=CQ=z=p—c), naje

QQa:RRa:ARa_AR:p_(p—(I>:CL.

[Ipumerumo 1a je QpQ. = CQ. — CQyp, a umanmo 1a je C'Q). = p, Kao u Jia
je CQy = C'P, jep cy To tanrentHe jyzxu u3 tadke C' Ha Kpyry k. Kako je
CP,=BP,— BC u BP, = p, cienu na je CP, = p — a, na nMamMo Ja je

Q. =CQ.—CQy=p—CP,=p—(p—a)=a.

Comano, nmpumernmo j1a je RyR. = BR, — BR,., 3atum 1a je BR, = p, na je
BR.=BP.=CP.—(CBupajeCP.=p,naje BR.=CP.—CB=p-—a,
IITO 3HAYHU JIa je

RyR.= BR,— BR.=p— (p—a) = a,
IITO je 1 TpebaJo JIOKa3aTH.

3) Hoxkasyjemo AQ = AR = BR., = BP. = CB, = CQ, = p — a. Cse

cMo Beli Jlokaszasm JI0OK cMO JIoKa3uBaau 2). 3amucra, JOKa3ajid CMO Ja je
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AQ = AR = x = p — a, 3atum ja je CQ, = CP, = p — a 1 KOHAIHO JIa je
BR.= BP, = p— a. lakse, 3aucra je

AQ=AR=BR.=BP,=CP,=CQ, =p — a.

4) Jlokazyjemo PP, =b—¢, P,P.=0b+ c. Umamo na je PP, = BP, — BP
u 3uamo na je BP =y = p —b. Kako je BP, = BR, jep cy TO TaHT€HTHE
nyxu u3 B va kpyry k, u Kako je BR, = AR, — AB = p — ¢, ciieqiu jia je

PP,=BP,—BP=BR,—(p—-b)=p—c—(p=b)=b—c.

Jame, umamo jga je PP. = P,C + CP. u 3namo 5a je P,C' =p —a u 1a
je CP. = p, na ciequ 1a je

PP.=PC+CP.=p—a+p=2p—a=a+b+c—a=b+c.

IITO je U Tpedaso JTOKa3aTH.
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5) Hokasyjemo PA; = P,A;, P.A; = P,A;. llpaktuuno tpeba jokazaTu
na je Ay (cpemurure nyxu BC') cpemumre nyxu PP, u P, P,.. Umamo na je

_a a+b+c+b_a—a—b—c+2b
2 2 - 2

b_
_ czlppa,

2 2

na je 3ancta A; cpemumire nyxu PP,, tj. PA; = P, A;.

32



Cramano, mmMamo j1a je

1
PcAl = PCB+BA1:p—a—|—§BC

a+b+c +a a+b+c—2a+a
—= —_— — —_ =
2 2 2
b
_ e _lpp,
2 2

na je Ay cpemqumre jnyxu P.P,, omnocuno Baxkun P.A; = P A;.

6) Hokasyjemo NS = NS, = NB = NC, MS, = MS.= MB = MC.
Yersopoyrao SPP,S, je Tpames jep je SP L BC u S,P, L BC, na je
SP || S,P,. Takohe, AyN L BC jep je upasa A;N cumerpana mayxu BC,
na je AAN || SP u AiN || S,P,. Kako je A; cpemumre PP,, ciequn na je
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AN cpemma mHuja HEKOHBEKCHOT Tpanesa S PP, S,. 3ak/pydyjemo ma je N
cpequure nyxu SS, uw AIN = 3(S.P, — SP) = 1(pa — p).

Tpoyrao ASBS, je upaBoyriu ¢ mpaBuM yrjaom Koj temena B (SB je
cuMeTpaJsa YHyTpalimer, a B.S, je cumerpasa CrIoJballber yria KOJl TeMe-
Ha B tpoyria AABC) u N je cpepumnre xunorenyse SS,, na je N 1en-
tap omucanor kpyra ASBS,. Creqn na je NS = NS, = NB, a kako N
npurnaga cumerpann ay:xku BC, cieqn ga je NB = NC, na umamo Ja je
NS =NS,=NB=NC.

Jokaxxknmo jga M mpunana 6ucekpucu AS, ciompammer yria £ C ARy, Tpo-
yria AABC. Kako je AS 6ucekrpuca ynyrpammer yria £ BAC Tpoyria
AABC, cneqm na je SA L ASy, 1j. na je £SAS, = 7. Tauxa N upunaza
oucekrpucu AS, na je LNAS, = 5, a MN je npeunuk onmcaHor xpyra I
tpoyria AABC, na je {NAM = 7 (nepudepujcki yrao Hajl IPETHIKOM).
Opasre 3ak/bydyjemo ja Tadka M mpurnaja nosynpasoj ASy, mTo cMo u

TPaKuJIn.
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Yersopoyrao S.P.P,S, je Tpamnes, jep je S.P. L BC u Sy P, L BC, na je
S.P. || SpP,. Takohe, A;M 1 BC jep je npasa Ay M cumerpasa nyxu BC,
na je AyM || ScP. u Ay M || SpPy. Tauka A; je cpemumire P.P,, na cienn na
je AiM cpenma muauja (KouBekcHor) Tpamnesa S, P.P,S,. 3akmbydayjemo 1a je
M cpenumre ayxu SpS. u AyM = %(Sbe + S.P.) = %(pb + pe)-

Tpoyrao AS,BS,. je mpaBoyr/u ¢ MpaBuM yrioM Koj Temena B (S,B je
cuMeTpaJsia YHyTpalimer, a BS, je cuMeTpasia CIo/ballliber yIiia KoJ TeMeHa
B tpoyrna AABC) u M je cpemuiite xunorenyse S,S,, na ciaemu ja je M
1eHTap orrcaHor Kpyra rpoyria AS,BS.. Illpema Tome, M S, = M S. = M B,
a Kako je M B = MC jep M upunaja cumerpasu jgyxu BC, na ciean na je
MS,=MS.=MB = MC.

7) Hokazyjemo AjM = L(py+p.), AN = 1(pa—p), a o cmo Beli noxasamm
JIOK CMO JIOKa3uBaJm J1eo 6).

8) Hokazyjemo MM’ = %(pb—pc), NN’ = %(p+pa). Yerpopoyrao S.R.Ry Sy,
je Tpames jep je S.R. L AB u SyR, 1L AB, na je S.R. || SyRy. Taxobe,
MM 1 AB, na je MM’ || S.R. u MM' || SyRy, a M je cpenumire S.Sp,
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na je MM’ cpenmwa nuHMja HEKOHBEKCHOI Tparesa S.R.RpS,. Cnenu na je
MM’ = 3(SyRy — SeRe) = §(p5 — pe)-

YerBopoyrao SRR,S, je tpamnes jep je SR 1. AB u S,R, L. AB, 1a je
SR || SoR,. Taxohe, NN' L AB, ma je NN' || SR || S,R, u N je cpenumire
SS,, ma je NN’ cpenma mmuHnja KoHBeKCHOT Tpamesa SRR, S,. 3ak/byayjemo
naje NN' = (SR + S.R,) = 5(p + pa).

9) okasyjemo p, + pp + pe = 4r + p. 3a npeunuk M N onumcanor Kpyra I
tpoyriia AABC umamo c jegne crpane ja je MN = 2r, a ¢ apyre cTpane Ja
je MN = MA; + AN = L(pp+ pe+ pa— p). Hakae, 2r = 1(pa+ po+ pe — p),
na je 4r = po + pp + pc — P, OMHOCHO po + Py + pe = 41 + p.

10) Jloxasyjemo AM’' = 3(b—c¢) = BN', AN’ = 3(b+c) = BM'. ¥ ne-
ay 8) cmo jokazanu ja je MM’ cpenma sunuja tpanesa S.R.RpSy, na je
M’ cpemumre crpanune R.Ry,. Hdakne, R.M' = %RcRb = %. Jlawe nmamo
na je BM' = BR. + RM' = p—a+ % = “tbbc2eta — L(h 4 o)y ja je
AM'=BM'— BA=1i(b+c)—c=1(b—o).

Do)
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Taxobe, y geny 8) mokazamu cmo ga je NN’ cpejma JinHEja Tpamesa

SRR,S,, na je N’ cpequmnire RR,. Ciequ na je N'R, = %RRQ = %, ma je
AN'" = AR, — N'R, = p — & = wtbfe=e — 1(p 4 (). Taxobe, crenn na je

BN' = AN'— AB = 3(b+¢)—c=1(b—o¢).

JlakJte, JJoKa3aJm CMO J1a BaxKu

1 1
AM'=BN'=_(b—c) u  AN'=BM =_(b+o).

11) Jokasyjemo ma je M'N’' = b. Jacuo je na je M'N' = M'A + AN’ =
2(b—c+b+c) =bmro je u Tpebaso JoKa3ATH.
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2 CJam4HoOCT

[Toxcerumo ce TajtecoBe Teopeme, jesiHe O HajCTapUjuX TeopeMa y MaTe-
MaTHIH.

Teopema 10 (Tausec). Hexa ce upase p,q cexy y wauku S. Hexa cy A, B
gee pasaunuitie Wavke upase p, xoje cy padsuvutie og S u wexa cy C, D gee
pasaunutie wawke upase ¢, koje cy padsunuiae og S. Taga je

SA SC AC

ACIBD = S5 =35~ BD
., SA_SB_AB
SC  SD CD’

S

[Ipm Tome, yomriTe He MOpa Jla BaxKW PACIOpe]] Tadaka Kao IITO je Ha
oBoj cymtu. Teopema he BakuTu u ako UMaMO HEKU JPYTU PACIOpE/] Tadaka.

D

Uckopucrumo TamecoBy Teopemy ja pemmmo jeo 1) Bemukor szajgarka
(zagmarka 1.12).

1.12. (Benuku 3amarak) Ako ca Ay, By u C 06eiesKiMO CpeIniiTa UBUIa
BC =a,CA=0,AB = ctpoyrna ABC (b > ¢), ca p mojiyobum Tor TpoyrJa,
ca [(O,r) onucanu Kpyr Tor Tpoyria, ca P,(Q), R Tauke y Kojuma yrucaHu
kpyr k(S, p) nomupyje npase BC,CA, AB, ca P;,Q;, R; (i = a,b,c) Tauke y
KOjUMa, CII0Jba yIucanu Kpyr k;(S;, p;) momupyje peaom npase BC,CA, AB,
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ca M u N tauke y kojuma meaujarpuca usuiie BC' cede kpyr [, ipu uemy je M
na nyky BAC, ca M’ u N’ nonnoxja ynpasuux u3 tadaka M u N Ha 1npasoj
AB, ca P', P/, P}, P, nujamerpa/Ho cynporHe Tauke taukama P, P, Py, P,
JIOKa3aT! J1a je:

1) B(A,P'.P,), B(A,PP), B(P,ADP), B(b,APF).

Pememe: 1) 4

Hexa je P mpeceuna Tadka mpase S P u npase AP,. JIoBoJ/bHO je JoKa3aTn
na saxu B(A,P,P,) u P/ = P. Kaxo Tauke P, P’ mpumnajajy ynmcanoMm
kpyry k tpoyria AABC u upasoj SP u Baxu SP = SP’ = p, a tauka P
He npumaia mpasoj AP,, cieau j1a je JI0BO/BHO jloKa3aTu jia je SP = p na 6u
oumo P' = P.

[Ipase SS, n QQ), ce cexy y Tauku A n Baxku SQ) 1. AC n S,Q, L. AC,
na je SQ || SuQ.. IIpema TasecoBoj Teopemu cien Ja je f;i = %ga = i.
Takobe, mmamo u jia ce npase SS, u PP, cexy y Tauku A u jna je SP L BC
u S,P, L BC,naje SP || S,P,. llomro Baxu B(A, S, S,), npema Tamecosoj

D SP _ AS _ »p
TEOPeMH CIIC/IT 1A BazKH B(A,P,P,))n g5 = 45 = L.

S.P, = pa, na je % = 2=, ojakie 3aK/bydyjeMo na je SP = p, omHOCHO 712
je P' = P. llaxne, saxu B(A, P, P,).

Hexka je P, npeceuna tauxa npase S, P, u npase AP. JIoBosbHO je jjoKa3a-
™ na sasku B(A, P, P,) u P! = P,. Kako Tauke P,, P! mpunaiajy crosba yIim-
canom Kpyry k, tpoyrma AABC u upasoj S, P, n Baxnu S, P, = SP. = p,,

MebhyTum, Baxku
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a Tauka P, He upumaja mnpaso] AP, ciean ja je J0BOJBHO JIOKA3aTH I je
S,P, = p, na 6u 6uno P! = P,. )
Beli cmo jokazamm ja je 4 AS = pﬂ. [IpaBe SS, u PP, ce cexy y Tadku

Auwnz SP 1L BC u S,P, J_ BC sak/pydyjemo ma je SP || S,P,. ITomTo
saxu B(A, S, S,), na ocnosy Tasecose Teopeme cieu ja saxu B(A, P, P,)

i Sofa — AS, = p“ . Mehyrum, Baxku SP = p, na je SpP“ = %“, OJaKJIC 3a-

SP AS
KJBYdyjeMoO Jia je S P, = pa, Tj. P, = P,. Nakne, saxu B(A, P, P!).

Sb
A

b

P, B C b,

Hexka je P, npeceuna tauxa npase Sy P, u npase AP, u nexa je P, npeceuna
Tauka mpase S.P. n mpase AP,. Jloo/bHo je nokasatu na saxku B(P., A, P,)
u P} = P, xao u na saxu B(Py, A, P,) u P, = P.. Kaxo Tauxe Py, P} npu-
najajy crosba ymmcanoMm Kpyry ky tpoyria AABC u upasoj S, P, u Baxu
SpPy = SpP) = pp, a Tavka P, ve npuna/ia upasoj AP., cienn Ja je 10BOJBHO
JoKazaTi ja je Sy Py, = py ja 6u 6miIo P = P,. Canuno, Kako Tauke P, P!
IPHUIIAJIA]Y CIIOJba YIICAHOM KpyTy k. Tpoyria AABC n npasoj S.P. n Baxkn
S.P. = S.P!. = p., a tauka P, He npunaja npasoj APy, cienn ja je 10BOJBHO
nokazaru 1a je S.P. = p. na 6u 6uio P = P..

[Ipase S,S. u Ry R, ce cexy y tauku A u Baxxku SRy, L ABu S.R. 1. AB,
na je SpRy || S.R.. IIpema Tanecosoj Teopemu ciaenu ja je 4 AS” = ?C’gz = Zlc’
Takobe, mmanmo u s1a ce pase SpS, u Py P, ceky y Taukn A u na je SpP, L BC
uS,P. L BC, naje SyP, || S.P.. llomro Baxu B(S,, A, Sy), mpema Tamecosoj

D SpPy _ ASy, __ p —
Teopemu ciren ja Baxku B(P., A, Py) u SE = a5 = b Mebyrum, S.P. = p,,
SpPy

mna je = 5—% oJTaKJIe 3aKJbyayjemMo jia je Sy B, = py, onrocHo ja je P = P,
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Haxne, saxu B(P., A, Py). B
[Ipase S,S. u PP, ce CeKY Yy TauKu Auwunz S,P, L BC u S.P. 1. BC
sakspyayjeMo ga je SpP, || S.P.. Iomro Baxku B(S, A, S.), n3 Tanecose

Teopeme criem na Baxu B(B,, A, P.) n g‘lic = ggz = % MebyTuMm, BazKu
Sy Py = pp, 11a je Spfc = ZZ oJaK.Ie 3aK/byayjeMo aa je S.P. = p., Tj. P! = P.

Hakie, Baxku B(B,, A, PL).

Kao mro emo nmasu CraBoBe o 1oLy IJapHOCTH TPOYIJIOBa, rmocroje u Cra-
BOBH O CJIMYHOCTH TpoyriioBa. [IITo ce Tnye muxoBux hopmysiaruja, mmahemo
CTpaHWIE U YIJIOBe, M TO GAIll Kao KOJ| CTaBOBa O MOJYapHOCTH (HIIP. HEKe
JBe U mbrMa 3axBalieH yrao), ¢ THM IITO UMAMO y BUJLY Jia CJAMIHOCT IyBa
UOGYGapHOCUL YA08G T 0GHOCE CUPAHUUQ.

CraB 2. Hexa cy gatuu wpoyirosu NABC u NA'B'C'. Axo saorcu mewiio
0g caegehet:
1° ﬁg, = Ag,, A{BAC’ LB'A'C;
90 AB — .
A/B/ A/Cl B/C/7
3° ABAC = AB'A'C’", {ABC = LA'B'C’;
4° % = ﬁg,, AAC’B LA'C'B', a yiosu LABC u LA'B'C" cy oba
owwmpa, 0ba Upasa uAu 006 WYL,

onga je NABC ~ NA'B'C'.

C/

A B A/ B/
Cajia pesiazuMo Ha 3aiaTke u3 candanoctu. [Ipsu 3amarak je Teopema o
cumerpasu yria. OBa TeopeMa je BeoMa BaxKHa u Tpeba je 3uarh, jep he ce

KOPUCTHTH ¥ Y JIA/bUM 3ajaruMa (HIp. KAO IIITO Ce CPe/lha JUHUja KOPUCTU
Yy MHOTHM JIDYTUM 3aJIaI[IMA).
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1. (Teopema o cumerpasm yraa) Ako cy E u F tauke y kojuma Ou-
CeKTpHCe YHYTpAIher U Crojballliher yria Koji Temera A Tpoyria ANABC
(AB < AC) cexy npaBy BC' nokazatn BE : CE = BF : CF = AB : AC.

Penieme:
D

Nneja je na mpumenumo TastecoBy Teopemy. Jla 6GucMo mpoHaIm KOJIMKT
je omnoc BE : CFE, nosospHO je na wHahemo kosimku je omnoc CE : EB,
na norpazkumo Ha nostynpasoj C'A rauky D raksy ja sBaxku B(C, A, D) u
AD = AB. Ykouuko jokaxkemo ja je DB || AE, npema TasiecoBoj reopemn
he outu CE : EB = CA : AD, na he ogarne ciequtu BE : CE = AD : AC.
Kako je AD = AB, nobuhemo na je BE : CE = AB : AC, a To u Tpeba
JIOKA3aTH.

Ykommko Jokaxkemo ja je L BDA = AFEAC = §, cremuhe jma cy To
YIVIOBH C TapaJjieJlJHUM Kpaiuma, na he ouru DB || AE. Kako je AD =
AB, ciequ na je tpoyrao AADB jennakokpak, na je A BDA = £DBA.
Oznaunmo Te yriose ca ¢. Yrao £ BAC' = « je crno/balliikbu yrao Tpoyriia
ANADB, na je jemnaxk 30upy yHyTpaIlImbuX HecyceHnX yrioBa L BDA = o n
ADBA = . Jlakne, a = ¢+ ¢ = 2¢, na je ¢ = 5. Jlakie, joKazajiu cMo Ja
je ABDA = §,ma je DB || AE, a onarne cnemu 1a je BE : CE = AB : AC.

Caja xkesimmo sia nahemo opnoc BF : CF = FB : FC\, na youumo mpaBy
Koja canap:ku B n napaJsiesina je ca npaBoM AC. O3naunmo ca GG HeH Ipecek
ca ipaBom F'A. TanecoBa Teopema Ham Tajia aaje maje FB : FC' = BG : CA,
na je joBo/bHO JoKazatu Ja je BG = AB. IlpaBa AG je cumerpasia yria
ABAD = m — « (1o je cnomammu yrao koj temena A tpoyrina AABC),
na je L{GAB = 5. s BG || AC zakmyuyjemo na cy yriosu LGBA u
£ BAC = « yrioBu ¢ mapaJjejHuM KpaluMa, I1a ¢y oHu noayaapau. lakie,
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AGBA = a. Onage je {BGA =71 —AGBA—LGAB = 1—a—"5% = 57,
na je ABGA = £GAB. [Hakne, tpoyrao ABAG je jemnakokpaku, Ia je
BG = BA. OBum je moka3s 3aspiien, jep je caga BF : CF = BG : AC =
AB : AC, mrro je n Tpebasio JoKa3aTu.

Buanmo na je moneka, i moTpedbHO L, IoNpTaTi’ HEKe TadKe U Ipase Jia ou ce
JIAKIIe JOILI0 JI0 pemerba 3agaTka. Opje cy Tauka D u npasa BG nobujene

y ¥KeJpn Ja ce nckopuctu TasecoBa TeopeMa.

2. Heka cy E' n F' Tauke n3 mpeTxXoIHOT 3ajlaTKa. /lokazaTn:
a) AS:SE =AS,: S, F = (AB+ AC) : BC;
6) AE: SE = (AB+AC+BC): BC,AE : S,E = (AB+AC—-BC) : BC;
B) ASy: SF = AS.: S.F =(AC — AB) : BC.

Pereme: Ope cy Tauke F, F u3 1. 3a7aTKa, a Tauke S, Sy, Sy, S, Cy TauKe u3
Besmkor 3a1aTKa, JaK/ie IeHTPU PeoM YIIHCAHOT KPYTra k U CII0Jba YITHCAHUX
KpyroBa kg, ky, k..

a) A

Sa

[Tpumenom Teopeme o cumerpasu yria (1. 3agarka) va Tpoyrao ACAFE
3ak/pyayjemo ma je AS : SE = AS, : SuE = AC : CE. Takobe, 3namo na je
BE : CE = AB : AC (1. 3amarak), na je AC' : CE = AB : BE. O3naunmo
Taj OJHOC ca A, JakKje HeKa je % = % = \. OmaBue je AC = \CE n
AB = ABE, na je AB+ AC = AN(BE + CE) = ABC. Cuemu na je A =
(AB+ AC) : BC, a xako je AS : SE = AS, : S, = AC : CE = )\, cnenu

maje AS : SE=AS,: S,FE = (AB+ AC) : BC.
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6) Kako je AE = AS + SFE, nememem ca SE nobujamo 1a je
AE AS+SE AS SE

SE = ~ SE SE ' SE
B AS+1_AB+AO+1
-~ SE ~ BC
B AB+AC+BC_AB+AC+BC
N BC BC BC '

Cimano, kako je AE = AS, — S, F, nememem ca S, E nobujamo 1a je

AE  AS,—S,E _AS, S.E
S.E S.E  S,E S,E
_ AS. | _AB+AC
S.E BC
_ AB+AC BC AB+ AC - BC
- BC  BC BC '

OBJie cMO caMO KOPHUCTHJIM HPETXOJIHE Pe3y/ITaTe U y3 MaJo padyHarba
JIOIIJIN JI0 TPazKEHOT' HOBOI' PE3YJITATA.

B) S

F B C

[Tpumenom Teopeme o cumerpasu yria Ha Tpoyrao ABAF nobujamo ja
je ASy : SyF = AS. : S.F = AB : BF. Takohe, nmpumeHoM Te Teopeme Ha
tpoyrao ACAF nobujamo ma je AS, : SpF = AS. : S.F = AC : C'F. O3na-
YUMO TParKeHHW HEeIO3HATH OJHOC ca A, jakiae ASy : SpF' = AS. : S.F = .
Ha ocnoBy j06mjennx pesysiarara umamo ja je AB : BF = AC : CF = \.
Opmasue cinemn ja je AB = ABF u AC' = AC'F, na oxysumMammeM j1001jaMo
na je AC — AB = A\(CF — BF) = ABC. Hakne, A = (AC — AB) : BC, na
cienn Tpaxkenu pesyarar ASy : SyF = AS.: S.F = (AC — AB) : BC
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3. Jokazaru (Bake O3HAKE U3 BEJMKOD 3a/aTKA):
a) SA-SN = 2rp;
6) S,A - SN = 2rpg;
B) SpA - SyM = 2rpy;
r) S.A-S.M =2rp,.

Pemewe: a) M
A

"Qa

s,

CimaHOCT Jaje ojHOCe, a He MPOU3BOJIE JIYKHU, ajl MOXKEMO Te OJIHOCE
MOMHOXKUTH JIy2KUMa Koje Cy y IMeHuonuMa u Johu 0 mpoussoja. Kako Ham
ce jaBjba MOJIYIPEYHNUK YIUCAHOI KPyTra, MOPaMO YOUUTH IIOIHOKje HOpMaJIe
u3 1eHTpa S yIucaHor Kpyra Ha HEKOj o crpanuiia Tpoyria ANABC, Hup.
nojgHoKje () Ha crpanunm AC. Ilomro Ham ce jaBba 27, Tj. MPEYHUK OIN-
caHor Kpyra, u momTo Beh nmamo tadky N, youumo tauky M u3z Benuxor
3aJ1aTKa, jep Taja umamo npednuk M N = 2r.

Cama umamo jga je £SAQ = ANAC = ANMC (uepudepujcku HaI
JIYKOM J/@) u ja cy yrosu £SQA u ANCM upasu (LNCM je nepude-
pujcku Hag ipedaukoM N M), na je L SQA = ANCM. Crnequ na je AASQ ~
AMNC, na je SA: NM = 5Q : NC. Muoxemwem ca NM u NC' nobujamo
naje SA-NC = NM-SQ. Kako je NM =2r, SQ = pu NC = SN (Besuku
3ajiaTak, cras 6)), cieau ga je SA- SN = 2rp, mro je u Tpebasio JoKa3aTu.
6) Cimano Kao y Jeiy a), younmo tadke M, @, n3 Bemukor 3agaTka. mamo
na je £S5,AQ, = ANAC = ANMC' (nepudepujcku HaJ JTyKOM J/@) u Ja
cy yrinou £5,0,A n L NCM nupasn, na je £5,0,A = LNCM. Cnenn na
je NAS,Q, ~ AMNC, na je S;A : NM = 5,0, : NC, ognocHo, 1mocJe
Muoxkemwa, S,A - NC = NM - 5,Q,. Bamenom NM = 2r, S,Q, = p, u
NC = S,N (Benmuku 3anarak, cras 6)) gobujamo S, A - Su N = 2rp,.
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Kako HaMm ce oBjie jaBiba p,, YOUNMO TOTHOXK]jE HOpMAaJIe U3 S, Ha HEKO] O/

crpanuia Tpoyriaa AABC, nup. Ha crpannnu AB (nakie, Tauky Rp) 1 Kako
ce TIOHOBO jaB/ba MMPEYHUK OMUCAHOT KpyTa 27, younmo npednnk M N. Yriaosn
AMNC nu AMAC cy nepudepujcku HaJl JIyKOM ]\/4\0, na cy MOJyJIapHU,
nakine LMNC = LMAC = 5% (npasa AM je cumeTpasia CIIOJbaITIber yria
ko temena A Tpoyrina AABC). Takobe, £SyAR, = 5%, na je LMNC =
LSpARy. Baxu u LMCN = 5 = AS,RyA, na ciemn ja je AMNC ~
AS{,AR{,. ﬂaKﬂe, SbA cMN = SbRb . MC, OIHOCHO SbA MC = MN - SbRb.
Bamenom MN = 2r, SyR, = pp, u MC = S,M (Benuku 3ajarak, cras 6))
nobujamo SpA - SyM = 2rpy,.
r) Ciamano Kao y ey B), younmo tadke M, R, u3 Bemukor 3agarka. mamo
na je LS. AR, = 5% = AMAC = £LMNC' (npBe aBe jeqHAKOCTH Baske jep
je S.M cumerpaJsia crio/ballmer yriia Koja TeMeHa A, a mocsemama jep ¢y To
nepudepujcKu yriioBU HaJI JIyKOM m), Kao u £S.R.A =5 = AMCN, na je
AS, AR, ~ AMNC. Cnegu S,A : MN = S.R. : MC, onnocuo S, A- MC =
MN - S.R.. 3amenom MN = 2r, S.R. = p. u MC = S.M (Benuku 3aarax,
cras 6)) mobujamo S.A - S.M = 2rp.,.
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4. Heka je ABC'D reruBan derBopoyrao, M u N pejioM CpejiuiiTa CTPAHUIA
AB u CD, O upecek mujaronayia AC' u BD, a P u () HOpMaJiHe IpojeKIuje
rauxke O pejgom Ha AD u BC'. Jlokazatu na je MN 1 PQ.

Penieme:

Heka je R cpenmmre mujaronane AC. Tama je RM cpemma auHIja TPO-
yrna AABC, na je RM || BC u RM = 1BC, a RN je cpemma ymnmja
tpoyriaa AACD, na je RN || AD u RN = %AD. Hame, kako je OQ 1L BC
u OP 1 AD, ciequ na je RM 1 OQ u RN 1 OP, na je AMRN = £QOP
MR _ 3BC _ Bc
RN ™ 1AD — AD’
ma je JI0BOJBHO Ja JoKaxkeMo jga je OQ : OP = BC : AD na 6u cieanio ma
je AMRN ~ AQOP.

Tpoyriosu ANAOD u ABOC' cy ciuvnu, jep uMajy mojiyJapHe yriioBe.
Bancra, L AOD = £BOC jep cy 1o yuakpcuu yriosu u L ADO = £BCO
(mepudepujckn HaJL JTyKOM @) Ko/t cimaHux TpoyryioBa BUCHHE C€ OJIHOCE
ucro Kao u crpanute, na je OQ : OP = BC : AD (OQ je Bucuna Tpoyria
BOC, a OP je Bucuna tpoyriaa AOD). dakne, MR : RN = BC : AD =
QO : OP u AMRN = AQOP, na je AMRN ~ AQOP. Cnenu na je
ARNM = LOPQ u LRMN = £OQP.

Oznaummo ca K, L pemom mpecedne tadke npase RN ca npasuma OP
n QP u ozmaummo ca X mpeceuny Taduky npae M N u mpase P(Q). Yrio-
Bu LKPL u £XNL cy mehycobno nogymapuu, jep je L KPL = LOPQ u
AXNL = £MNR, a £LOPQ = AMNR. Takohe, {KLP = AXLN, jep
cy to ynakpcuu yriosu. Ciean ga tpoyriosu APKL uw AN X L nmajy 1io-
ayaapue yrioee, na je LLXN = LLKP. Melyrum, LLKP = 7, jep je
To yrao m3mely npaBe NR u npase OP, a Baxxu NR 1. OP. Ilpema Tome,
LLXN = 7, a 1o je yrao usmely npase PQ n npase M N, na 3ak/bydyjemo
na je MN L PQ.

(yruioBu ¢ HOpMasHUM Kpanuma). [lopes Tora umamo Jia je
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5. IITomomejeBa Teopema. Ako je ABC'D KoHBEKCaH U TETUBAH YETBOPO-
yrao, nokaszartu jga Baxu AC - BD = AB-CD + AD - BC.

Jokas:
D

Uneja je ma mpoussox AC - BD manummemo Kao 30up jBa cabupka, O
kojux he jeman Outn jennak ca AB - CD, a apyru ca AD - BC. Ako na
qujaronaaun AC yoummo meky tauky FE, omma je AC = AE + EC, na je
AC-BD = (AE+EC)-BD = AE-BD+ EC- BD. Tpeba norojno onadbparti
tauky F Tako mga umnp. oyne AE - BD = AB-CD u EC - BD = AD - BC,
onuocao AFE : CD = AB: BD u EC : AD = BC': BD. 3aro y3MuMo Tauky
E na mujaronasu AC' taksy na je LABE = £LDBC.

Kaxko je {BAE = £ BDC' (nepudepujcku Haj BE’) u {ABE = £DBC,
crieqn jga je NABE ~ ADBC, na je AE : DC = AB : DB. Jlakie, Baxu
AE -BD = AB - CD. Jlamwe, umamo ja je LECB = L ADB (nepudepujcku
nan1 AB) u AEBC = {EBD + {DBC = {EBD + £{ABE = £ABD, na
je AEBC ~ AABD. Cnemn na je EC' : AD = BC : BD, na mobujamo
EC-BD = AD - BC. Cabupamem j00ujaMo J1a je

AE-BD+ EC-BD = AB-CD+ AD-BC
(AE+EC)-BD = AB-CD+ AD - BC
AC-BD = AB-CD+ AD - BC,

ITO je u Tpedaso JOKa3aTH. 0

Hedunumnuja 14. Heka je F damuanja npaBux HeKe paBHH. AKO

1) nocroju Tauka S Koja mpunajia cBuM npasuma dpavuimje F U cBe mnpase
Koje caJipyke Tauky S npunaaajy damumwimju F;

2) mocroju mpaBa S$ Koja je mapaJiesiHa CBEM IpaBuMa damuiamje F U cBe
IpaBe Koje cy mapaJiejine mpaBoj s npunajajy dbamuanju F;

OHJTa TakBY aMuinjy F 30BEMO UpameHom upasux. AKo nmpameH JF 3a10BO-
JbaBa yCJIOB 1), KaXKeMo Jia je TO IpaMeH KOHKYPeHTWIHUT TPAaBUX, & aKO Ipa-
MeH F 3aJ10BOJ/baBa YCJIOB 2), KayKeMO JIa je TO TPaMeH UapaieAHuT TPaBUX.
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YeBuna Teopema. Ako cy P, Q), R peiom tauke npasux BC, C A, AB tie cy
A, B,C Tpu mekojuHeapue Ttadke, taja npase AP, BQ,CR upunauajy jej-

HOM IIpaM€Hy akKO N CaMO aKO BazKn % . % : % =1

Hoxka3z: Oznaummo II = % . % . 1‘%. Y dopmystanuju Teopeme Tpedasio

6u momaTu ycsaoB Ja ce Tauke P, (), R pasmukyjy ox temena A, B, C' tpoyria
AABC, jep unade 6poj 11 wan muje mo6po nedunncan (axo je amnp. P = C,|
oHJIa HUje JIePUHUCAHO ?), i je jennak 0 (ako je uup. P = B).
: Heka cy AP, B Q,?R 1paBe jeJIHOTI IIpaMeHa.
1° R

L A K A L K

P C B C P

Heka je S 3ajennunuka mpecedna tauka npasux AP, BQ,CR u Heka cy
K, L penom npeceune Tadke npasux B(Q), C'R ca nmpaBoM Koja CaJIpPXKU TAUKY
A u napaJiesina je ca BC. Tazga je na ocrHoBy Tasmecoe Teopeme

BP KA
PC — AL
cQ  CB
QA ~ KA
AR AL
RB ~ CB

na Jiodbujamo Jia je

BP CQ AR KA CB AL
PC QA RB AL KA CB

1I] = —1.

Axko je tauka Sy yayrpammoctu Tpoyriaa AABC, onga tauke P, (), R npu-
nasajy peaom gyorcuma BC,CA AB, na je % > 0, % > 0w % > 0.
Hake, Tama je I > 0. Tauka S He moxke npumnajaru HE npaBoj AB, Hu
npasoj AC, autn npasoj BC, jep he Taja Heka ox tadaka P, (), R 6utn Teme
tpoyria. [Ipema Tome, tatka S He npunaja Tpoyriny AABC, ma ocraje jorr
citydaj Kaja je y crosbantmsoctu Tpoyria AABC (1, HapaBHO, He TpUaja
uu 1pasoj AB, uu npasoj AC murtu npasoj BC'). Taga he rauno jemna o
tradaka P,Q, R npunajgaru oxrosapajyhoj myxu (BC, AC, AB). Hup. neka

rauka () npunaja ayxu AC, kao mTo je Ha caunm. Taga je % < 0, %— >0
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Ak

n == < 0, ma je monoso II > 0. Cuano mobujamo ma je I > 0 u y npeocrasa
nBa caydaja (P npunaga ayxu BC, oqrocHo R npunaja nyxu AB). laxie,
mvamo I > 0 u |II| = 1, ma caenun na je I1 = 1.

2° Ry

Hexka cy npase AP, BQ, C'R mehycobno napasenne. Ha ocnoBy Tasecose
TeopeMe je

cQ  CB
QA ~— BP
AR PC
RB ~ CB’

ma je
BP CQ AR BP (CB PC
PC QA RB PC BP CB
[Ipase AP, BQ),C' R mopajy 6uTn TakBe Ta TaIHO JIBe O] IbUX HE IIPoJia3e
Kpo3 yayTparnimocT Tpoyria AABC, a tpeha mposaszu. Crora TaaHo J1BE 01
radaka P, (), R npunanajy nyxuma BC,CA, AB, a tpeha ne npumazga. Hup.
ako mpaBa AP mposasun Kpo3 yHyTpaiimocT Tpoyria ANABC, oxja mpase
BQ,CR ue npoJjiaze Kpo3 yHYTPAIIHLOCT TPOyIJIa U Tadka P rnpuiiajia 1y xKu

11} = 1.

BC, a mauke @, R ne npunajajy jgyxuma CA, AR. Ciean na je % > 0,

% <0mn % < 0, ma je IT > 0. Camuno u y npeocraja jiBa ciydaja (mpasa

BQ nposasu kpo3 yuyrpaimoct tpoyria AABC, ognocuo npasa C' R 1po-
na3u Kpo3 yayTparmoct Tpoyria AABC) nobujamo ga je 11 > 0. lakure,
Baxku I1 > 0 u |II| = 1, na 3akspyuyjemo ja je IT = 1.
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: Heka je II = 1. ITocmarpajmo npase BQ) u CR.
10 R

c P P

Heka ce nmpase BQ u C'R cexy y rmauku S. Ozmaunmo ca P’ npecedny

Py
tauky npase AS u npase BC. Ha ocHoBy nena ceun % : % . % = 1.
Taxkobe, o mpeTocTasiu je BD cg (AR =1, naje B—EZ = BD . Onasne caenn
' PC QA RB ’ PC PC

naje P = P, na ce npase AP, BQ, CR cexy y tauku S. laxne, AP, BQ,CR
PUTIAJIAJy jeTHOM TTpaMeHy.
2° Ry

Heka je BQ || CR. Oznauumo ca P’ npecedry Tauky mpase Koja CajipKu
trauky A u napasesnna je ca npasom BQ (u npasom C'R) u npase BC. Ha

—
BP CQ AR _ BP  CQ AL _ -
OCHOBY ,ZLeJIaCJIe,ZLI/IP—Té— oA R?—l. TaKolje,% oA ﬁ_l’ na je

Bp
% = %. Opasge cienn jga je PP = P, na cy upase AP, BQ, C'R napaJeie.
Hake, mpaBe AP, BQ), C'R npunasajy jeJHOM IIpaMeHy. O]

MeunemnajeBa Teopema. Tauke P, (), R npasux ojpehennx crpanurama BC,
CA, AB tpoyria ANABC cy KojimHeapHe ako U caMO aKO BayKu

P GO AT
e G W

' . _ BP Q.
Hokaz: Osnaunmo monoso 11 = oA

—1

Ap .
= Comanao Kao koj hopMmyJtaryje

Yepune teopemMe, u y popMysalyju oBe TeopeMme TpedaJsio O J10/1aTh YCJI0B
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na ce rauke P, Q, R pasmukyjy o remena A, B, C tpoyria AABC (u3 ncrux
pasJjiora Kao maJornpe, jep he 6poj Il outn nenedunucan ako je ump. P = C
um he 6utn jequax Hysu ako je Hup. P = B).

: Heka cy P, (), R KonuHeapHe U HeKa je p paBa Koja ux cajapxku. O3Ha-
qumo ca A', B', C' penom nogaoxK]ja HopMasia u3 tadaka A, B, C' Ha upaBoj p.
Tana cy npase AA’, BB, CC' napajenne, mna #a ocHoBy TajiecoBe Teopeme
UMaMO:

A
B’ R
A
Q c
C P
RA’
B/
C/
B C P
BP BB’
PC  CC’
cQ _ cc
QA AA
AR B AA
RB BB’
Cnemn na je

BP CQ AR BB CC' AA

|H|:PO'QA'RB_CC/'AA/'BB/‘

Kako npaBa p ne cajp:ku nujeano reme tpoyriaa A, B, C jep 6u nnade Heka
ox Tadaka P, (), R 6uia Teme Tpoyriia, Ha ocHoBY IlarmoBe akcuome 3aK/bydy-
jemo ja miam TadHo JBe of Tadaka P, (), R npunajajy ogarosapajyhum jyxu-
va BC, C A, AB win uuje/ina off ibUX He npuiiajia ogarosapajyhoj ayxm. Axo
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@>O

Hip. Tadke (), R npumamajy pegom ayxuma C' A, AB, Baxu % <0, o
Ak

" > 0, ma je II < 0. Commano, ako tauke P, () npuraiajy peaoM IyKuMa
Bg, CA nwmm ako tauke P, R npunajajy pemom ayxuma BC, AB, cienu na
je Il < 0. Ako nujeana ox radaka P, (), R He npumnaga oarosapajyhoj myzKu

(BC,CA, AB), Baxu % < 0, gﬁ <0mn % < 0, na je nmonoso II < 0.
Bakspyayjemo na je II < 0 u |II| =1, na je IT = —1.

=, Q
R
Q
B ¢ prPp B c P p
Hexka je II = —1. Osnauumo ca P’ NPECEHiy TauKy Ipane QR u upase
BC. Ha ocnoBy jeina ciesi Jia je % - %‘; : % = —1. Takobe, 1o
B
IIPETIIOCTABIINA je % . % . % = —1, nma ciesm j1a je g—% = %. OnaBre ciiegun
na je PP = P, na cy tauke P, (), R KonuHeapwe. m

Hamomena 5. /la 6u goka3u cMepoBa Yerune u Menesajese Teopeme
OuJn J10 Kpaja KOpeKTHH, MopaJjii 6UCMO Jia JoKazkeMo J1a Tauke P’ mocroje,
Tj. y caydajy 1° Uesune Teopeme jja AS u BC' mucy napajesse, y caydajy
2° Yepune TeopeMe Ja mpaBa Koja cajpxku A u napasenna je ca BQ u CR
Huje napaJsenda ca BC, a y MenenajeBoj Teopemu ja npase QR u BC' aucy
napasiesie. Mehyrtum, To oie nehemo paguru.

Hamomena 6. Y Hekoj juTepaTypu ce ymecTo uspasa ,,deBuHa teopema’
Moke Hahm u u3pas ,,YeBaoBa Teopema’.
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6. Axo cy P,Q, R tauke y kojuma ymuucanu kpyr tpoyria ABC nomupyje
crpanunie BC,C'A, AB, nokazartu ja cy npase AP, BQ), C'R KOHKypeHTHe.

Pememe:
A

B r C

Heka je Il = % . % . %. Tanrentne jayx)u n3 tadaka A, B,C Ha

yrucasoMm Kpyry tpoyria AABC cy nonynapue (AQ = AR, BR = BP,
CP = CQ), na crenu jia je

BP CQ AR BR CP AQ

Il = . . — ) ) -1
= %a OA RB_PC QA RB

Tauke P,Q, R npunajnajy nyxuma BC,CA, AB, na ciegu jia je % > 0,

g% > 0mn % > 0. Onmaae 3akspydyjemo ga je II > 0, ma 36or |II] = 1

ciequ na je II = 1. Ha ocnoBy YeBune Teopeme 3aK/bydyjeMoO Jia IIpaBe
AP, BQ, C'R nupunajajy jeaaom npameny. C o63upom Ha 1O 11 ayxu BQ, CR
npuna/ajy yuyrpaiimoctn Tpoyria AABC, one ce ceky, Ima 3aK/bydyjeMo
na npase AP, BQ,CR upunajajy npaMeHy KOHKYPEHTHHUX IPaBUX, Tj. OHE
Cy KOHKYDEHTHe (CeKy e y jeJIHOj TaIKn).
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7. JlokazaTu Jia YKOJMKO IIOCTOje TadKe y KOjuMa OMCEKTPHCE CIIOJbAIlbIX
yriioBa Kox temena A, B, C' ceky npase oapehene HacnmpaMHUM CTpaHHIIaMa
tpoyria ABC', oHe cy KOoJuHeapHe.

Penieme:

Heka cy P, @, R pegom mpecedne Tadke CHMETPaJia CIOJbAIbUX yIJIOBa
kox temena A, B,C' tpoyria AABC ca npasuma BC,CA, AB. O3naunmo

II= % . %— . %. Ha ocnoBy Teopeme o cumeTpasu yria cjiean Ja je
BP  AB
PC — AC
cQ  CB
QA ~ BA
AR AC
RB ~ CB’

na je |lI| = 35 - 5% - 2% = 42 - <5 - 52 = 1. Kako cumerpaJie Cro/balmbux
YIJIOBa TPOYIJIA MPUIAJIAjy CIOJbAIIILOCTH TPOYIJIA, CACTH Ja HHUjeIHa Of

radaka P,Q, R we npunajna oiarosapajyhoj ayxu (BC,CA, AB), na cienn
Aaje%<0,%<OH1’%<O.I[aKJIe,H<OH\H[zl,najeH:—l.Ha

ocuoBy Menesajese Teopeme ciieqn Ja cy tadke P, (), R Koiuneapue.
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8. Jlokazatu ja Tauke P, (), R y KojuMa TaHT'€HTe OIMCAHOI Kpyra TPOyIJa
ABC'y meroBuM TeMeHNMa, CeKy IIpaBe ojpelene HacIpaMHUM CTpaHHUIaMa,
YKOJIMKO MOCTOje, TPUTAJIajy jeJIHO] TIPaBoj.

Penieme:

Q5

RS

Heka cy P,(Q, R pemom mpecedne Tadke TaHreHTun y temenmma A, B, C

tpoyriia AABC Ha meroom omnucanoMm Kpyry ca npasuma BC,CA; AB.
BP . CQ
PC QA
reruBe AB, na je nogaynapan ¢ nepudepujckum yriaom £ AC' B Hat TOM TeTH-

BoM. Ciresmt 1a je L PAB = L PCA(= £{BCA), axkako jeu LAPB = {CPA

(uctu yrao), cieau ga je APAB ~ APCA. Onasne je % = % = ﬁ—(Bj,
na cjaeau Jia je ]B;—g = % : ﬁ—g = (ﬁ—g)Q. Cmnano, LQBA = LACB (yrao
£Q) BA uzmehy tanrente (B u teruBe BA nogynapasn je ¢ nepudepujckum
yroom £ AC'B wag tom tetuoMm) u £ BQA = ABQC (uctu yrao), na je

CQ _ @B _ BC . CQ _ CQ BQ __ (BC\2

Konauno, {RCB = £BAC (yrao £RCB usmel)y tanreare RC u reru-
Be C'B noxynapan je ¢ nepudepujeckum yriaom £ BAC Haj TOM TETHBOM )

u £BRC = LARC (uctu yrao), na je ARAC ~ ARCB. Crequ na je

Oznaunmo I = : %. Yrao L PAB je yrao uamelhy tanrente PA u

o6



AR _ RC _ AC o AR _ AR CR _ (40
CR— RB _cB 1) R = Cr " ®B — \BC

_ BP CQ AR_(AB>2 (B_C’>2 (A_(J>2_1
~ PC QA RB \AC AB BC)

2
) . [Ipema Towme,

1]

Kaxko tanrenre AP, BQ, C'R npumajajy CrioJballliboCTH OMMCAHOT KPyTa TPO-
yriaa AABC, cinenn jta one npunajajy u crnospammoctu Tpoyria AABC, na
rauke P,(Q), R He npumnazajy oxaroapajyhum pyxuma BC,CA, AB. Ilpema

TOME, %<O, %i—<01/1%<0, ma je n II < 0. /lakne, [I = —1, na npema
MemnesrajeBoj Teopemu cieau ja cy tadke P, (), R komuHeapHe.

Hanomena 7. PazMoTpumo y KOM cJIy4ajy je HeKa OJ TAHT€HTH MTapaJie/THa
ca HACIPAMHOM CTPAHUIIOM, HIIP. Kaja je TanreHta y temeny A tpoyrira
AABC na meroBoM ommcaHoM Kpyry napasenna ca BC.

A

B C

Hasnauenu yrao uzmel)y ranrenre u reruse AB nojyjapan je ¢ nepude-
pujckum yriiom £ AC'B Haj TOM TETHBOM, a € Jpyre CTpaHe MOJLy/apaH je ¢
yriiom £ ABC jep ¢y TO yIJIOBH C TapaJjieTHIM KpaluMa. 3aK/bydyjeMo Jia
je LACB = LABC, na je tpoyrao ANABC' jennakokpaku ¢ ocaoBuiiom BC.
JlakJte, 3aj1aTak ce Morao pemasatu camo 3a Tpoyrioe AABC Koju Hucy
jeTHaKOKpaKH, jep WHade He MOCTOju HeKa o1 Tadaka P, Q) R.

Hedunumnuja 15. Heka cy P, Q, R, S deTupu pasjmanTe KoJMHeapHe TadKe.
[Tap Tauaka (P, Q) je xapmonujeku cupernyw ¢ napom tadaka (R, S) ako je
% = —% u tremo H (P, Q; R, S).

—0

P R Q S

Crenie Heke ocobuHE peJsaldje XapMOHHjCKe clpermyroctu. Hajmupe, Ta
penanuja je cumerpuana y caejgehem emuceiny. Axo je H(P, Q; R, S), onja je
H(P,Q;S,R), H(Q, P; R,S), H(Q, P; S, R), ogrocro HebUTaH je na Ju je y
muramy map (P, Q) wim nap (@, P), kao u ja Jqu je y nurawy nap (R,S)
wim nap (S, R). Takobe, ako je H(P,Q; R, S), ouga je H(R,S; P,Q), 1j. ako
je map (P, Q) xapmonujcku cuperayT ¢ napom (R, S), ouna je u map (R, .S)
XapMOHUjCKH crperayT ¢ napoM (P, Q). lokaxkumo oBe ocobume.
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Axo je H(P,Q; R, S), ouna je % = —%. 3aMeHOM MecTa pa3JIoMIIMa
I

Ha JIEBOj U JIECHO] CTPaHU jeIHAKOCTH JI0OMjaMO 5= 5o mTo 1o jedu-

aunuju naje H(P,Q; S, R). Muoxemem Opojuiara u UMEHHJIANA C JIEBE 1
5o _pB

JlecHe cTpaHe jegHakocTu 6pojem —1 mgobujamo jia je T56 =  _pg OMHOCHO

Jia je % = —g%. Kaxko cy tauke P, (Q, R, S melhycobHO pasimanTe, HEje aH

0/l OBUX BEKTODa HUje HyJa BEKTOD, Ila HU OPOjeBH C JIEBE U JIeCHE CTPaHe

jemHakocTn Hucy jenHakn 0, IMITO 3HAYM JIa MOXKEMO y3eTH HBUXOBE MHBEp3e

% = —%Ps, a To 1o Jjedu-

iy 3uadn Ja je H(Q, P; S, R). [ToHOBHOM 3aMeHOM MecTa Pa3jioMIMa
Ha JIEBOj U JIECHO]j cTpanu jejnakoctu jobujamo H(Q, P; R, S).

Axo je H(P,Q; R, S), ouna je % = —% = \. Crequ na je ﬁ = )\]ﬁ u
ﬁ = —)\@ = )\Cﬁ . BexTopu ﬁ u ﬁ Cy KOJINHEAPHU U HUjEJAH O] ThUX

HUje HyJ/la BEKTOD, Ia cjiean Ja je A 7 0 U ImOCTOju OJTHOC THX BEKTOpa KOju

n onm he takohe 6utn jegnaku. lobujamo ja je

s RP _ —PE _ —ARG _ _ RQ - ,
je jenmax T5 = 7t = SF = —oF. Cnemn na je H(R,S; P, Q?.
Hasbe, ako cy P,(Q), R tpu pa3ne KojauHeapue Ttadke u R Huje cpeaurire

ayxu PQ, Tama moctoju jenmHCTBeHA Tadka S TakBa na je H(P,Q; R, S).

Bawncra, Taga je % ¢ {0,1}, ma nocroju jesumHCTBEHA Tadka S TakBa Jia je

Ps PR PR

5 = (360r —% # —1 ciene mocTojarbe W jeMHCTBEHOCT Tadke S).

P
R
360r —% # 0 cnenu nma je S pasnuunrta o P, a HapaBHO Mopa OUTH U
S#Qu S # R, na je zaucra H(P,Q; R, S).
Axoje H(P,Q; R, S), onia Baxku TavHo jeiaH o paciopeia Tadaka B( P, R, Q))
u B(P, S, Q). 3aucra, uz H(P,Q; R, S) creau % = —% = ). Kako 360r pa-
samauTocTn Tadaka P,Q), R, S Baxu A # 0, cienm 1a je TadHO jeJaH OJf

PR P3S P

OMHOCA £ 11 <5 HOSHTHBAH (npyru je HapaBHO HeraTuBaH). AKo je % >0,

OHJIIA, je % < 0, ma BaxKu B(P, R, Q) 1 HE BazKN B(P7 S7Q) Axo je % <0,

OHJIA je % > 0, ma Baxu B(P,S,Q) u ue saxku B(P, R, Q). IIpema Tome,

BayKM TAYHO jeJlaH o1 pacrnopesa tadaka B(P, R, Q) u B(P, S, Q).
Hedunncahemo n XapMOHHUjCKY CIIDETHYTOCT I1apOBa IPABHX.

Hednannmja 16. Heka nipase a, b, ¢, d npunajiajy jeanom mpaveny. Kaxemo
na je map (a,b) zapmonujcku cupernyw ¢ mapoM (¢, d) ako MoCTOju MpaBa p
rakBa ga je pNa = {A}, pNb={B}, pnec={C}, pnd={D} n Baxu
H(A, B; C, D). Tana numemo H(a, b; c,d).
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Jla 6u nedunummja 6maa KOpeKTHa, TpebdaJso Ou JJoKa3aTu jia 0Ba 0COOMHA
He 3aBucu oj1 m3bopa mpase p. To nehemo pajuru. Hasemhemo camo jemany
ocobuny 6e3 mokaza. AKo ¢y a, b, ¢, d npaBe KOHKYPEHTHOI paMeHa (KOHKY-
pentHe npase) u ¢ L d, Baxu H(a,b;c,d) ako u camo cy ¢ u d cumerpasie
yIJIOBa Koju Trpajie mpase a u b (nma ux jBa u Tpeba ja ¢ Gyle cumerpasa
jestHOT O BBIX, a d cuMmeTpaJia OHOT JIPYTOr).

300r joKa3aHe CUMETPUIHOCTH peJIallije XapMOHWjCKe CIIPErHyTOCTH ITa-
poBa Tavdaka, CJaeJd W CUMETPUIHOCT pesallije XapMOHU]CKe CIIPErHyTOCTH
naposa npasux. Takobe, decto ymecro ,map (P,()) je XapMOHUjCKHU CIIper-
HyT ¢ napom (R, S)” wmu ,maposu (P,Q) u (R,S) cy XapMOHUjCKHU CIIPErHY-
™’ KaxkeMmo u ,tadke P, (), R, S cy xapmonujcku crperuyre’. CJIUIHO, 1€CTO
KaxKeMo ,T1ipaBe a, b, ¢, d cy XapMOHU]CKH CIIPErHyTe .
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9. Heka cy S, S,, S, S. npojeximje Tauaxa S, Sy, Sy, S. Ha 1npasy onpeheny
sucunom AA’ tpoyria ABC, a E upojeknuja E na npasy AC. Jlokazaru:

a) H(Aa Ea Sa Sa)v H(Ay A/;gws_a)a %(AaE;Q7Qa)7 H(A/aEv Pa Pa);
b) H(Aa Fa 86750)7 H(A,aFa Pbapc)) H<A7A/a§b7§c)

Penieme:
A

Qa

Sa

Sa

a) Tauke S,S, cy pejioM IEHTAp YINUCAHOI ¥ CIIOJba YIMHUCAHOT Kpyra KOju
nonupyje crpanuity BC, a tauka E je mpecedna Tadka cuMeTpalie yHYTpa-
mer yria koj remena A u (macupamue) crpanuie BC. Ha ocuoBy Teopeme
o cumerpasm yria (1. 3amarka) cienn AS : SE = AS, : S,E(= AC : CE).

Taxobe, kako Baxku pacropes Tadaka B(A, S, E, S,) ciaenn ma cy ogHocH ?%

u %— CYIIPOTHUX 3HAKOBA, I1a BAXKH ?% = —%, 1j. H(A, E;S,S,).

CaJsta hemo jrokazaTu jia ce HOPMAJTHUM [TPOjJEKTOBAEM TyBa XapMOHMU]-
cka crpernyToct tadaka. Tauxe A, S, E, S, ce npojextyjy y Tauxe A, S, A’, S,
u noxazyjemo na u3s H(A, E; S, S,) cnenn H(A, A’ S, S,). Baxu SS L AA,
EA" 1 AA' u S,S, L AA', na cremm na je SS || EA” || SoS,, ma Tamecosa
teopema jaje AS : SA' = AS : SE = AS, : S,E = AS, : S,A’. Hopmaiso

[POJEKTOBaME 1yBa Paclope/] Tavaka, ia u3 pacrnope/a radaka B(A, S, E, S,)
— —
5

3aKJbydyjeMo Jia Baxku pactopes tadaxa B(A, S, A, S,). Cnenn §=A§ = —%,

na je H(A, A S, S,).
CaJa KaJia 3HAMO J1a HOPMAJIHO IPOjeKTOBAIbe UyBa XapMOHH]CKY CIIPer-
HyToct Tadaka, w3 H(A, E;S,S,) nupekrao crenu H(A, F;Q,Q,), Kao u
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H(A',E; P, P,). Baucra, Tauke A, S, E, S, upojexryjy ce y Tauke A, Q, E,Q,
na npasoj AC u y tauke A’, P, F, P, na upasoj BC' (nentpu S, S, ynucanor
U CII0Jba, YITUCAHOT KPyTa MPOJjeKTY]y ce PEJOM Y JIO/INPHE TauKe TUX KPYyToBa
u ofrosapajyhe crpaHuiie, OJHOCHO IIpaBe Koja je cajp:Ku; Jakie, S ce mpo-
jekryje y ( na crpanuriu AC' u'y P na crpanuru BC, a S, y (), Ha 1paBoj
AC n 'y P, na crpanunu B(C'), na cjejie TpayKeHe peJanuje.

_ S
6) Sbc o b
A
S. -
Se
F P, B A c P,

Tauke Sy, S, Cy LEHTPHU CIO/bA YIUCAHUX KPYTrOBa KOJU JOAUPY]Y PEIOM
crpanune AC, AB, a tauka F je upecedHa Tadka CUMeTPaJe CIOJbaIlher
yria koj temena A u (macupamue) crpanurie BC. Ha ocuoBy Teopeme o
cumerpasm yrua (1. samarka) crenn AS, : S.F = ASy : SyF (= AB : BF).
VY zasucHoctn of Tora ga yim je AB < AC nwim AB > AC' Baxku pacriopej
B(F,S., A, Sy) nu pactiopen B(F, Sy, A, S.) (ne moxe 6utu AB = AC, jep
je Tajia cuMeTpaJia CIoJballiber yIiia, K% TeMera A napagensa ¢ npasom BC
o He mocToju Tadka F), ma cy omHoCH 22% u 45 cympoTHHX 3HAKOBA. JlaKie
- A_S{ ), ma cy oHocH L2 £55 cynp Haxre,
ST s A BaKH H(A, F; S, Se).

Hopwmasamm nipojektoBamem tauke F, S., A, S, TPOjeKkTyjy ce y Tadke
F, P, A’, P, na npasoj BC u y rauke A’ S,, A, S, ua npasoj AA’, na u3
H(A, F; Sy, S.) cnene H(A, F; Py, P.) u H(A, A’; Sy, S.).
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10. Baxu H(P,Q; R, S) ako u camo ako mocroje derupu tauke A, B, C, D
takBe na Baxku ABNCD = {P}, BCNAD = {Q}, PQnN AC = {R},
PQNBD ={S}.

Penieme:

Heka cy A, B,C, D derupu pa3He Tadyke y paBHU M HeKa IIOCTOje TadKe
{P} =ABNCD, {Q} = BOCNAD, {R} = PQnN AC, {S} = PQ N BD.
[Tocmarpajmo Tpoyrao APQC, tauke R, B, D peioM Ha HEroBUM CTPAHU-
nama PQ,QC, CP un tauky S na npasoj PQ. [Ipase PB,QD,CR cexy ce y

Tadkn A, a oHe npuraajy jeanom npameny. IIpema YeBunoj reopemu ciien

PR QB  CD

a je 76 B¢ DE 1. Takobhe, Tauke S, B, D cy kojauneapHe, 1a je mpemMa
MemnestajeBoj Teopemu % . % : % = —1. Cireqn j1a je % = Z% . % = —%,
na Baxu H(P,Q; R, S).

|

LEECAN

Heka cy P,Q, R, S xapmonujcku cupernyre tadke (Baxu H(P,Q; R, S5)).
Oznaunmo ca p npaBy Koja cagpxku tadke P, @), R, S. Tpeba npornahu neke
getupu tatuke A, B, C, D y HeKOj paBHU KOja CaJIPXKK IPABY P TAKO Jla BaXKN
{P} = ABNCD, {Q} = BCNAD, {R} = PQ N AC, {S} = PQ N BD.
Orabepumo TpousBOJbHY HpaBy | Koja cajp:Ku Tadyky S U pas3InduTa je O
IpaBe p u ojlabepuMo Ha 0] ITPOU3BOJbHE JBE pas3He Tadyke B, [ paznuaure
on Tauke S takee qa PB }f QD u PD }f QB (y6p3o hemo Buigern 3amito
MOpaMo HaMeTHYTH Oalll oBa JiBa ycsioBa). Kako kemnMo j1a oabepemMo Tadke
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A, C rako na 6yne {P} = ABNCD u {Q} = BCNAD, nobujamo na tauka A
Mopa npunajaru npasuMa PBu QD u ga tauka C' Mopa IpuIia aTi IpaBuMa
PD u @QB. U3 tux pasnora ueka je {A} = PBNQD u {C} = PDNQB
(makste, Mmopamo HameTHyTH ycsiose PB Jf QD u PD }f QB na 6u mocrojasu
[PEeCeIy TUX MPaBHX ).

Caga nmamo dgetupu tadke A, B, C, D u Tpeba joIr nmpoBepuTH 1a Jn je
(P} = ABNCD, {Q} = BCNAD, {R} = PQNAC, {S} = PQNBD. Tpse
JIBE jeTHAKOCTH BaxKke jep cmo bupasin tauke A, C' taxo ja one Baxke. Taxobe,
Bazkn u deTBpra jeanakoct ({S} = PQ N BD) jep cMo Tako Gupasm Tadke
B, D. Tpeba jorr nposeputn ja qu je {R} = PQ N AC. O3Haunmo mpecek
npasux PQ u AC ca R'. Ha octosy jgena caenn fna Baxku H(P, Q; R, S),

Y
OJTHOCHO % = —%. [To npernocrasiu Bazku u H (P, Q; R, S), 0HOCHO % =
Y4
—%. Jlaxkne, ciaean % = % =k, na je P(j = P§+ R(f) = k}ﬁ + }@ =

> rd rd g _—%
(k + 1)RQ, amn u PO = PR + RO = kRQ + RO = (k+ )RO, e je
R’ = R. Ilpema Tome, Bakn u { R} = PQ N AC.
Hedunumuja 17. Heka cy A, B, C' Tpu xkonuHeapue taduke. /ledpururremo
uspasz AB - AC' va cienehn HaunH:

@.@: AB-AC,  ako 'HI/IJe B(B,A,C)
—AB - AC, axo jecre B(B, A,C)

11. Axo cy A, B,C, D pazue xkonuneapue taduke, a O cpejpuiire jnyxu AB,
taja Baxku H(A, B;C, D) <= AO? = OC - OD.

Pememe: Jlako ce nmpopepaBa jia uspa3s jiecbunucan y jgebpuHunuju 17 cy-
IITHHCKU TIPEJICTaB/ba CKAJapPHU IIPOU3BOJI KOJUHEAPHUX BEKTOpa. 3aucTa,

ako muje B(B,A,C), ouna je cos £L(AB,AC") = cos0 = 1, ma mobujamo
AB - AC = ||1ﬁ|| : ||/@|| = AB - AC, a axo jecre B(B,A,C), ouna je
COSK(/@,/@) =cosm = —1, na je AB.AC = —H/@H : ||1@|| =—-AB-AC.

H(A,B;C,D) < g:% - —%

e AC.DB=-AD-CB.
— (A0 +0C)- (DO +OB) = —(A0 + OD) - (CO + OB)

(0BJIe KOPUCTUMO JUCTPUOYTUBHOCT , MHOXKEHa” Y OJIHOCY Ha cabupame BeK-

Topa)
s A0-DO+A0-0B+0C-DO+0C 0B =
— —40.C0—-A40-0B-0D-CO-0D 0B
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—=
Cajta nckopucTuMo J1a je @ = O? n ja 3a cBako X, Y Baxum —XY = ﬁ

— —0B-OD+0B-0B—0C-0D+0C-0B
— 0B-0C—-0B-0OB+0D-0C—0D-0B

— 2032:207-0?
e OB’=0C.-0D
e A02=0C-0D.

12. Axko ¢y A, B,C, D pasne Tauke npase p, O Tadka BaH Te npaBe, F u F
TavdKe y KOjuMa IpaBa Koja cajipxku tadky B u mapasenna je OA ceae OC u
OD, nokazaru na Baxu H(A, B;C, D) <= B je cpenumire EF.

Penieme:

Ha ocuoBy TasiecoBe Teopeme ciemu ga je AC' : CB = AO : EB, xao u
AD : DB = AO : BF, na je

AC :CB=AD: DB <= AO: EB = AO : BF < EB = BF.

Ho npernocrapiu ¢y A, B,C, D pa3He Tauke IpaBe p, Ia je 1@ k/@
= lz@, 3a meke k,l ¢ {0,1}, npu gemy je k # [. Hakie, 1@ =

1@4—@ —k@%—k@ naje (1 —k )@:k@ O,ZLHOCHO% £

Crmano je % = = KaKo Je k # 1, ounma je k — kl # | — kl, ogHoCHO

k(1—1) # l[(1—k), na je 12 # 5. Onasze ciemn na je AC : CB = AD : DB
moryhe camo y ciydajy ja je % = —5:% Taxe,

H(A, B;C,D) <= AC : CB = AD : DB < EB = BF.

Jla 6u oBO OMJIO €KBUBAJIEHTHO ca TUMe Jia je B cpemumire ayxu FF'| tpeba
caMo IPOBEPUTH Jia Jiu ¢y Tauke F, F' pasymante. Ako 6u 6uio ' = F', onna
ou npase OC u OD 6uie ucre, a Kako ce Tadka () Ha/Ia3u BaH IIpaBe P Koja
caapxu C, D cinemnno 6u ga je C = D, mTo je y CyIpOTHOCTH C YCJIOBOM
saytatka. Jlakme, E # F, na je saucra FB = BF <= B je cpequmte EF.
[Ipema Tome, nokazaau cmo ga Baxu H(A, B; C, D) <= B je cpenumre EF.

64



13. (AmosonujeB kpyr) OjpeuTu CKyIl CBUX Tadaka y PABHU KOjUMa CY
pacTojama o1 JIBejy JaTUX TadaKa cpa3MepHa JaTUM HEIOIYIaPDHUM Ty KAMA.

Pemmeme:

Hexka cy m, n nBe mare nenojtyiapue jiyku u Heka cy A, B 1Be nate Tavuke.
Heka je O npousBospbHa Tavuka Ban mpase AB taksa ja je OA = m, Heka je
p upaBa napaJiensa npaoj OA koja cajapxku tadky B, mHeka cy K, L Tadke
mpase p ¢ pa3Hux crpana tadke B takse ja je BK = BL = n u neka cy C, D
npecedre tauke mpasux O K, OL ¢ npaBom AB. Ha ocuoBy TastecoBe Teopeme
cnemu ga je AC: CB = AO : BK = m :n = A0 : BL = AD : DB, na
tauke C, D npurnajajy TpaxKeHoM IeOMeTPUjcKOM MecTy [ Tadaka X TaKBUX
na je AX : XB = m : n. Hokaxumo na je tpaxkeno 'MT [ xpyr k maz
npeannkom CD.

X

: Heka je X € k mpomsBosbna Tadka kpyra k. Jlokaxkumo ma je AX :
XB =m : n. Ako ce Tauka X moksana ¢ HekoMm oj tadaka C, D, mokas je
zaspiren. Heka ce tauka X paziukyje o tadaka C, D. [locmarpajmo mipaBy
napaJiesiny mpaBoj AX Kpos3 Taduky B U 03HAUNMO IbEH IIPECceK ca IIpaBuMa
XC, XD penom ca E, F. Ha ocaoBy Tanecose teopeme je AX : BE = AC :
CB=m:n,kaouAX : BFF = AD: DB =m :n,nacnemn 1aje BE = BF,
Tj. ma je B cpemumre ayxu EF. Tpoyrao AEXF je npasoyriu, jep je
AEXF = LCXD = § xao nepudepujcku yrao HaJ npeanukom C'D. Kako
je B cpeaumre xunorenyse EF'| mMTO je yjeJIHO U IIEHTApP OIMUCAHOT KpyTra TOr
Tpoyria, 3uaun ja je BE = BF = BX, a xako je AX : BE = m : n, cienn
maje AX : XB=m:n.
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: Heka je X € [ nmpousBospbHa Tauka, Tj. Heka je X Taksa ja je AX :
XB =m :n u gokaxumo 1a X € k. Ako ce tauka X ITOKJala ¢ HEKOM O]
radaka C, D (mrro je moryhe, jep je AC : CB = AD : DB = m : n), 1oKa3 je
zaspriren. Heka ce tauka X pasnmkyje o tadaka C, D. [locmaTrpajmo moHOBO
npaBy mnapaJjenHy mnpaBoj AX Kpo3 Tauky B u 03HAUMMO HeH IIpecek ca
npasuma XC, XD pemom ca E, F. Ha ocuoBy TasecoBe Teopeme je AX :
BE = AC : CB=m :nuAX : BF = AD : DB = m : n, na 360r
AX : XB = m : n crequ ja je BE = BF = BX, 1j. 1a je B nenrtap
ormmcanor kpyra tpoyria AEXF. IIpema Tome, Taj Tpoyrao je mpaBoyrii,
1j. LEXF = 7. Tlomro je LCXD = LEXF, cienu jia je To nepudepujcku
yrao Haj npednnkom C'D, 1j. ma X mpumaga kpyry Haj npedaukom CD),
oxnocHo ma X € k.

Hedunumuja 18. Kpyr k u3 mperxomnor 3ajarka 308e ce Atosonujes xpyi.

Cras 3. Hexa je k(O,r) xpyt pashu o, P wavka we pasuu u A, B Upeceune
wavke xpyia k u upoussomme Tpase koja cagpocu wavky Pou uma 3ajeg-
HUNKUT Wavaka ¢ kKpyiom k (moorce butiu u wanienma, waga je A = B).

—
Bpegrocw uspasa PA - ﬁ He 3a6ucu 0g u3bopa e Upase.

Hoxka3: Pazimmkyjemo ciydajese Kajia je Tauka P Ha Kpyry, y CIIO/baIlbOCTH
KpyTa Wil y HBeroBoj YHYTPAITHhOCTH.

Axo je Tauka P nHa Kpyry k, oHZIa ce yBeK jeaHa oj1 Tadaka A, B mokjara
¢ taukoM P, na je PA-PB = 0= PO* —1? (jep je OP =r).
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Heka je Tauka P y crno/baiimocTu Kpyra k u Heka je P TanrenTa Tor
kpyra. Tpoyrmosu APTA uw APBT cy ciuann, jep je LTPA = {BPT u
LPTA = £PBT (yrao m3mely Tanrente u TeTuBe IOJyIapaH je mepude-
pujckom yriry Haj Tom Terusom). Creau na je PT : PB = PA : PT, j.
PA-PB = PT?. Kako je APTO npasoyrim, na ocuosy Ilutaropune Teope-
Me je PT? = PO? — OT? = PO? — r%. Takole, Kako je P y CHOJbaIILOCTH
KpyTa k., cienn na we Baxku B(A, P, B), na na ocuoBy jedununuje 17 Baxku
PA.PB=PA-PB=P0O*—r%

Hexka je Tauka Py yHyTpalmbhocT Kpyra k 1 HeKa ce pas/inKyje o/l IeHTpa
O. Tlocmatpajmo npaBy PO u o3HaunMo iheHe mpeceke ¢ kpyrom k ca C, D
tako Ja Baxu B(C,0, P, D). Tpoyrnosu APAC uw APDB cy caudsn, jep
je LPAC = LBAC = {BDC = ABDP un {PCA = {DCA = {DBA =
£DBP (nepudepujcku yriioBu HaJi HCTUM JIyKOBUMa cy noayaapuu). Crenn
nmaje PA: PD = PC:PB,1j. PA-PB=PC-PD=(PO+0C)-(OD —
PO) = (r+ PO) - (r — PO) = r? — PO? Kako je P rtauka y yHyTpaIlmhoCTH
kpyra k, caequ ga Baxku B(A, P, B), na na ocHoBy jgedwununuje 17 Baxkn
PA-PB=—PA-PB=—(1* — PO?) = PO? — 2,

Axo je P = O, ouna je PA = PB = r u Baxu B(A, P, B). Ilpema Tome,
PA-PB=—PA-PB =~ = PO?— 2 (jep je PO = 0).

[Ipema ToMe, y CBUM ciiydajeBUMa je ﬁl -PB = PO? —r?, mro 3na4n 1a

67



BPEJIHOCT TOT M3pa3a He 3aBUCHU O] M300pa Mpase Koja cajp:xu Tauky P. [

—
Hedunnnmja 19. Bpennocr uspaza PA - ﬁ(: PO?* — r?) nazusa ce To-
wenyujom tadke Py omuocy Ha Kpyr k(O,r) u obenexasa ce ca p(P, k).

N3 nedpununuje je jacno ja je norennuja tauke P Beha o nymne ako P
MIPUIIAJIa CIIOJBAIITIOCTH KpyTa k, je/THaKa HyJIM aKo IPUMa/ia KPyTy k, a Mama
0J1 HyJIe aKoO Ipunajia ynyrparrmoctn kKpyra k. Takohe, najmarmy moreHmujy
uMa Tauka O 1 OHa je jejHaka —7r2,

CraB 4. Ckyt ceur wauaka pasHu Koje uMajy jeguare TOWENUUIE Y 0gHOCY
na xpyiose ki(O1,11), ko(Oa,12) je upasa yupasna 1na tpacoj O10,.

Hedunannmja 20. IlpaBa u3 npeTxo/IHOT cTaBa Ha3UBA €€ UOWEHUUJAAHOM
WIA PAguKraNHoOM 0CoM KPyroBa ki u k.

AKo mMaMo Tpm Kpyra y paBHH, FbUXOBE paJKajIHe oce MPUIaIajy jes-
HOM IIpAMEHy, a aKo je y IHUTarby IpaMeH KOHKYPEHTHUX MPABUX, [IPECEIHA
TavKa Ce HA3UBA PAJUKAAHUM UECHTEPOM THX KpyroBa. Kako KOHCTpyucaTn
pajukasny ocy Kpyrosa ki(O1,71), ko(Oa,72)? AKO ce oHU ceKy y Tadkama
A, B, moreHnmja THX Tadaka y OJHOCY Ha oba Kpyra je HyJa, Ila OHe IIpHuIla-
Jlajy BUXOBO] pajmKaiaHoj ocu. Crenn Ja je pajuKaaHa oca yIpaBo IIpaBa
AB. Axo ce ki, ko momupyjy y Taukn A, mweHa MOTEHIWja y OJHOCY Ha 0ba
Kpyra je HyJa, 11a je paJuKaina oca Kpyrosa ki, ke IIpaBa Koja cajp:Ku TauKy
A u ynpasha je na 010, mMTO je 3ajelHUYIKa TaHTeHTa KPyrosa ki, ko v Hu-
x0BOj jomupHoj Tauku A. Axo kpyrosu ki, ks Hemajy 3ajelHUYUKNX Tadaka,
OHJ1a KOHCTpyHIeMo Kpyr k3(Os, r3) Takas Ja mweros meaTtap (O3 He IpUIiaia
npaBoj 010, u j1a cede Kpyrose ki, ky. 3aTUM KOHCTPYHUIIIEMO PaIUKAJIHE 0Ce
KpyroBa ki, ks u Kpyrosa ko, k3. Y HBUXOBOM IIPECEKY HaJIa3H Ce TadKa Koja
nMa jeJIHaKe MOTEeHIje y OJIHOCY Ha CBa TPU KPYyTa, OJHOCHO PaMKAHA [EH-
Tap Kpyrosa ki, ko, k3. Pajiukasina oca kpyrosa ki, ko je IpaBa Koja cajipKu
paJuKaJHK IeHTap Kpyrosa ki, ko, ks u yupasaa je Ha 010,.
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Hedbunnnnmja 21. Heka cy y paBuu jatu Kpyrosu ki, ko KOju ce CeKy 1 HeKa
cy ty,ty peJloM TaHTeHTe THX KPYyroBa y HEKO] OJ IPECedYHMX Tadaka. Yiao
usmehy kpyrosa ki, ko je yrao Koju rpaje tanrenre tq,ts. Ao je t; L t9, 3a
Kpyrose ky, ko KazkeMo ja cy MehycobHO nopmaany (Yupasru, opiotoHat)
n To o3HadaBaMo ca ki | ky. CimdaHO, ako cy y paBHU JaTh IIpaBa U KPyT
KOJU ce CeKy, yiao n3Mely mpase u Kpyra je yrao u3Mmely Te mpape u TaHreHTe
KpyTra y HEKOj O] IIPeCeIHnX Tadaka, a ako cy oHe MeljycobHo HopmaJine, oHa
Cy U Taj Kpyr u Ta mnpasa MelycoOHO Hopmaar.

Pasmorpumo kaJi cy KpyroBu, OJHOCHO KPYT' ¥ IpaBa, MehycoOHO HOP-
MaJTHU. 3HAMO JIa jeé TAHNe€HTa HEKOr Kpyra HOPpMaJIiHa Ha TOJIYyIIPEeIHUKY KOju
caJIpKu o mpHy Tadky. [lomro je Kom nopMaanux Kpyrosa ki, ko TanrenTa
t, kpyra kq y 1npecednoj Tauku I’ HOpMaJIHa Ha TAHTEHTH o Kpyra ko y TaUuKN
T u na nmonynpeunuxky O, Kpyra ki, cjeau fa je TaHTeHTa to 3alIpaBo IMpaBa
O,T', omHocHO Jta TaHreHTa to cajpxku 1entap O; kpyra ki. /lakie, Kpyrosu
ky, ko cy mehycoOHO HOpMAJIHU aKO M CAMO aKO Ce CeKy M TAHIeHTa jeJIHOT
0J1 KPYToBa y HEKOj OJ IPECEYHUX TadaKa CaJIpyKU IEHTap JAPYror KpPyra.
CrmaHo, TpaBa u KpyT Cy HOPMAaJTHH aKO M CaMO aKO IIpaBa CajpzKu IeHTap

KpyTa.
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14. Heka cy A, B,C, D konuneapue tauke takse Ja Baxu B(A,C, B, D) u
Heka je k Kpyr Haj npednukoM AB u [ OM1o Koju KPyr KOju CaJp:KU TadKe
C, D. Jlokazaru ja Baxku H(A, B;C,D) <=k L L.

Penieme:

Oszmaunmo ca O nenrtap kpyra k. Tauka O je u cpepumire ayxxu AB jep
je AB npeunuk kpyra k.
% Hexa Baxku H(A, B;C, D). Ha ocnosy 11. zamarka ciequ AO? =
O = p(O,l). Heka je Y nommpna Tadka HeKe TaHTeHTe Kpyra | u3
tauxke O. Taza je p(O,1) = OY? na je AO = OY, 1j. Y € k. [Ipema Tome,
kpyrosu k u [ ce cexy y tauku Y. Kako je OY ranrenta kpyra | y Tauku Y
u cajpxku nearap O kpyra k, ciean na je k L [.
: Heka je k L | n neka je Y jeana oj mpecedHuX Tadaka THX KPyrosa.
Tana je OY = AO. Tanrenra xkpyra [ y taukn Y cajpxku mearap O Kpyra
k, tj. OY je tanrenta kpyra [, na je p(O,l) = OY?. Jlakne, AO? = OY? =
p(O,1) = O? . @, na Ha ocHoBy 11. 3ayarka cienn ja Baxu H(A, B; C, D).
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15. Axo je (O, r) ommcanu kpyr, k(S, p) ymucarnu kpyr u kq(Sq, pa) croba
yrnucanu Kpyr koju jgojgupyje crparuity BC' maror tpoyria ABC, nokasaru
naje OS? =12 —2rpu OS? =r? + 2rp,.

Penieme:

[Torenmuje Tagaka S,.S, y 0dHOCY Ha OIMUCAHU KPYyT [ Cy jeJHaKe PeIoM

p(S,1) = SO* —r? u p(S,, 1) = S,0% — r?. Takolje, oBe norenuyje cy jeHaKe

s 2 -
p(S,1) =SA-SN =—-SA-SN u p(Ss, 1) = S,A- SN =S5,A-5,N. Ocraje
jomn na ce m3pauynajy SA- SN u S,A - S,N.

Younmo MomHOXK]ja HOpMaJa u3 Tadaka S, S, Ha mpaBoj AC, o3HAINMO
ux pesiom ca @, ), n younmo tauky M w3 Bemukor zamarka. mamo ja je
£SAQ = £S,AQ, = LNAC = ANMC (nepudepujcku HaJ| JIyKOM ]@) u
na cy yraosu £SQA, £S,Q.A u LNCM npasu (KL NCM je nepucdepujcku
nasi nipeanukom NM), na je £LSQA = £S,Q0,A = ANCM. Cunenn ja je
NASQ ~ NAS,Q, ~ AMNC, nmaje SA: NM =5Q : NCuS,A: NM =
S.Q. : NC. Muoxkemem 06ejy jennakoctu ca NM u NC nobujamo ja je
SA-NC=NM-5SQuS,A-NC =NM-5,Q,. Kako je NM = 2r, SQ = p,
SaQua = po 1 NC = SN = S,N (Benuku 3amarax, cras 6)), ciemu Ja je
SA-SN =2rpu S,A- SN = 2rp,.

Haxne, OS% —r? = —2rp u OS? —r? = 2rp,, na je OS? =r? —2rpu
0S? = r? + 2rp,, mWToO je u Tpebayo TOKA3ATH.
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16. IIpasa oxpehena Bucunom AD Tpoyria ABC' npejcraB/ba paJiuKaIHy
ocy KpyroBa KojuMa cy npednuiiu rexkuiine junauje BB u C'Cy Tor Tpoyriia.

Pememe:

By

Heka cy O, Oy penom cpeauinra Texkumunx jayxxku BBy, CCy. JoBo/bHO
je mokazaru ga je AD 1L 0109 u ga Tauka A uMa jeJHake MOTEHIU]e Y OIHO-
cy Ha Kpyrose ki(O1,01B), ka(Oz, 05C'). Tauke By, C) cy peioM CpejmIira
crpanrutia AC, AB, na je B1C} cpenma aunnja Tpoyria AABC, mro 3Ha4Mn
na je B1C || BC. Tlpema tome, BC'CY By je Hekonsekcan Tpanes, na je 010,
eroBa cpeitha Junuja, mro 3uaun jga je 010, || BC. C npyre crpane, Baxun
AD 1 BC, na cnemu ga je AD 1 010,.

Axo je yrao L BAC upas, onja tatka A npunaja Kpyrosuma ki, ko, jep
je ABAC = {BAB; = LC1AC, na cy 10 oHjia ntepudepujcKn yIiIOBU Ha/I
npeununuma BBy, CC, tux Kpyrosa. Y TOM CJIydajy Cy HOTEHIIHje TadKe
Ay omnocy Ha Kpyrose ki, ko Hysa, ma cy jennake. Heka yrao £ BAC wu-
je mpas. O3nauumo ca By Jpyry npecedny Tadky kpyra ki u npase AB u
ca Cy npyry mpecedny Tadky kpyra ke u npase AC. Yrao £ BB,B; je te-
pudepujcku Haj npedHuKoM BBy kpyra ky, a yrao LCCyC) je nepucepuj-
cku wHay mpeaankom C'Ch kpyra kg, ma cy To mpasu yrioBu. Cremnm jga cy
u yrinoeu £ AByBy, L AC5CY npasu. Jlakie, tpoyrimosu AABs By, AAC,Ch
uMajy JBa napa mojyjgapHux yriosa (yrioBu Ko TeMena A ce moksamnajy n
£ABsB; = LACCy = 90°), na cy canunu. [Ipema Tome, nobujamo ja je
AB;y : ACy = AB; : AC,. Tauke By, C; cy cpemurra crpannia AC, AB, Tj.
Baxku AB; = %,ACl = ATB, na je AB; : ACy = % : ATB = AC : AB, mro
saadn ja je ABy 0 ACy = AC' : AB, 1j. ABy- AB = AC, - AC. Ako je yrao
£BAC omrap, ouna je p(A, k) = ABy - AB u p(A, ky) = ACy - AC, ma cy
noreniyje jeanake. Axo je oBaj yrao Ty, ouga je p(A, k1) = —ABy - AB n
p(A, ke) = —ACy - AC, a ¢y u y oBoM ciiydajy norenruje jeaaake. Ipema
tome, paBa AD je pagukasaHa oca kKpyrosa ki, ks.
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3 KoHcTpykTuUBHU 3aa1iu

Y KOHCTPYKTHUBHUM 3aJIallIMa Ce TPayK! JIa JICEbUPOM U IeCTapoOM KOH-
crpywuiiiemo hUrypy y paBHH Koja HCIybhaBa ojpehena cojcTsa. Hasemmmo
OCHOBHE KOHCTPYKIIHje KOje MOXKEeMO MU3BPIIUTHU JIEHUPOM U IIECTAPOM.
Jlewmup: /lemupom MOKeMO KOHCTPYHCATH IIPABY KOja CaJIpyKU JIBE JlaTe pa-
3HE TadKe, 3aTUM IIOJIyIIPaBy KOja CAJIP:KM JIBE JaTe pa3He TadKe Tako JIa
jesHa oJ1 BUX OyJ/ie HeHO TeMe Kao W JIy»K dhja Cy TeMeHa JBe JlaTe pa3He
TadKe.

IMTecrap: [Ilecrapom MoxKeMO KOHCTpyHCATH KPYT YUjU je IEHTap jaTa Ta-
YKa U MMOJIYIIPETHHK JIaTa JTy2K, Kao U OWJIO KOju JIyK TOT' KpyTa.

OBaj crmcak KOHCTPYKIMja je BeoMa CHpOMAIaH. Y KOJIMKO OUCMO CBaKYy
CJIOZKEHY KOHCTPYKIIA]Y MOpAaJIU Jia CBOJMMO Ha OCHOBHE, PEIlerha 3a/laTaKa
Ou ce HEmoTpPeOHO KOMILIMKOBAJIA, I1a 3aTO IPOIIUPYjEMO CIUCAK OCHOBHUX
KOHCTPYKIIMja CIUCKOM eJIeMEHTapHUX KOHCTPYKIHja, Koje hemo cMaTparu
o3HaTuM u HeheMo MX CBOJIUTH Ha OCHOBHE:

— KOHCTPYKIIHja JIy2KHU TO/LyJIlapHe JIaTo] JIYKU;

— KOHCTDPYKIIUja YTIJIa MOy IapHOT JIATOM YTJIY;

— KOHCTDYKIIHja MeJinjaTpuce JIyzKH,;

— IpOHAJIAYKEHE CPEJUITa Ty KM,

— KOHCTPYKIUja OMCEeKTpHCe yIJIa;

— KOHCTDPYKIIHja TTPABOT yIJIa U HOpMaJie U3 TadyKe Ha MPaBoj;

— KOHCTPYKIIMja MapaJseHuX npaBux (HOIyIpaBuX, JyKN);

— KOHCTDPYKIIHja TAHT€HTE JaTOr Kpyra U3 jare Tadyke;

— KOHCTpYyKInja reomerpujckor Mecrta Tadaka (I'MT) u3 kojux ce gara jayx
BUJIU TIOJT JIATUM YTJIOM;

— T0JIeJIa JlaTe JIYXKHM Ha N HOJyJdapHuX Jayzku, rie je n € N mpousBosban
pUpoan Opoj;

— KOHCTPYKIIHja TPOYyTJIa KOMe Cy:

® CTpaHWIle MOy IapHe JATUM Ty KIMA;

e J[Be CTpaHWIlEe U HUMa 3axBaheHU yrao MoJly/IapHU JIaTUM JIy’KUMa U
JIATOM YTUIY;

® je/lHa CTPAHUIA U Ha O] HaJElVId YIVIOBU MOJYJAAapHU JIaTO] JIYKU U
JIATHM YTJIOBUMA;

e JIBE CTPAHUIIE U yrao HACIIPpAM jeJTHe O] IbUX MOIYIaPHU JATUM JTY2KIMa,
1 JIATOM YIJIy, IIPDU 9eMy je IIO3HATO Jia JIU je yrao HaclpaM JpyTe CTPaHUIle
omITap, 1paB Wi TYII,

® je/lHa CTPAHUIIA, yrao HACIIPAM Ibe U jeJaH OJI yIJIOBa HAJIEIVIUX Ha FhOj
MOJTYJIAPHY JIATO] /YK U JIATUM YIJIOBUMA.

Ciiesie meTa/bHM ONKCH CBaKe O] eJIEMEHTapHUX KOHCTPYKIIH]A.
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KoHcTpykirja ay>ku IIOayIapHE 1aTOoj JIyXKU
d

\ )
A |B JZ

Oznaummo ca A TPOU3BOJBHY TAYKY U KOHCTPYHUIITIMO IIPOU3BOJBHY ITOJTY-
npaBy Ap uuje je teme Tauka A. Korcrpyummnmo KpyzKHE JIYK C IIEHTPOM Yy
TauKu A 9Hju je MOoyIpedHnK ayK d. Y IpeceKy Tor JiyKa U HoJyrnpase Ap
o3HaunMo Tadky B u ay:x AB je momymapHa JyxKu d.

KoHcTpykija yriia mo/IyZiapHOT JaTOM YTJIy

b

@) P p

Oznauumo ca O TPpOU3BOJbHY TauKy U KOHCTPYHUIITUMO IIPOU3BOJBbHY ITOJTY-
upaBy Op dmje je Teme tadka . Koncrpyummmmo IyK [ ¢ IEHTPOM y TAdKH
O TpOM3BOJLHOI MOJIYIIPETHUKA U O3HAYNMO ca P mpecedny Tadky TOr JiyKa
u noynpase Op. Ha marom yriny £aXb korcrpyummmo jiyk ¢ meaTpoM y X
nostynipeunnka OP o kpaka Xa 0 kpaka Xb. [Ipeceune Tadke Tor jyka
¢ kpanuma Xa, Xb osmagumo pejom ca A, B. Koncrpyummmmo cama JIyK ¢
neHTpoM y P nonynpednnka AB 1y IpeceKy ¢ JIyKOM | 03HAYUMO Taduky ().
Koncrpyummumo nosytipaBy Oq ¢ temenom O Koja caJipKu Taduky () u yrao
£pQOq je monynapan yriy £LaXb.
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KoHcTpykimja MeaujaTpuce Iy>Ku; IPOHATAYXKEHE CPEIUINTA Ty KU

X

Koncrpyummmumo ¢ obe crpaHe IpaBe Koja CaJpKu JaTy JIyzK 110 jejlaH
JIVK C TIEHTPOM Y jeTHOM TeMeHY JIyzKW, & TIOTOM U TI0 JeJlaH JIYK C TIEHTPOM Y
JIDYTOM TeMeHY JIyzKU, IIPU YeMy CY MOJIYIIPETHUIN TUX JIYKOBA MOy IapHU 1
Behu cy oz mostoBuHe Jare JayzKku (Jga GUCMO MMaJU JIBe [PecedHe TadKe THX
aykoBa). KoHcTpyumumo mpaBy Koja [mpojia3u Kpo3 Te IpecevHe Tavuke U OHa
je MeaumjaTpuca Te JyXKHu. Y MPECceKy JIy’KU U IbeHe MeJIMjaTpuce HaJIa3u ce
CPEJIUIITE T€ TyZKU.

Koncrpykija q6I/I(IeKTpI/Ice yrJia

p

Koncrpyummmmo JyK ¢ HMEHTPOM y TeMeHY yTJia, MPOU3BOJHHOI MOJIyIIpe-
YHUKAa, OJ1 JeTHOT JI0 JIpYyToT Kpaka yria. KoHCTpyuImmMo qy»K anja cy TeMeHa
IpecevyHe Tadke TOr JIyKa U KpaKoBa yIJla, KOHCTPYHUIIUMO IOJIYIIPaBy duje je
TeMe TeMe yIJla U KOja IpUIlajia MeJIujaTpUCcH Te JIy2KHU 1 OHa je buceKTpuca
TOT yTJIA.
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KoHcTpyKIja mpaBor yrjia U1 HopMaJjie U3 TadyKe Ha MMPaBoj
q

O

1IN
0]

Heka je mara mpasa p u tauka O. Koncrpyumumo ayk ¢ mearpom O mo-
BOJBHO BEJIMKOT ITOJIYIPEUHMKA TAaKO Ja IIpecede IpaBy P y JBeMa TadKaMa.
KoncTpyummmo MeaujaTpucy AyzKu duja cy TeMeHa IIpecedHe Tadke TOr JIy-
Ka ¥ IIpaBe p M OHa je HopMaJa Ha p u3 Tadke (J. 3a KOHCTPYKIH]y IPaBOT
yrJjia JJOBOJBHO je KOHCTPYHUCATH OMCEKTPUCY Ma KOI' OIPYKEHOT yIJIA.

KoucTpykiimja nmapajie;THUX mpaBux
T

[ a

\d 1

1N

0 7
d

------ T —

Heka je nara mpasa p. /la Gucmo KoHcTpyucasu mpaBy ¢ Koja je napaJsiena
ca p, KOHCTPYHUIIUMO IPBO HOPMAaJIy 7T Ha IIpaBOj p y HEKO] NPOU3BOJHHO]
taukn (O, a 3aTUM KOHCTPYUIIIMO HOPMAJIY ¢ HA IPABO] 7. Y KOJUKO YKEJIMMO
na ipaBa q Oy/ie Ha pactojamy d o pase p (d je nara ay»K), KOHCTDYHUIIIMO
iy OA Koja je nmogynapra Jy»Ku d U KOHCTPYHUITAMO HOPMAJTy ¢ Ha IIPaBoj
ry raukun A. Tana je ¢ || p u Hamasu ce Ha pacrojamy d o mbe.

[Tpumernmo ma mocroje nBe moryhHocTu 3a Tadky A, ma mocroje u jiBe
MoryhHoCTH 3a IpaBy ¢. ¥ KOJIMKO HaM je TIOTPeOHO Jia ce OJTyINMO 3a jeJIHY
0/J1 IbUX, HAMETHEMO JIOJIATHHU YCJIOB KOjH KeJbeHa IIpaBa ¢ Tpeda j1a 3a/10BOJbH
u oH he HAM JaTH jeJIMHCTBEH U300p.
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KoHcTpykIja TaHTeHTe JaTOTr Kpyra U3 JaTe TadkKe

Axko je Tauka A y crniospaimmocTu Kpyra k, ozaadnmo ¢ O nienrap kpyra k
U KOHCTPYHIIIUMO Kpyr Haji npednukom AO (mieHtap My je cpejuiinre JyKu
AO ¥ HOMYNPEUYHUK My je JiyK 4duja Cy TeMeHa TO CPEeJUIITe U Tadka A).
VY mpeceky Tor Kpyra u kpyra k ozHaunmo tadke M, N. Ilpase AM, AN cy
TpaykeHe TaHIeHTe.

Axo je tauka A Ha Kpyry k, OH/Ia KOHCTPYUIIIUMO HOPMAJIY Ha MOJIyIIpe-
qnanky OA y tauku A.

Koucrpykimja reomerpujckor mecra tadaka (I'MT) u3 kojux ce
Jata ay»K BUJU 10, JJATUM yTJIOM

Heka je ¢ omrap yrao, Tj. Heka je ¢ < 7. Koncrpyummmo mosynpasy
Bl ¢ temenom B TtakBy ja je £ ABl = ¢ u KOHCTPYHUIIIUMO HOPMAJIy 71 Ha
nostynipaBoj Bl y maukm B. Koncrpyummmo cumerpasy jay:xku AB u Heka
je meH mpecek ¢ npaBoM n tadka O. Koncrpywurumo yyk [y ¢ nenrpom O
ox tauke A 5o Tauke B TakaB ja Baxku l1,O0 = AB. Heka je S cpemurire
nyxu AB. Koncrpyummmo jyx SO" nogynapuy jayxu SO TakBy Jia BaxKu

0,0’ + S u xoHCcTpyHUImmuMo JyK lo ¢ nearpom O' ox Ttauke A jgo Tauke B
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TakaB Ja Baxkn [y, O' = AB.

Yuuja nykoBa [ u ls jecte Tpazkeno I'MT, jep je mosynpasa Bl HOpMmaJiHa
Ha noyynpednnky OB Kpyra Koju caJip:Ku JIyK i, TIa je OHa TaHTeHTa U C
tetuBoM AB 3akiana yrao ¢. 3a npou3BosbHy Tauky X cjyka l; yrao L AX B
nepuepujcKu HaJl JTyKOM AB (koju HUje JiyK [ ) U oy Iapan je yriy usmehy
teruBe AB u tanrenTe Bl, 0JIHOCHO YTy 0, a OHJIa 3001 CHMETPHje UCTO BAZKN
" 3a JIYK ls.

Hamomennmo ja Tauka O Huje npecek nosynpase Bl u Meaujarpuce JIy-

xn AB.

Heka je cagia o npas yrao, Tj. ¢ = 7. Koncrpyummmo Kpyr | HaJt IpevHn-
koM AB u 10 je tpazxkeno 'MT (3a cBako X € [ yrao £ AX B je nepucdepujckn
HaJ1 IpedHuKoM AB, ma je mpas, Tj. HOJyapaH je yriy ¢).

o}
L

l

Konauno, axo je ¢ Tym yrao, Tj. ¢ > 7, KOHCTPYKIUja HJIe CIIIHO Kao y
npBoM cirydajy (Kaza je o omrrap), ¢ THM 1ITo ymecto yciaosa [, O = AB u
Iy, 0" = AB umamo yeiose 1,0 - AB u ly, 0"+ AB.
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Ilonena pare ayku Ha N MOAYJAPHUX JIY>KU
p

A B1 Bg B3 Bn—l B

Heka je AB nmara jnyx. Korcrpyummumo mpou3Bo/bHy HOJIyIpaBy Ap pa-
3amauTy oj nonaynpase AB TakBy qa yrao £ BAp nuje oupyxken. Heka je
(1 mpon3BoJbHA TadKa Ha MoJIynpaBoj Ap pasmmanta o tatdke A m Heka Cy
Cy, Cs, ..., C, mauke Ha nosynpasoj Ap takse jga je B(A,Cy,Cy,...,Cy) u
ACT = 10y, = 0y 0y =2 ... =2 C,1C,. Koucrpyumumo npasy C,B u 3a-
TUM KOHCTPYHUIIUMO TIpaBe Koje cajpxke pejom tadke C, 1, ..., Cy, C] Koje
cy napaJjesne ca npasom C, B. Bbuxose npeceke ca nyxku AB o3HadnMo pe-
oM ca B,_1,..., By, By. Taga cy na ocnoBy TasecoBe Teopeme (1 meHHX
nociaeauna) ayxxu ABy, B1Bs, ..., B, 1B melycobHo nojyaaphe.

EsiemeHnTapHe KOHCTPYKIMje TPOYTJiOBa

[TpumeTnmo J1a cy yBeK JlaTh OHU €JIEMEHTH TPOYIJIa KOjU Ce jaBjbajy y
CraBoBuMa 0 TOAyIapHOCTH TPoyTyioBa. Passor je mro ce CtaBoBu KOpHCTe
Jla ce JOKayKe je/IMHCTBEHOCT pelllera, OJIHOCHO JIa aKO KOHCTPYHIIEMO JIBa
TakBa Tpoyr/ia (KojuMa cy oJroapajyhu ejemMeHTH jare Jy»Ku, OJHOCHO JIATH
YIJIOBH ), OHU MOPajy Ouru MehycobHO Moy apHu.

Koucrpykimja Tpoyryiia Kome cy gare cTpaHuie a,b, c

A B

Heka cy nmare nyxwu a, b, c. Koncrpyummmo nyxx AB Koja je momymapHa
JtyKu ¢. KoneTpyummmmo JIyk ¢ menTpom A mosrynpedanka b u JIyK ¢ IeHTPOM

B notynipednuka a. Y 1npeceky THX JIyKOBa 03Had9nMO Tadky C' u g00uIm cMo
tpoyrao AABC.
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KoHcTpykiija Tpoyrjia KoMe cy JIaTh cTpaHuIie b,c u yrao «

A B

Heka cy marm yrao a u ayxu b, c. Koncrpyumumo ayxxk AB koja je 1o-
nynapra ayxu c. Korcrpyumemo nosxynpaBy Ap takBy ma je L BAp = a.
Koncrpyurmmmo Jiyk ¢ meHTpoM A moJIyIpednnka b, y mpeceKy ¢ moJIympaBoM
Ap ozrauanmo tauky C' u go6mimm cmo Tpoyrao AABC.

KoHcTpykimja Tpoyryia KoMe Cy JaTH CTPAHUIIA ¢ M YIJIOBU «, [3
@

A B

Heka cy matu jayx ¢ u yruioBu «, . Koncrpyumumo nyxx AB koja je
nojtyapua Jayxku c. Koncrpyuimumo nosynpaBy Ap takBy ja je £ BAp = «
u nosrynpaBy Bq koja je ¢ ucre crpane npase AB ¢ Koje je u nosiynpasa Ap
u 3a Kojy Baxku £ ABq = (3. Y 1peceky THX HOJIyIpaBuX 03HaYMMO Tadky C'
u pobummu cmo Tpoyrao AABC.
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KoncTpykirja Tpoyryia KoMe cy JiaTh cTpaHuile b,c u yrao -y
C

C/

Heka cy matm yrao v m jayxwu b, ¢ u HeKa je MO3HATO Ja Jiu je yrao [3
omrrap, nmpas win Tyi. Korncrpyummmo iy AB Koja je mojyiapHaa JIyxKu c.
Koncrpyummumo 'MT [ u3 kojux ce qyxk AB Bumu o yriom . Koncrpyn-
mumo Kpyr k(A,b). ¥V npeceky kpyra k u I'MT [ osnatanmo ca C' ony Tadky
3a KOjy je yrao £ ABC' omrrap ako je [ omrrap, mpas ako je [ mpas, 0JITHOCHO
Ty ako je 3 tyn. Tako gobujamo tpoyrao ANABC.

Ako HEje TIO3HATO J1a JU je yrao [ omrrap, IpaB WM TYI, OHJa MOT'Y TO-
crojaru jBa Henoypaptaa Tpoyria AABC raksux jaje AB = ¢, { BAC = «
u AC =b. Ako je AC < AB, nobujena peremna buhe mel)ycobHO moymapHa
(Tasia ce KaxKe Jia je pellerhe jeIMHCTBEHO 0 Ha ToayaapHocT). Ako je AC >
AB, 6poj mehycobHO HenoyaapHuX pellerma Ouhe jeaHak Opojy MpecedHux
rauaka kpyna k(A,b) u jemwor ox aykosa I'MT [ (maxse, nocrojahe nsa
HEIO/Iy/IapHA PeIleiba aKO Ce OHU CEKY y JIBeMa Pa3HUM Tadkama, 1moctojahe
JEMHCTBEHO peNiehe JI0 Ha IOJIyapHOCT aKo ce OHU JIOJUPY]Y, Tj. CEKYy Y
jesHoj Tauky, a Helie GUTH perrera aKo OHU HeMajy IIPeCedHnX Tadaka).
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KoHcTpykija Tpoyryia KoMe Cy JaTH CTPAHUIIA ¢ U yTJIOBU (7
C

Heka cy marm myx ¢ m yrioeu «,y. Koncrpyumumo ayxxk AB koja je
noynapHa jgyxu c. Koncrpyurmmmo I'MT [ u3 kojux ce jay AB Buam 1o
yriom . Korcrpyurmmo nosynpaBy Ap takBy ja je L BAp = a. Y mweHoM
npeceky ca I'MT [ osmaunmo ca C' Tauky Koja HHje Tauka A u gobmjamo
tpoyrao ANABC.

[TocToju jorr enementapuux KoHcTpyKiuja. Heke o mwux hemo nasectn
y periemnuMa 3ajaraka. Cajga heMo n3ydnTn erarne y perraBamy 3ajaTaka u3
koHCcTpyKinja. Te erare cy Anammsa, Korcrpykimja, Jokas u JIuckycuja.

Amnasmnza je eralta KOHCTPYKTUBHOT 3aJaTKa y KOjOj e IPEeTIOCTaBA Jia
MMAaMO PeIlleH 33/1aTaK, Tj. Jla IMaMO KOHCTPYHUCAHy (pUTypy KOja UCITyHhaBa
ycsioBe 3ajarka P. 3aTuM TpasknMo HOBe yejoBe () Koje Ta ¢purypa 3a710B0-
JbaBa TIOMONY KOjUX ce OHa MOKe JIAKIIe KOHCTPYUCATU. YCJI0Be () N3BOIUMO
u3 ycaosa P, na naxiie nokasyjemo u P = Q).

KoHncrpykija je erana y K0joj IpUMEHOM KOHAYMHO MHOI'O OCHOBHUX U
eJIEeMeHTApHUX KOHCTPYKIIHja OIKCYjeMO KakKo Tpeba KOHCTpyucaTu (purypy
KOja 3aJI0BO/baBa ycjoBe () KOje CMO U3BeIN U3 3aJaThX ycjoBa P TOKOM
Amnasmze.

C ob3upoM Ha TO Jla je HAII 3aJaTakK OUO Jla KOHCTPYHUIIeMO (DUrypy
KOja 3aJ10BOJbaBa ycjoBe P, a mu cMmo y etanu KoHCTpyKIiinja KOHCTPYHCAIN
durypy koja 3aj10Bo/baBa ycjoBe (), cajia MOpaMoO JOKa3aTH A TaKO KOH-
crpyucana urypa 3aucra 3aJ0Bo/baBa MIOYETHE YCJIOBE 3aJIaTKa, Tj. YCIOBE
P. Tlpema Tome, y erarm JIokas jokazyjemo () = P. CBe mT0O MO HaBejn
y eranu Koncrpykimja emarpamo ja Baxku 10 Koucrpykrmju” (T1K).

Konauno, y eranu JIuckycuja ncnuryjeMo KOJIMKO OCTOju (huUrypa koje
3a/10BOJbaBajy YCJIOBE 3aJlaTKa y 3aBUCHOCTH OJ1 IbUX. VcrmuTajMo 1moj KojuM
je ycsioBuMa Moryhe m3BpIIUTH eJIeMeHTapHe KOHCTPYKIIAje TPOYTJIOBa.
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Tpoyrao kome cy JiaTe crpaHuiie a, b, c

A B

Axo cy nare crpanure a, b, ¢, HeorrxoHO je na ce gykosu 1 (A, b) u ly(B, a)
CeKy y TaduKu BaH JIy:ku AB, MTO ce jemaBa ako ce oJropapajyhum Kpyrosu
CeKy y JIBeMa TadkaMa. YCJIOB 3a 0BO je ja je |a — b| < AB < a + b, mro je
HO3HATHjE Kao HejeJHAKOCT TPOyIJIa 3a merose crpanuie. Jlakie, ako je a +
b>c,b+c>a,c+a> b, OCTOJU jeUHCTBEHO pelIebe 10 Ha MOJLYIapHOCT,
a y CyIpPOTHOM HEeMa peIlerba.

Tpoyrao Kkome cy gaTu cTpaHuue b, c U yrao «

A B

Axko cy matn yrao o u crpanurie b, ¢, KOHCTPYKIIHja TPOYIJIa je YBEK MO-
ryha u perreme je jeJITHCTBEHO 70 Ha MOJyIAPHOCT.

Tpoyrao kome cy JlaTu cTpaHWIA ¢ U YIJIOBA «,
@

A B

Ako cy marm ny:K ¢ W YIVIOBH «, (3, HEOIIXOIHO je Ja ce Kpamu Ap, Bq
yrioBa £ BAp, L ABq ceky. OBo je TauHO aKo U caMo ako je o+ 3 < m, jep
ako je a + = m, OBU Kpaly HPHUIAJIA]y HapaJeTHIM [IPpaBUMa, a aKo je
a+ [ > 7, mpaBe Koje caJipKe OBe KpaKe Ce CeKy Ca CYIpPOTHE CTpaHe IIpaBe
AB on one Tie ce oBu Kpanu Hasaze. Jlakie, ako je o + f < m, mocroju
jEJIMHCTBEHO peIerhe JI0 Ha TMOYIAPHOCT, a Y CYIIPOTHOM HeMa pellleha.

83



Tpoyrao kome cy siaTu crpaHuie b, c u yrao -y

Axo cy mare crpanurie b, ¢ u yrao -y, npu deMy je MO3HATO Ja JIU je yrao
[ omrrap, nmpaB uian Ty, Heonxo Ho je jga I'MT [ u3 kojux ce nyxx AB Bujan
no yruiom 7y u kpyr k(A,b) umajy 3ajeanukux tadaka. OBO je TauHO ako
U caMoO akKoO MOJIyIPEeYHUK Kpyra k Huje Behm oy mpedHmka Kpyroa Koju
onpehyjy I'MT [. Paju jesHoctaBocTH, ImocMaTpajMo CBe caMO Yy JeJIHOj O]
JBejy mosypaHu ¢ pybom AB. YV ®0j ce Hajlaswm jeJaH O JBa JyKa KOju
qure (.

Heka je O menrtap kpyra xKome npuraja JykK | u Heka je C; cpeauiire
crpanuiie AB. Yrao L AOB je nieHTpa/Hu yrao HaJl JIyKOM AB (cymporHIM
on nyka l), nma je npamyt Behu o1 nepudepujcKor yria HaJ UCTHM JIYKOM.
Kaxko je | 'MT u3 kojux ce gy:xx AB Bujn moj yriiom v, ciaean jga je L AOB =
2. Tpoyrao AABO je jennakokpak, ra je OC} cumerpasa yrita £ AO B, mto

sunaan 1a je L AOC) = %KAOB = ~. Kako je sin {AOC = ‘?4%1, cJaeu Jia je
. LAB . . .
siny = 25, na je siny = ;5. Hakne, 2A0 = Siﬁy je IpevHuK Kpyra Koju

CaJIPKU JIYK [, TIa cJIejin Jia je yCJIOB MOoCTOojarba perrema b < e
Tpoyrao kome cy gaTu CTpaHuWia ¢ U YIJIOBU (7Y
C

B

Konauno, ako cy jatu JIy’K ¢ U yIVIOBU (v, 7, YCJOB IOCTOjarba pelerna
jecre ma je yrao £ BAC' mamu 0oJ1 yIijia KOju TAHTE€HTa t Ha KPYTY KOJU CaIpKK
ayk 'MT [ rpagu ca teruBom AB (mocmarpamo, TOHOBO, CBE Y jEJHO] OJ
nBejy mosrypasuu ¢ pybom AB). Yrao koju Tanrenta t rpaju ¢ tetuBoM AB
cymiemenTan je nepudepujckom yriy na 'MT [; 1j. jennax je m — . dakie,
Mopa OuT o < 7T—"y, OJJHOCHO v+ < 7. ¥ TOM CJIydajy HOCTOjU jeIMHCTBEHO
peleme /10 Ha MI0J1y/1apHOCT.
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Hanomena 8. Kao mro ce MoxKe NPUMETUTH, y JUCKYCHjU IO, KOJUM CY
ycsioBuMa Moryhe ejieMeHTapHe KOHCTPYKIIje TPOYyTJIOBa KopuiiheHe ¢y Tpu-
ronomerpujcke dyuknuje. Hamame he erama Jluckycuja y 3aammuma n3 KOH-
CTPYKHja OUTH je TMHO MECTO TJIe CMe Jia ce KOPUCTU TPUTOHOMETPHja, jep HaM
jeJIMHO TpUTOHOMETPHjcKe (DYHKIIje J1ajy Be3y u3aMehy JIy:Ku U yrjioBa Koja
HaM je moTpebHa j1a OMCMO OJIpeJINIIN MTOCTOjarbe U OPOj HEMo/LyIapHUX pellre-
wa. Jlakie, y Anammsu, Koncrpykimju u Jlokasy, Kao u'y OUI0 KOM 3a/JIaTKy
KOjU HUje U3 KOHCTPYKIHja, TPUTOHOMETPHja HE CMe J1a ce KOPUCTH.

1. Koncrpyucaru tpoyrao ABC' ako cy 3ajatu ciejiehu ejieMenTu:

1) ta, ty, te; 7) B =7, la, p;
2) B, 7, p; 8) a,b— ¢, pa;
3)a,a,b+ ¢ 9) a. py, pe;

4) B, he,b £ ¢ 10) @, p, pa;

5) ta, hy, b+ c; 11)b — ¢, hq, p-
6) 5 —7,0,¢;

Pememe: 1) t,, 1, .

Anasmza: Heka je AABC tpoyrao Koju 3a/10Bo/baBa ycjioBe 3ajaTka. Heka
cy Ay, By, Cy penom cpenummta crpanunia BC, CA, AB. Tajga cy rexurine
nyxu AAy, BBy, CC} pefoM nogyapHe JaTUM JTyKUMA Ly, ty, te.

C

By Ay

D

Hexka je T upecexk rexummnux jgyxu AA;, BBy, CCy, Tj. Texxumire tpo-
yrita AABC u neka je Tauka D cumerpudHa Tadku 1’y OJIHOCY Ha TadKy
(. Tauka (] je 3ajeauuuko cpemurnre ayxu 1D u AB, na je 1eTBOpoyrao
ADBT mnapasnenorpam. Crenn na je AD | BT w AD = BT = %BBl = %tb,
kao u BD || AT u BD = AT = 2AA; = 2t,. Taxole, umano ja Baxu
TD=TC,+C\D =2TC) =2- %C’Cl = %tc. Y rpoyriry AT DB nmamo Ja je
TD = %tc, DB = %ta u BT = %tb, I1a Taj TPOyrao yMeMo Jia KOHCTPYHUIIIEMO.
Tauka C je cpenumire nyxu T'D u AB, na je tauka A cuMmeTpudHa TadKu
B y onnocy na tauky Cy. Takobe, kako je C'T' = %C’C’l = %tc =TD, cnemn
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na je Tauka 1" cpemurire jyzxku C'D, kKao u 1a je Tauka C' cUMeTpUIHA TAUKU
D y omnocy na tauky 1'.

Koncrpykmuja: Koncrpyumumo tpoyrao AT DB takap ja je T'D = %tc,
DB = %ta, BT = %tb. Oznaunmo ca C) cpeaumre ayxu 1D, ca A Taduky
cuMeTpudny Tadku By ojgHocy Ha Tauky C u ca C TauKy CUMETPUYHY TaIKU
D y onnocy na tauky 1.

C

(O

D

Hoka3z: /lokaxkumo j1a oBako koHcTpymucanu tpoyrao AABC 3a0Bo/baBa
ycsioBe 3aj1aTka. [lo koncrpykmmju je Cp cpenuimre ayxu AB. O3naanvo ca
Ay, By penom cpemurira crpanuiia BC, C'A. Tpeba pokazaTtu ja Cy TeKHUITHe
nyxu AAy, BBy, CCY penom noaynapHe ay:Kuma i, ty, t.. IIK je C cpemm-
mrre jayxku 1D, na je B(T,Cy, D) u TC, = C1D, a T je IIK cpemuinre jyxu
CD, na cieqn B(C,T,D) u CT = TD = TC, + C;D = 2TC,. Jake,
Baxku pacnopen B(C,T,Cy,D) uw CT : TC, = 2TC, : TC; = 2 : 1, na
je T mexwumre Tpoyria NABC. Cnenun na je AT = %AAl, BT = %BBl u
CT = %C’Cl. IIK je BT = %tb unCT=TD = %tc, a CJIeJin J1a je %BBl = %tb
u %CC’l = %tc. Jaxne, Baxku BBy = t, u CC; = t.. Octaje jour ga JT0KazKeMo
na je AA; = t,. Kako je IIK () zajenauuko cpemurnre ayxu AB u T'D,
ciaenn ga je derBopoyrao AD BT mapasenorpam, ma je AT = BD. IIK je
BD = %ta, a kako je AT = %AAI, caean Jia je %AAl = %ta, Tj. AA] = 1,.

Huckycuja: Axo je %ta + %tb < %tc I %tb + %tc < %ta NI %tc—l— %ta < %tb,
omHOCHO t, + t < t. mwmm tp +t. < t, wm t. + t, < tp, OHJTA HE TOCTOjH
tpoyrao AT DB, ma camum TiM He mtoctoju HE Tpoyrao NABC. lakme, y
OBOM CJIydajy Hema pellerba.

Ako je t, +t, > t., t, +t. > t, ut.+1t, > ty, onga je rpoyrao ATDB
onpelen jemHCTBEHO 10 Ha MOy IapHOCT (KaKBa TOJI JiBa PA3JIHIUTa TPOYTJIA
AT D B koucrpyucasu, oun hie 6urn nojymapan Ha ocaoBy crapa CCC). Kako
tpoyrao AT DB jennosuauno oapelyje rpoyrao AABC' (u obparho), ciein
na je u Tpoyrao AABC onpelen jenuHcTBeHO J0 Ha moayaapHocT. [Ipema
TOME, Y OBOM CJIydajy IOCTOjU jeIUHCTBEHO PEIIEIHe JI0 Ha MOLYIAPHOCT.
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2) B,v,p

Anammza: Heka je AABC Tpoyrao Koju UCIIyibaBa ycjIoBe 3aJiaTKa, Tj. Ta-
Kkas ja je BEHCAEAB — ) (ABC = B u ABCA = 7.
A

D B\ /C’ E

Heka cy D, E rauke Ha npasoj BC rakse na je B(D,B,C, E), DB = AB
un CE = AC. Tayna je DE = AB + BC + CA = 2p. Tpoyrao AABD je
jenHakokpaku, jep je AB = DB, na ciequ jia je LADB = A DAB = . ¥rao
£ ABC' je criojpalllibil yrao TOT TPOYTJIA, 114 je OH jeJHaK 30Upy yHYTPAITHIX
necyceaaux yriosa L ADB u £ DAB. Jlakne, f = ¢ + @ = 2p, na caean ma
je o= g Hakme, LADB = § Cmramo ce pokasyje ga je LAEC = 3.

Y rpoyriny ANADFE Baxu na je DE = 2p, LADE = {ADB = § u
LAED = LAEC = I, ma Taj Tpoyrao ymemo ja Koucrpymmemo. Kako je
DB = AB, cnenn na tauka B npurnaja megujarpucu gayxu DA. Cauano, u3
CFE = AC cnenm nma tauka C' npurajia Meaujarpucn ayxu AFE.

Koucrpykmmja: Koucrpyumumo tpoyrao AADE takas ja je DE = 2p,
LADE = g, LAED = 3. Koncrpynmmmo memujatpuce jyxu AD n AE un
O3HAYMMO PeJIOM BuxoBe Tpeceke ¢ nyxku DE ca B, C Tako fa BayKu paciio-
pen B(D,B,C,E).

A

D B\ /C’ E

Hoxka3s: Tpeba mokasaru ja je w =p, 1a je LABC = [ u na je
£BCA = ~. 1IK je B(D,B,C,E), na je DE = DB + BC + CE. Tauka
B npunana meaujarpucu ayxu AD, na je DB = AB, a tauka C' upunaia
meujarpucn ayxku AE, na je EC = AC. Cneqn na je DE = AB+BC+ AC.
Taxkobe, IIK je DE = 2p, na ciemn na je AB + BC + AC' = 2p, ogHOoCHO J1a
je AB+B2C+AC —p.

Nz DB = AB cnean ja je tpoyrao AADB jeTHAKOKpaK, Ma MMaMo J1a
je {DAB = LADB. TIK Baxu na je B(D,B,C,E) u £ADE = £, na je

29
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£LADB = LADFE = g Yrao L ABC' je ciospartibu yrao Tpoyria AAD B, ma
je jemHak 306upy yHyTparmbux Hecyceaanx yrioa £ DAB u L ADB. [laxie,
£LABC = ADAB + £ADB = g + g = [. CimgHO ce HoKasyje W jJa je
ABCA = .

D B /C E

Huckycuja: Ako je f + v > m, #e nocroju tpoyrao AABC kome cy TO
YHYTpAIlbU YIJIOBH, TIa 3a/aTak HeMa pellerba.

Heka je f+v < 7. Tazga je §+% < § < T, 1a TIOCTOJ! JeJIMHCTBEH TPOYTao
ANADE no na nogynapuoct. [la qn menmjarpuce crpanunia AD n AE cexy
crpanuiy DE pejnom y taukama B, C tako ga saxu B(D, B,C, E)? Yrao
£LADE = § je omrap, na Meamjarpuca crpanuie AD, Koja je HOpMaJsIHa Ha
kpaky DA rtora yria, cede meros Apyru kpak. Jlakie, Tauka B mocroju n
Baxku B, F = D. Hama je morpebHo na Baxku pacnopen B(D, B, E), a 1o je
Tauno axo je L DAB < L DAFE. Kaxo je ADAB = LADB = 5 nu {DAE =

17— AADE — LAED = 7 — £ — 2 cieqm na Bazxu B(D, B, F) axo ucrymeno

2 2
g < T - g — %, OJIHOCHO [3 —I—% < T, WITO je UCIYIbEHO, jep je B+ v < .
Tpeba jorr nmposepuTu ja ju Meaujarpuca crpanuie AF cede EB y Taukn
C' rakBoj ja Baxu B(B,C, E), jep he ouna Baxkuru pactopen B(D, B, C, E).

Yrao LAEB = £AED = 3 je omrap, ma MeamjaTpuca crpanmie AF,
KOja je HOpMaJjHa Ha Kpaky FA tora yria, cede meros jpyru kpak BBy
rauku C' TakBoj na je B, C' = E. Ilpu Tome Baxku pactopes B(E, C,| B) ako je
AEAC < LEAB. Kako je {FAC = LAEC = § u AEAB =71 — L{ABE —
LAEB =7 — 3 — 3, cneqn na je B(E, C, B) uciymen axo je 3 <7 — 3 —1,
OJTHOCHO aKo je 4+ v < 7.

Hakiie, ako je 5+ v < T, IOCTOjU JeITMHCTBEHO PeEIerhe 70 Ha MOLyIap-
HOCT.
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3) a,a,b+c

Ananuza: Heka je AABC Tpoyrao Koju nciymaBa yCIoBe 3a/aTKa, Tj. Ta-
kaB Ja je {BAC' = a, BC =au AC+ AB =b+c.
D

B C

Heka je D rauka taksa na Baxku B(B, A, D) u AD = AC. Tana je BD =
BA+AD = BA+AC = b+c. Takobhe, rpoyrao AAC'D je jeqnakoKpaku, 11a je
LADC = LACD = ¢. ¥Yrao L BAC' je ciospartibu yrao Tpoyriaa AACD, ma
je jemHak 30upy mweroBux yHyTpalimbux Hecyceauux yriosa L ADC u L AC'D.
Cremn na je a = o + @, 1j. ¢ = 5. akne, LADC = 3.

Y rpoyriy ABCD je BC'=a, BD =b+cu {BDC = LADC = §, na
Taj Tpoyrao ymemo ja koucrpywuiemo. U3 B(B, A, D) u AD = AC cnenn na
tadka A npunaja npeceky meamjarpuce crpanuie C'D u crpanune BD.

KoncTpykiuja:
e D

Koncrpyummumo tpoyrao ABCD takas na je BC = a, BD = b+cnu
A£BDC = 5. Koncrpyumnmo mepujarpucy crpanune C'D n oznaanmo ca A
eH Ipecek ca crpanuniom BD (nakie, na saxu B(D, A, B)).
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Hoxkas: Tpeba mokazaru na je L BAC = a, BC =au AC + AB = b+ c.
[IK je BC' = a. Tauka A npunajna crpanuiu BD, na saxu B(B, A, D) u
BD = BA+ AD. C apyre crpane, Tatika A mpuiiajia MeIujaTPUCH CTPAHUIIE
CD, naje AD = AC. Hakne, BD = BA + AC, a kako je [IK BD = b+ c,
ciemm na je BA+ AC = b+ c. Tpoyrao AACD je jennakokpak, ma je
LACD = £ADC. Kaxo je IIK B(B,A,D) u LBDC = %, ciemu ja je
LADC = £BDC = 5. Yrao £ BAC je cnojpanmu yrao tpoyriaa AACD, na
je jemnak 36mupy yHyTpammbux Hecyceanux yriosa L AC'D n £LADC. Cnean
na je {BAC' = LACD + £LADC =5 + § = «.

Huckycuja: Axo je a > 7, #e nocroju Tpoyrao AABC kome je TO yHYTpa-
[IEBH yTA0, [a 3a/I[aTaK HEMa Pererba.

Axko je b+ ¢ < a, me nocroju Tpoyrao AABC kome je b+ ¢ 30up jiBejy
crpanuria a a tpeha crpanuna (360r HejeHAKOCTH TPOYIJIA), Ia 3aJaTak
HeMa pelrerba.

Heka je « < m u b+ ¢ > a. [la 6u nocrojao Tpoyrao ABC' D, notpebHo je
Ja Oye ucnymweno BD < ﬁ, onHocHO b+c < =&, Hama nuje nosnaro
na g je yrao £ BC'D omrrap, npas wim Tyir. Kako je BD = b+c>a= BC,
caenn Ja TmocToje aBa Henoaygapua tpoyria ABCD ako je b+ ¢ <

a

in &9
Sl]fl2
a

Q.

Sl]fl2

o/tHOCHO 11a je Tpoyrao ABCD jenuHcTBeH ako je b+ ¢ =

Tpeba jorr mpoBepuTn ja ju MeaujaTpuca crparuie C'D cede cTpaHUILy
BD, 1j. na m saxu B(D, A, B). C ob3upom na 10 na je LBDC = § <
5, Meaujarpuca ayxu C'D curypno cede noiynpasy DB y nekoj Tauku A
(mpaBa HOpMAaJIHA Ha jeJIHOM KPaKy OIITPOr yIJia cede Ipyru Kpak). Tpoyrao
ACDA je jemnakokpaku (AC = AD), na je LACD = LADC = £BDC.
Tauka A npunama gy:xu BD axko un camo ako je £ DC'A < £ DCB, oiHOCHO
ako 1 camo ako je £ BDC' < £DC B. Ha ocnoBy HejeiHaKOCTH TPOYTJIa, OBO
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BazkKu ako u camo ako je BC' < DB, 1j. a < b+c¢, a 0BO MO IIPETIIOCTABIIIN JIa
Baxku. Jlakjie, 3a cBaku oj] HenoAyapHux Tpoyriaosa ABC' D nocroju Tadka
A, na ocroje mBa uemnojyaapaa Tpoyriaa AABC.

Jake, ako je a < 7w, b+c>amn sir(ll% > b+ ¢, mocroje aBa HEMOTyIapHA

= b+ ¢, IOCTOjU JeTUHCTBEHO PEIIeIhe

a
L Q
S p)

J0 Ha IIOJYIapHOCT. N CyYIIpOTHOM HEMa peliCiba.

4) a) B, he,b+c

perema. Ako je o < m,b+c > amn

Ananmnza: Heka je AABC tpoyrao Koju uciymaBa yCI0OBe 3ajaTKa. AKO
je C'" monnoxje Bucuue u3 remena C', onma je LABC = B, CC'" = h, n
AC + AB =b+c.

M/
M

A

Heka cy M, M’ tauke u3 Besmkor zamarka. Tana Baxku A, M' = BC n
MM’ 1 AB. Cneqn na je £ M'BC = . Ha ocnoBy Besmkor 3ajarka ciean
na je BM' = %(b +¢). Us CC" = h, cnequ jna tauka C' npunaja npasoj
KOja je mapaJiesiHa npasoj AB, 1j. npaBoj BM', nanasu ce Ha pacrojamy h..
OJI Ihe W HaJla3u ce ¢ oHe crpane npase BM’' ¢ koje ce namasu kpak BC
yrina £ M'BC. Tauka M upurnaja npaBoj Koja je HopMaJiHa Ha npaBoj BM'
y Tauku M’ n megujarpucu ayxxu BC. Konauno, Tauka A npumnajia mpasoj
BM' n onucanom kpyry tpoyriaa ABCM | jep je TO y cTBapu ONMUCAHE KPYT
tpoyriia ANABC kome Taduka M npunajia Ha OCHOBY Beukor 3ajaTka.

Koucrpykumja: Koncrpyumumo ny:xx BM' = %(b + ¢). Koncrpywummmo
yrao £ M'Bq = . Koncrpyumumo 1paBy p Koja je napaJesna upasoj BM’,
HaJIa3u ce Ha pacTojaiby h. Ol Hhe W Hajla3u ce ¢ oHe crpane upase BM' ¢
Koje ce Hajasu kpak Bq yria £ M'Bgq. Y npeceky npase p u Kpaka Bq o3Ha-
qnMo tauky C. Koncrpyumunmo memujarpucy m ayzxu BC. Koncrpyumumumo
HopMmaJsty n Ha npasoj BM' y rauku M'. Y npeceky mpaBux m U n O3Ha-
qumo ca M rtauky TakBy ja Baxku M, M’ BC. KoHCTpyUIINMO OIMCAHU
kpyr [ tpoyriia ABMC'. Y upeceky kpyra [ u upase BM' o3HaUnMO TauKy
A (paszmmanty ox Tauke B) takBy ja Baxn A, M’ = BC.
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Hoxkas: Tpeba jmokazaru 1a je LABC = 3, AC+ AB = b+ c u ja je Bucuna
u3 Temena C' mogyaapHa JIyKu A

K je KAM'BC = u A, M' = BC. Cnequ ja je LABC = L M'BC = .

Tauka C' npunaja npaBoj Koja je napaJienta npasoj BM’, 1j. npasoj AB
U Hajasu ce Ha pacrtojamy h. on we. Ako je CC' Bucuna u3 remena C, 1j.
ako je C' rauka Ha npasoj AB u CC" L AB, ciequ na je CC' = h, (myx
KOja je HOpMaJIHa Ha HapaJsieJTHUM IIpaBUMa MOy IapHa je pacTojamy u3mel)y
bUX ).

[TK xpyr [ cagpxu tauke A, B, C', a je To onucanu kpyr Tpoyria AABC.
[IK Tauka M npumaga memmjarpucu m crpanune BC u onmcanoMm Kpyry [
rpoyraa ANABC. TIK saxu M, M' = BC u A, M' = BC, na cieau jJa BaxKu
A, M = BC. Ilpema tome, Tauka M je tauka u3 Besmkor 3amarka. Tauka M
npuIaga HopMasn n Ha upasoj BM', oanocuo npasoj AB, y tauku M’, na
ciaean ja je M’ nopnoxje sopmasie u3 tauke M na upasoj AB. Haxie, M’ je
rauka n3 Bemmkor 3agarka. Ha ocnoBy Besmkor samarka je BM' = %(AC’ +
AB), a xaxo je IIK BM' = £(b+ c¢), cienn na je 5(AC+ AB) = 1(b+c¢), 1j.
naje AC+ AB =b+c.

Huckycuja: Axo je [ > 7, ne nocroju Tpoyrao AABC kome je TO yHYTpa-
U yrao, 1a 3ajaTak HeMa pellerba.

Ml
M

Heka je < w. Ako [ muje omrap, oHJa ce HOpMaJja n Ha mnpaso] BM'
y Tauku M’ u nonynpasa BC' (kpak yria £ M'BC = L M'Bq = ) ue cexy.
Tana je ucnymeno M, M’ = BC. Ako je nak [ omrap, oHJa ce HOpMaJa n
u nosynpasa BC' ceky y mekoj tauku X. YVcnos ma Baxku M, M' = BC' je

sBC < BX. U3 cosf} = BB—A){ nobujamo BX = ggﬁl, Ia ycJIOB Ja BayKu
M, M’ = BC rnacu %BC < 0301;46 Kako je sinf = % = E};gj, caeu Jia je
BC = sﬁfﬁ, na J1061jaMo 25’;;6 < 21;;05, 1. he < (b+¢) tg .
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Ocraje jom na maliemo ycinos koju he obesbenuru na ce npasa BM' u
kpyr [ ceky y maukama A, B rmaksum ja je A, M’ = BC. Heka je t tan-
reuta Ha Kpyry [ y Tadkum B u Heka je Y Tadka Ha Ib0j TaKBa Jia BayKH
Y, M, M = BC. Tana je LY BM yrao usmely teruse BM wu Tanreure t,
na je nogymapan nepudepujckom yriay £ BC'M najg rerusom BM. Tpoyrao
ABCM je jennakokpax, ma cy yriosu £ M BC u £ BC'M noxynapuu. Cren
na je £YBM = ABCM = LM BC'. Ycnos na Baxku pacuopen A, M' = BC
je na je yrao L M BM' mamu o yrina £ M BY | Tj. o1 ieMy 1oy 1apHor yria
4MBC. Kako je cos onanajyha dbyukuuja na (0,7) (1 na (0,7), am osje
je IpuMerbyjeMo Ha OIITpe yIJIOBE), OBaj YCJIOB je eKBUBAJIEHTAH Ca YCJIOBOM
cos AMBM'" > cos £ M BC', Tj. 1;_1\]‘44' > %;;1\57 oxHocHo BM' > %BC’. Jakure,
ycaioB je 2 (b+c) %Sﬁfﬂ, 1j. he < (b+¢)sin 5. OBaj ycJjioB je jauu oJ 1OCTO-
jeher ycioBa h. < (b+ ¢) tg § 3a omrpe yriose 3, jep je sin § < tg 3 3a cBe
B e (0, g), na je yciaoB h. < (b+ ¢) tg 5 3a omrrpe yriose ( cysuman. Tako-
e, yenos h, < (b+ ¢)sin 8 mopa Bazkutu 3a cse [ € (0,7) ma 6u mocTojano
pelnemne.

Hakie, ako je B < 7 u h. > (b+ ¢)sin 8, Hema perrera, a ako je f < 7w u
he < (b+ ¢)sin 3, MOCTOjU JeJIMHCTBEHO DEIIEEhE JIO Ha MOy IAPHOCT.
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6) 5,h.,b—c

Ananuza: Heka je AABC Ttpoyrao Koju uCIymaBa yCjIoBe 3a1aTka. Heka
je C" nomnoxkje sucune u3 temena C. Tama je LABC = 3, CC'" = h, u
AC — AB = b — ¢ (naxie, mopa 6utn AC' > AB).

A

N/

N

Heka cy N, N’ tauke u3 Benukor 3ajarka. Taga saxku A, N+ BC' (360r
AB < AC)u NN' L AB. Cnean na je L N'BC = 7 — (3. Ha ocroBy Besmkor
3ajaTka caeau na je BN’ = %(b —¢). Uz CC" = h, cnenn na rauka C
npuiaja 1paBoj Koja je napaJenna npasoj AB, 1j. upasoj BN’', nanasu ce
Ha pacrojamy h. OJ Ibe U Hajasu ce ¢ oHe crpane npase BN’ ¢ koje ce
nasasu kpak BC yrina £ N'BC. Tauka N npunaia npasoj Koja je HopMaJiHa
Ha npaBo] BN’ y rauku N’ u memujarpucu jayxu BC. Konauno, tauka A
npunaja npaBoj BN’ u ormmcarnom kpyry Tpoyriaa ABCN, jep je To y cTBapu
onucanu Kpyr tpoyria AABC kome tauka N Nnpuiajia Ha OCHOBY 3aaTKa
1.9.

Koucrpykmmja: Koncrpyummmo nyxx BN’ = %(b—c). Koncrpyurmmmo yrao
AN'Bq = 7 — . Koncrpyuimmmo mnpaBy p Koja je mapaJjessa npasoj BN,
HaJa3W Cce Ha pacrojamy h. OJ e W Hajasu ce ¢ oHe crpaHe npase BN’
¢ Koje ce Haysasu Kpak Bq yrna £ N'Bq. Y upeceky mnpase p u kpaka Bgq
osnaunmo Tadky C. Koucrpyurmmumo meaujarpucy m jayxu BC. Koncrpy-
umuMo HopMasty n Ha mpaBoj BN’ y tauku N'. YV mpeceky mpaBux m u n
ozHaunMo ca N Tadky TakBy ja Baxku N, N' = BC. KoHCcTpyuImmmo omicann
kpyr [ Tpoyrina ABNC. YV upeceky kpyra [ u npase BN’ o3naunmo ca A
Tadky TakBy na Baxu B(A, B, N').

Hoka3z: Tpeba nokazaru na je LABC =, AC > ABu AC — AB =0b—c,
Kao # Jia je BUcHHA u3 TeMeHa C' mojyaapHa JIyKu h..

[IK Baxku B(A, B,N')u LN'BC =1 — 3, naje {ABC =71 — AN'BC =
m—(m—p)=p.

Tauka C' npunaja npasoj Koja je napaJessa npasoj BN’ tj. upasoj AB
U Hajasm ce Ha pactojamy h. on we. Ako je CC' Bucuna u3 temena C, 1j.

94



ako je C' tauka Ha npaBoj] AB u CC" 1L AB, ciequ na je CC' = h, (myx
KOja je HOpMaJIHa Ha MapaJjie/IHUM [IpaBUMa MOJIy/IapHa je pacTojamy u3Mehy
IbUX ).

Kpyr [ canpxxu tauke A, B,C, na je To ommcanu kpyr Tpoyria AABC.
Tauka N upunaga megujarpucu m crparuiie BC u onmncanom Kpyry [ Tpo-
yriaa AABC. 11K Baxu B(A, B, N'), na ciean na Baxu A, N' + BC, a kako
ITIK Bazku N, N’ = BC, cnemgu na saxku A, N =+ BC'. IIpema Tome, Tauka N je
tavuka u3 Bemmkor 3ajgarka. Tauka N mpurnaja HopMasn n Ha npaBoj BN,
ojHOCHO TipaBoj AB, y mauku N', nma ciuegu jga je N’ mojgHoxKje HOpMaJie
u3 tauke N ©a upasoj AB. Jlakne, N’ je tauka u3 Besukor 3ajgarka. 360r
B(A, B, N'), cnequ na je AN’ > AB, a na ocuoBy Besmkor 3anarka je AN’ =
1(AC + AB) (oBo Bazku Ges o63upa Ha To na i je AB < AC wm nuje), na
caenn ja je %(AC + AB) > AB, onnocuo AC' + AB > 2AB, 1j. AC > AB.
Caga ocuoBy Besmkor 3azarka ciaegu ja je BN' = %(AC — AB), a Kako
je IK BN’ = 1(b — ¢), cremn nma je 3(AC — AB) = $(b— ¢), 1j. na je
AC —AB=b-c.

Huckycuja: Axo je [ > 7, ne nocroju Tpoyrao AABC kome je TO yHYTpa-
LU yrao, ra 3ajaTak HeMa Pellerba.

B C X
Cl

N/

Heka je f < 7. Axo ( muje Ty, oHga 7 — [ HUje omTap, Ia ce HopMaJia 7
na npaBoj BN’y tauku N’ u mosrynpasa BC' (kpak yrita L N'BC = AN'Bq =
m — ) ue ceky. Taga je ucnymeno N, N' = BC'. Ako je nak f Tym, Tj. ™ —
[ omrap, oHJa ce HOpMaja n u nojaynpaBa BC ceky y Hekoj Taukm X.
Venos na saxu N, N’ = BC je $BC < BX. Us cos(m — 3) = 25 nobujamo
BX = BN na yenos ga saxxu N, N' = BC rnacu %BC’ < BN __ Kako

cos(m—p) cos(m—pf)
je sin(m — §) = %—%/, cnenn ga je BC = sin?g,ﬁ) = Sin(friﬂ), na Jo0omjaMo
2sinl(l7cr—ﬁ) < 2002(_7rc—ﬂ)’ Tj. he < (b - C) tg<7T - B)
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Ocraje jour ja naliemo yesioB koju hie 06e36enutu pactopen B(A, B, N').
Heka je t TanrenTta na xpyry [ y Tauku B n Heka je Y Tadka Ha H0j TAKBa J1a
Baxu Y, N, N'= BC. Tana je £Y BN yrao usmely tetue BN u TaHTeHTe
t, ma je noaynapan rnepudepujckom yriy £ BC'N naj rerusom BN. Tpoyrao
ABCN je jennakokpak, na cy yriosu £ NBC u £ BCN nonymapuau. Ciean
na je AYBN = ABCN = £NBC'. Ycios na Baxu pacuopen, B(A, B, N')
je ma je yrao £ N'BN Behu oi yriia £Y BN, Tj. o)1 1beMy TOJyIapHOT yIija
ANBC'. Kako je cos onagajyha ¢gyuknuja na (0, %) (n ma (0,7), anu oBze
je mpUMeryjeMo Ha OIITpPe YIJIOBE), OBaj YCJIOB je eKBHBAJEHTAH Ca YCJIOBOM
cos {N'BN < cos {NBC, 1j. X < %BBNC, onnocno BN’ < $BC. Hakue,
yeaos je 3(b— c) %Si’;‘:ﬁ, 1j. (b — ¢)sin B < h. (Baxku sin(r — ) = sin ).

IIpema Tome, axo je f < § u (b—c)sin 3 < h., 3ajaTaK uMa jeJUHCTBEHO
pemmeme /10 Ha nomyaapuoct. Takobe, ako je 8 > T u (b —¢)sinff < h, <
(b — ¢) tg(m — ), 3amarak uMa jeIMHCTBEHO PEIIeHe JI0 Ha MOJyIapHOCT. Y

CBUM OCTaJIMM C.Hy‘{ajeBI/IMa 3aJlaTaK HEeMa pelleiba.
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5) a) ta,hb,b—i— &

Anammsa: Heka je AABC Tpoyrao koju uciymana ycjioBe 3ajaTka. Heka
je A1 cpemumre crpanutie BC u veka je B’ nmojHoXKje BuCHHE 3 TeMeHa B.
Tana je AAy =t,, BB'=hyu AC+ AB=10b+c.

Heka je D tauka cumerpuuna tadku A y omHocy Ha Tauky A;. Tama je
AD = AA; + A1D = 2AA, = 2t,. Y uerBopoyriy ABDC' nujaronase AD
u BC wnmajy 3ajenudko cpejguinre Ap, ma je To mapasenorpam. Cremn ma je
BD || ACu BD = AC, kao u AB || CD u AB = CD. Hexa je M nonmoxje
HOpMaste u3 Taduke D Ha npaBoj AC u Heka je E tauka taksa 1a je B(A, C, E)
nCE=CD. Tagaje ALk = AC+CFE =AC+CD =AC+AB=b+c¢, a
kako je BB 1 AC'u DM 1 AC, cnenn na je BB' || DM. 36or BD || AC,
1j. BD || B'M, cneqn na je BDM B’ napasenorpam (irasuiie, 3600 ycjioBa
BB’ 1 B'M je u nupaBoyraonuk), na je DM = BB’ = h,.

Y tpoyriny AADE je AD = 2t, u AE = b+c, a Bucuna DM je nogynapua
nyxu hy. To 3na4un jma tadka D mpunaja mpaBoj Koja je rmapaJesHa IpaBoj
AFE n namasu ce Ha pactojamy hy 01 e, Kao U Jia IPHUIaga KPyTy ¢ IeHTPOM
y A u nonynpeanukom 2t,. 36or CD = CFE cnenun jga tadka C' npumnaja
cumerpasu jayxu DE. Tauka D je cumerpuuna tadku A y ogHOCY HA TAUKy
Ay, ma je Ay cpenumre jyxxu AD. Takobhe, Tatuka A je cpemumre ayxu BC,
na cjen jia je tadka B cumerpudna tadku C'y oHOCY Ha Tadky Aj.
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KoncTpykiuja:

B D
N
N, \\\
SO\

Koucrpyummumo jny:xx AE = b+ c¢. Koncrpyummmo npaBy p napaJjieiny
ca AE ua pacrojamy hy, o me. Koncrpyummmo kpyr k(A,2t,). Y npeceky
Kpyra k u mpase p ozuHaunmo Tadky D. Koncrpyuimmmo cumerpasy TyzKu
DE.Y mwenom npeceky ¢ gayxu AE oznaanmo tauky C' (nakie, B(A,C, E)).
Osnaunmo ¢ A; cpemumre qyxu AD u ca B tauky cumerpudany tadku C'y
ojiHOCY Ha Tavuky Aj.

oka3z: Tpeba joka3aTn j1a je TEXKUIMHA JIyK U3 TeMeHa A moyjapHa Iy Ku
tq, & je BucHHaA u3 TeMeHa B mnomyaapha jayxu hy u jga je AC+ AB =b+c.

IIK je A; cpemnurmre crpanutie BC' tpoyriia AABC, na je AA; Texuruia
nyxk n3 remena A. Taxobe, 11K je AD = 2t, u Ay je cpemumre ayxu AD,
na cuean ga je AAy = $AD = 12t, = t,.

Hujaronanme AD nu BC' 1ersopoyria ABDC nmajy 3aje/IHUYIKO CPEIUIITE
Ay, na je y nuramy napasenorpam. Cienn na je AB || CD w AB = CD, kao
u AC | BD u AC = BD. Heka je M nomHoXKje BIUCHHE U3 TeMeHa B TpoyTiia
ANABC'. Kako C npunaja npasoj AFE, ciequ na cy npase AC' u AE ucre,
na u3 AC' || BD cuenn na je AE || BD. Ilpasa p caapxu D u napasesina je
ca AF, ma kaxko u npaBa BD canpxku D u napasnesnna je ca AE, cienn ja cy
npase p u BD ucre, 1j. 1a B € p. Cee Tauke ¢ mpaBe p cy Ha pacTtojamy hy o
npase AE, 1j. ox npase AC, na xkako je BM 1 AC, cnenn jna je BM = hy,
IITO je u TpebAJIO JTIOKA3ATH.

Konauno, C' npumnajga cumerpasnu jayxu DFE, na je CD = C'E| mro 3a-
jemno ca AB = C'D naje CE = AB. Ilo koucrpykuuju je B(A,C, E), na je
AE = AC + CFE = AC + AB, a raxobe je no xoucrpykiuju AE = b+ ¢, na
cnequ na je AC+ AB =b+c.

Huckycuja: la 6u kpyr k(A,2t,) n upaBa p uMaJn 3ajeJHUIKIX Tadaka,
mopa outn 2t, > hy. 3aucra, mpaBa p je Ha pactojamy hy, o npaBe AFE, mrro
3HAYN Jla 3a CBaky Tadky X ca npase p Baxu XA > h,. Ako je 2t, = hy,
OHJIa MMaMO jeIMHCTBEHY IpecedHy Tadky [ mpase p u kpyra k(A,2t,), a
ako je 2t, > hy, umamo jgse takse Tauke D). 13 duckycuje y neny 3) osor
3aJlaTKa cjiean Jjia cumerpasta crpanutie DE tpoyria AADE cede crpanuity
AFE y rauku C TtakBoj ja je B(A,C, E) ako u camo ako je AD < AF, 1j. ako
1 caMo ako je 2t, < b+ c.

98



Jlaxkne, ako je hy, = 2t, < b+ ¢, 3ajaTak UMa jeJJMHCTBEHO PEIIehe J10
Ha moayaapHocT. Ako je hy < 2t, < b+ ¢, 3ajgarak nMa JBa HEIOMydapHa
peliema. Y ocTaJiuM CydajeBUMa 3ajiaTak HeMa pelleba.

6) Lo, hip, b — C

Anaymsa: Heka je AABC Tpoyrao Koju uciymasa ycjaoBe 3a1arka. Taja
je AC > AB. Heka je A; cpemumire crpanune BC u Heka je B’ nojnoxje
sucune u3 remena B. Tana je AA, =t,, BB'=hyu AC—AB=0—c.

A

.‘. B/

Heka je D tauka cumerpuuna Ttadku A y omHocy Ha Ttadky A;. Tama je
AD = AA + Ai1D = 2AA, = 2t,. Y gerBopoyriny ABDC' nujaronasre AD
u BC umajy 3ajeaqnnako cpemuinre Aq, ma je To napasenorpam. Ciemn za je
BD || ACu BD = AC, kao u AB || CD u AB = CD. Hexa je M nonmoxje
HOpMaJie u3 tadke D Ha npaBoj AC' u Heka je E Tauka taksa ja je B(A, E, C)
n CE=CD. Tanaje AL = AC—CE=AC—-CD=AC—-AB=b—cmnu
tpoyrao AC'DE je jemnakokpaxk, ma Baxku £CED = ACDFE u To cy omrpu
yrioBu. Ciemu jga je LAED = m — ACED Tyn yrao, 1a BaxK# paciopes
B(A, E, M). dakie, tauka F je wa crpanuin AM rtaksa ja je AE =b— c.
Kaxko je BB' 1. AC u DM 1 AC, cienn na je BB' || DM. 36or BD || AC,
tj. BD || B'M, cnequ na je BDM B’ napasenorpam (mrrasuiie, 36or BB’ L
B'M je u npasoyraonuk), na je DM = BB’ = h,.

Y rpoyrny AADM je AD = 2t,, DM = hy u LAMD = 7, na ymemo
1a ra koHcTpyumemo. Tauka E je taksa ja je B(A, E, M) u AE = b — c.
36or CD = CE cnenn na tauka C' npunaja cumerpasn jyxku DE. Tauka
D je cumerpuana Tadku A y omHOCY Ha Tadky Ajp, ma je Ay cpenuinre ayKu
AD. Taxobe, Tauka A; je cpeaumre nyxxu BC, ma ciaenu na je tauka B
cumerpuana tadku C'y ofHOCY Ha Tauky Aj.
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KoncTpykiuja:

B

Koucrpyummumo tpoyrao AADM takas je AD = 2t,, DM = hy n
LAMD = 7. Ha nyxu AM osmaunmo Tauky E taxksy ja je AL = b—c
(naxse, B(A, E, M)). Kouncrpyuiminvo cumerpasty gayku ED u o3Ha91MO ca
C' meH npecek ca npaBoM AFE tako ja Baxku B(A, E, C). O3naammo ¢ Ay cpe-
qurnre jayxRu AD u o3Haunmo ca B Tauky cumerpudny Tadku C'y OHOCY
Ha Tadky Aj.

Hokas: Tpeba gokazaru Ja je TeXKUIMHA JIyK U3 TeMeHa A 1mojtyiapta 1y Ku
te, Ja je BucHHa n3 TemMeHa B moaymapha ayxu hy, u ga je AC > AB u
AC —AB=b—c.

ITIK je Ay cpemmmre crpanune BC tpoyrina AABC, na je AA; Texxumina
nyx n3 remena A. Taxobe, IIK je AD = 2t, u Ay je cpemumre ayxu AD,
ciaen na je AA = %AD = %Qta =t,.

Hujaronane AD u BC gyerBopoyria ABDC umajy 3ajeIHUYIKO CPEJIUIITe
Ay, ma je y tmramy mapasenorpam. Cremn na je AB || CD uw AB = CD,
kao 1 AC || BD u AC = BD. Heka je B’ mognoXxje BHCHHE U3 TeMEHA
B rtpoyrna NABC. 1IK je BB" | AC u DM 1 AM, a kako cy A,C,M
KoJimHeapHe, ciaeau jga je BB 1 AM, na saxu BB’ || DM. Oso 3ajejino
ca AC || BD u uumenunom ja cy upase B'M u AC ucre jep cy Tauke
A, B', M, C konuueapse, cienn ja je BD || B'M, na je weropoyrao BB'M D
napaJiesiorpaM (ITaBuie IpaBoyraoHuk, jep je BB’ 1 B'M), mro 3uaqn na
je BB'= DM. 11K je DM = hy, na je BB' = hy,.

Konauano, C' npunaja cumerpasu jay:xu DFE, na je CD = CFE, mto 3a-
jemno ca AB = CD naje CE = AB. 1IK je B(A,E,C), na je AC > CFE,
onunocuo AC' > AB. Takobe, Baxxu AE = AC — CE = AC — AB, a lIK je
AE =b— ¢, na cienn ja je AC— AB =b—c.

Huckycuja: /la 6u rpoyrao AADM morao jia ce KOHCTpYyHIIe, MOpa OUTH
AD > DM (jep je AD xunorenysa, a DM je kaTera mpaBOyr/Jor TPOyIJia
ANADM), 1j. mopa 6utn 2t, > hy. Jdame, na 6u 6mwio B(A, E, M), mopa 6utn
AE < AM. U3 Ilutaropuae Teopeme ciemn na je AD? = AM? + DM?,
na je AM = AD?> — DM? = /(2t,)? — h} = \/4t2 — h. Jakue, kaKo je
AE = b — ¢, nobujamo yciaos b — ¢ < /4t2 — hZ.
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B

Ocraje jour ja nmposepuMo jia jin je uciymweno B(A, E,C). ¥Yrao LM ED
je omrrap, jep je jeman ox yrioBa mpasoyryior tpoyria AMED koju uuje
npas ({EMD = LAMD = 7 jep saxxu B(A, E, M)). Cnenu na cumerpaiia
nyxu ED cede kpak EM omrrpor yria A MED y tauku C' TakBoj Jla BaxKu
M,C = E, na kaxo Baxu A, M +E, cnemn na axu A, C+E, 1j. B(A, E, C).

IIpema ToMme, axo je 2t, > hy u b — ¢ < /4t2 — hZ, HOCTOju je/IUHCTBEHO
pererse 10 Ha MOJIyIapHOCT. ¥ CBUM OCTAJUM CJIydajeBUMa, 3aJlaTak HeMa
perrema.

6) /8_771)70

Anamm3za: Heka je AABC Tpoyrao Koju uciymaBa ycjaoBe 3amaTka. Taja
je LABC > LACB un Baxkxu AC =b, AB=cu LABC — LACB = 3 — 7.
A

B c

Kako je macmpam Beher yria sBeha crpanura, ciean ga je AC > AB, Tj.
na je b > c¢. Heka je D rauka taksa ga je B(A,D,C) u AD = AB. Tana je
tpoyrao AABD jennakokpak, na je LADB = LABD = ﬁ =5t =
8 ﬂ . C npyre crpane, yrao L ADB je crosbaiimbn yrao Tpoyma ABC’D na
Je jemHak 30mpy yHyTpammbux Hecyceaaux yrioa LCBD = ¢ u L BCD =
£BCA = ~. [axue, 5+7 =p+v,majep= 6” —y = M = B;” Haxke,

£CBD = 627, Tj. ﬂym CD ce us rauke B BI/I,ZLI/I 10T yI‘.HOM %
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KoncTpykiuja:

A ]D C

Koncrpyummmo gy AC' = b. O3naqanmvo tatuky D taksy 1a je B(A, D, C')
u AD = c. Koncrpyummmo jeman ox sykoa 'MT u3 kojux ce myx C'D
B 1oz yrioM 22 u osmaunmo ra ca [ Koncerpynimmmo Kpyr k(A, AD).

2
Oznaunmo ca B ony mpeceduny Tadyky Kpyra k u jyka [ Koja uuje tauka D.

Hoxkas: Tpeba nokazaru na je L{ABC > LACB u na je {ABC — LACB =
8 —7, ka0 u gaje AC=bu AB = c.

[IK je AC' = b. Tauka B npunaza kpyry k(A, AD) u IIK je AD = ¢, na
je AB=AD = c.lIK je B(A,D,C), naje AC > AD. 36or AD = AB caenn
na je AC > AB, na je u £LABC > LACB. Tauka B npunasa jsyky [ TMT
u3 Kojux ce jayxKk C'D Buau 1o yrjioMm %, na ciuean ja je LCBD = BQJ
C npyre crpane, Tpoyrao AABD je jennakokpak, na je {ADB = L ABD =
#, a yrao £LADB je cnopammmu yrao Tpoyria ABCD, na je jeannak
30Upy yHyTpammux Hecyceaunx yrioBa, Tj. LADB = LCBD + £BCD.

36or pactopena B(A, D,C) je {BAD = {BAC u {BCD = £BCA. Cien
Ja je
™ — ABAD

LCBD = KADB — £BCD = — s = £BCD
_ W_éBAC—ABCA:KABC;KACB—LBC’A
 LABC + LACB - 24BCA  LABC — LACB
B 2 B 2 '
Jlakye, BaxKku w = %, na ciaean ja je LABC — LACB = (3 — 7.

Huckycuja: Axo je b < ¢ wmm § — v > 7, 3aj1aTak HEMa peIllerba.

Heka je b > cu [ — v < w. CBe mTo Tpeba MPOBEPUTHU jecTe Ja JIU KPYT
k m yk [ ocuMm Ttauke D mmajy jorn 3ajeJIHMIKUX Tadaka. Kpyr k u jiyK [ ce
ceKy camo y tauku D ako u camo axo rearap O jyka [ npurnaga gyzxu C'D
wim Baxku [, O <+ C'D, mTo BaxKM ako W caMO akKO je yrao moj, KOjuM ce ca
ayka | Bugu sy C'D mpaB win TyII, OJJHOCHO aKO U CaMO aKo je @ > 75,
Tj. f — 7y > 7, WITO HUje TATHO.

Jlakte, ako je b > cu f—y < m, OHJIa 3a/1aTAK UMa Je/IMHCTBEHO PEIEHe
JIO Ha TOIYAAPHOCT, a Y OCTAJINM CJIyvajeBUMa HeMa pelerha.
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Hedunumnuja 22. Heka je AABC tpoyrao u veka cy F, F, G pejom mpece-
YHe TauKe OMCEKTpUca YHYTpaIlbiX yrioBa Ko temMena A, B, C' u Hacrpam-
nux crpanuna BC, CA, AB. yxu AE, BF, C'G 30By ce ogcevuyu bucektmpuca
YHYWPGWHHUL YLA06G N O3HATABA]Y CE PEJIOM ca ly, lp, le.

A

G F

B E c

7) ﬁ -7 l(u P
Anasmsa: Heka je AABC Tpoyrao Koju uciymasa ycjaoBe 3ajarka. Taja
je LABC > LACB u L{ABC — LACB = [ —~. Heka je S nienrap ynucaHor
kpyra tpoyria NABC, ueka je E mpeceuna Tauka cumerpaJe yria £ BAC u
crpanurie BC' u Heka je P momHoXK]je HopMaJsie n3 Tadke S Ha crpanunu BC.
Cnemn na je AE =1, u SP = p.

A

F B PFE C

N3z LABC > LACB cieqn ja je AC > AB, n1a 1ocToju mpecedna Tadka
cuMeTpaJie croJbalimer yriaa Ko temena A u npase BC. Osnaunmo je ca
F. Tana Baxku pacnopen tadaka B(F, B, E,C). Yrao LABC' je crnoaliibu
yrao Tpoyria AAF B, na je jeqHak 30upy yHyTpaIlbUX HECYCETHUX yIJIOBA
LAFB u AFAB, a yrao £FAF je upas, jep je To yrao msmehy cumerpaJsie
YHyTpaIlllber U croJbalimer yriaa Koix temena A tpoyria AABC. Chenn
na je AFAB = AFAE — {BAE = 5 — £84€ 'ja je LABC = LAFB +

AFAB = LAFB + % — £BAC_ Taxne, LAFB = £ABC — I + £BAC —
2{ABC—4{BAC—-{ABC—LACB+{BAC _ {ABC—-{ACB _ j—

2 2 2 -

V tpoyriny AAFE je AE = 1,, {AFE = {AFB = %52 u {FAE = I,
ma Taj Tpoyrao yMeMo Ja KouctpyumeMo. Kako je P 1mojiHOXKje HopMaJe u3
tauke S Ha crpanunu BC, Tj. Ha npaBoj F'E u Baxku SP = p, cjiiein j1a Tadaka
S mpuriajia mpaBoj p Koja je mapasenna ca F'E u #Hamasum ce Ha pacTojamby p
ox wme. IIpn Tome Baxku A, S = BC, 1j. A,S= FE, naBaxuu A,p= FFE.
Yuucanu kpyr k(S, p) nonupyje crpanune AB u AC, na cy npase AB u AC
tanrerTe n3 Tadke A Ha yrnmcanom kpyry k tpoyria ANABC. Tauke B,C

Ccy y IpeceKy THUX TaHTeHTH U IipaBe F'E Tako Ja BaxKu pacIiope]] Tadaka

B(F,B,E,C).
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Koncrpykmnuja: Koncrpyummmo tpoyrao AAFE takap na je AE = [,
LAFE = B%” u L FAFE = 7. Koncrpyuimmo 1ipasy p napajenny ca F'E Koja
ce HaJIa3’ Ha PacTojamy p O/l e 1 3a Kojy Baxku A, p = F E. Y npeceky mnpase
pu ayxu AE osnadumo Tauky S (makie, saxku B(A, S, E)). Koncrpyunrmmmo
kpyr k(S, p) n KorcTpyummumo tanrenre u3 tauke A Ha Kpyry k. Y mpeceky
TuX TanrenTu u npase F'E oznaunmo tavuke B, C tako na Baxku B(F, B, E, C).

Hoka3z: Tpeba mokasaru ma je LABC > LACB u na je LABC — LACB =
B — 7, 3aTuM Ja je ojcedak OMCEKTpUCE yHYTpPalliber yIrya Koj TemeHa A
oty iapat ayxKu [, 1 Ja je MOJIYIPeYHUK YIIMCAHOD Kpyra IMOAyIapaH JIyzKu
p.

A

F B PE C

Tauka S je [IK na pacrojamy p ox npase F'E| 1j. om npase BC, na Kako
je IIK k£ xpyr ¢ nmeaTpoM y S U MOJTyIpedHnKkoM p, ciaen Ja je BC TtanrenTa
kpyra k. [IK tauke B, npurajajy Tanrentama Kpyra k u3 tadke A, na cy
upase AB, AC tanrente kpyra k. [IK Baxkn pacropen B(B, E, (), na noiy-
npaBa AFE npunaya yriny £ BAC. [lpu Tome, 3a Tauky S ca me BaXKu Jjia je
pactojame oJ] Kpaka AB TOr yria MOoyIapHO JIy:KU p, Ka0 ¥ PACTOjarke O
kpaka AC' tor yrua (jep kpyr k(S, p) nomupyje npase AB u AC), na je mo-
aynpaBa AFE oucekrpuca yria £ BAC. Ilpema Tome, Kpyr k je wiu yrnucanu
kpyr Tpoyriia AABC unu je crosba YIucanu Kpyr KOju JOIUPYje CTPaHUILY
BC' (y Bermkom 3agaTky o3HaueH ca kq(S,, pa)). Kaxko Baxu B(A, S, E), 3a-
KJbyUyjemo ja je k ymucanu kpyr Tpoyriia AABC, 11a je meros moIynpeaHnK
p, TITO je u TpebaJio JoKa3aTH,

Takohe, kako je mosynpaBa AE OucekTprca yHYTpAIIbLEr yrja KO Te-
mena A tpoyria AABC, creqn na je E Tadka y mpeceky Te OUCEKTpHUCce u
crpanure BC, na je AE ojcedak OUCEKTPHUCE YHYTPAIIHET YT/ KO/ TeMeHa
A, a IIK je Tta ayx momymaapHa Iy l,.

Kako je {FAE = 7, cienn ja je AF OucekTpuca clo/ballliber yrila KoJ
remena A tpoyria AABC (jep je Hopmasina Ha 6ucekrpucu AFE yHyTparimer
yruta kojt remena A). Yrao L AEF je omrap (jep je yrao npaBoyrjior Tpoyriia
AAFE koju Huje mpaB yrao) u OH je croJbaiiti yrao tpoyria AAEC,
na je jejiHaK 30UpY HEroBUX yHYTpaIlbux Hecycenuunx yrioa L FAC =

£BAC y LACE = LACB. Jaxne, “BA€ + LACB < Z, na ciemu ja je u

2 27

ABAC + 2L ACB <= ABAC + LABC + LACB, 1j. LACB < £ABC.
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Y neny Ananmsa je jgokazano ja je taga L AFB = w, a kaxo [TK

saxn B(F,B,E) u L{AFE = 52 cnenn na je LAFB = 6%7 IIpema Tome,

2
LABO-LACE — 00 i, LABC' — LACB = 3 — 7.
Huckycuja: Ako je f — v > 7, 3a/1aTak HEMa pEIIeHha.

A

/

F B A PE C

. . B— - .
Hexa je 3 — v < 7. Tama je =57 < 7, ma mocroju tpoyrao AAFE n

jenuHCTBEH je 10 Ha noayaapHoct. Heka je A’ mopnoxje Bucune us remena A

y tpoyriy AAFE. Tana yriopu L A’AE uw L{AFE = @ nMajy HOpMaJIHe

kpake, na je LA'AE = 5%7 Ha 6u Baxuno B(A,S, E), na 6u ce Tadka
A mamazwia y crnosparimoctu kpyra k(S, p) u ma 6u tanrenTe Kpyra k u3
tauke A cekye npaBy F'E y taukama B,C maksum ja saxku B(F, B, E,C),
norpebHo je u JoBoJbHO Ja Bucuna AA’ Oyue seha o npeunnka xKpyra k, Tj.
na Baxku AA’ > 2p. Uz upasoyrior tpoyria AAA'E umamo cos L A’AE =
i‘g = "‘T‘j/, Tj. na je AA" = l,cos LA’AE =, cos B%” [Ipema Tome, ycioB
je l, cos ﬁ% > 2p. IIpema tome, ako je f — v < 7 u l, cos @ > 2p, mocTojn
JeIMHCTBEHO pellerbe 10 Ha IMOLYJApHOCT. Y OCTAJIIM CIydajeBUMa, 3a1aTaK
HeMa, pellerba.
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Koucrpykimja reomerpujckor mecra tadaka (I'MT) u3 kojux ce
JaTu Kpyr BUM IIOJ JAaTUM yTJIOM
l

Heka je k(O,r) natu xpyr u ¢ garu yrao. Heka je Y € k nponsBo/bHa U
nexa je X Taxsa ja Tpoyrao AOXY sajgosommasa LOY X = T n LOXY = £.
Koncrpyurmmmo 3arum kpyr [(O, OX) u 1o je Tpaxeno ['MT.

[Tokazkumo Jia 3a cBaky Tauky X' ca Kpyra | BaxKu Jia IIpUIa/Ia TParKeHOM
I'MT. Heka cy Y', Z’ nogupse tauke Tanrentu kpyra k u3 tauke X'. [Torpeo-
HO je nokasaru ma je £Y'X'7Z" = ¢. Tpoyrmosu AX'OY’ u AXOY 3amoBo-
masajy 1a je X'O = XO, OY' = OY n £X'Y'O = § = £LXYO, a yrnosu
LOX'Y'"u LOXY cy oba omrrpa (IpaBoyryin TpOyTJIOBI UMajy 110 jeJIaH IpaB
u gBa ommrpa yriaa). Ha ocaoBy craa CCY cienn ja je AX'OY' = AXOY,
ma je LOX'Y' = LOXY = Z. Cmuno je w AX'OZ" = AXOY, na je
LOX'7' = LOXY = 5. Cneqn nma je LY'X'Z' = 2 + 2 = .

l

X7

Hanomena 9. OBa koHcTpyKImja je moMohHa KOHCTPYKIHja U YKOJHKO €€
KOPUCTH y HEKOM JIPYTOM 3aJIaTKY, [IOTPEOHO je UCIUCATH heHe KOPaKe y eTa-
i Korerpykimja (Mory ce HaBeCTH 0JIBOJEHO 0J] OCTAINX KOPaKa, ¢ HA3HAKOM
1a ce paju o nomohHoj koncrpykimjn). Huje morpebro okasusaTu j1a ce u3
CBaKe TayKe KOHCTPYHUCAHOT Kpyra JaTh KPYT BUJM IO, JTATHM YTJIOM.
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8) a,b— ¢, pq

Anammsa: Heka je AABC tpoyrao Koju uciymana ycjoBe 3ajatka. Taja je
AC > AB, {BAC = a, AC — AB = b — ¢ u IOJIyIIPEYHUK CIIOJba YIIHCAHOT
Kpyra Hacupam TeMeHa A je mojyiapat JLyKu pPg.

A

P/

Heka cy P, S,, P,, P, tauike u3 Besmkor zagarka. Ha ocnoBy Besmkor

sasarka caenn Ja Baxku B(A, P, P)), kao u PP, = b — c.

Y tpoyrny APF,F, je PP, =b—c, {PP,P, = § u P,FP, = 2p,, na Taj
TPOyrao ymMeMo Jia KoHcrpywuiiemo. Tauka S, je cpemuiire crpanune P, P! u
MOYKEMO KOHCTPYUCATU KPYT ko(Sa, pa). Tauka A npunaga npasoj PP, tako

na Baxku B(A, P, P)) u u3 tauke A ce kpyr k, Buau nox yriaom «. Tadke
B, C' ¢y npecedne Taduke TaHTeHTH Kpyra k, u3 tadke A u npase PP, Ttako

na saxku B(B, P, P,,C).
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KoncTpykiuja:

Koncrpymmumo tpoyrao APF, P, Takas 1a je PP, =b—c, {PP,P, = 7
u PP, = 2p,. Oznaunmo ca S, cpejuire crpanuie P, P, 1 KOHCTPYHIIIMO
KPYT ko(S4, pa). Korerpyurmmmo I'MT [ u3 kojux ce kpyr k, BUIu 1101 yrjioMm
a. Osnaummvo ca A npeceuny taduky ['MT [ u npase PP, TakBy ja BaxKu
B(A, P, P!). Koucrpyumumo Tanredre Kpyra k, u3 Tadke A u o3HAUNMO ca

B, C wuxose npeceke ca npasom PP, tako na saxu B(B, P, P,,C).

Hoxka3z: Tpeba nokasaru ga je L BAC = o, AC > AB u AC — AB =
b — ¢, Kao 1 Jia je TOJIYyIPEYHUK CII0Jba YIIMCAHOT KPyra HAacIpaM TeMeHa A
HOJLYAPAH [y KH Pq.

Tauke B,C upwunajajy Tanrentama Kpyra k, m3 tadke A, ma cy mpase
AB, AC ranrenre kpyra k,. IIK je S, cpemumre PP, un {PP,P, = 7, na
creqn 1a je PP, L P,S,. IIK je P,P. = 2p,, na cieau 1a je So Py = %PGPL; =
22pa = pa, Tj. SuP, je nomynpeunnk kpyra k,(Sq, pa). Jaxue, npasa PP,
je HOpMaJiHa Ha TOJYNPEIHUKY Kpyra k., I1a je oHa TaHTeHTa TOr Kpyra.
[ItaBumie, kako je S,P, = p4, ciean na je Tadka P, jojupHa Tadka Kpy-
ra k, u npase PP,. Kako [IK rauke B, upumajajy npasoj PP, u Baxu
B(B, P, P,,C), cienn na je upasa BC ucto mro u npasa PP, u na taika P,
npunaja ayxu BC, na kpyr k, mnoaupyje crpanuity BC' tpoyrina AABC.
Haxkie, kpyr k, je miau ynucanu Kpyr Tpoyria AABC i je crosba yuucanu
kpyr nacnpam temena A. Kako ITK Baxu B(A, P, P)) u P € BC, cienu na
Baxkn A, P, + BC. Takobe, S, je cpemumre P,P, nu P, € BC, na ciaemn na
Baxku P, S, = BC. IIpema Tome, Baku A, S, + BC, na je k, crosba ynucann
Kpyr Koju gomupyje crpanuiyy BC. OBuM cMO J0Ka3a d U Ja je MOJIyIpe-
YHUK CII0Jba, YIIMCAHOT Kpyra Hacpam temena A tpoyria AABC nogaynapan

TYAI P
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[IK je I T'MT wu3 kojux ce kpyr kq(Sq, pa) Buan moj yriom . Kako tatuka
A npunaga 'MT [, cneqn na je yrao L BAC' koju rpaje tanreare AB, AC
kpyra k, jennak «, 1j. L BAC = «.

Tauke S,, P, cy pejioM TeHTap CIIo/ba YIMCAHOT Kpyra HacIpaM TeMeHa
A u nogupHa Tadka Tor kKpyra u crpanute BC'. Tauka S, je cpeaurire jiyku
P, P! na je tauka P! nujamerpasno cynporna tadku P,. Ha ocnoBy Bemukor
3ajiaTKa, craB 1), ciaeau jga cy teMe A, JOJMpHA Tadka YIHCAHOT KPyra u
crpanurie BC' u Tauka P! KojuHeapHe U Jla Cy TUM peJoM pactopehene Ha
paBoj Koja ux caapxku. Kako je npeceuna tatuka npase AP, u crpanuie BC
tauka P, cienu jia je tadka P IoaupHa TavKa yIIUCAHOT KPYra U CTPAHUIE
BC. Heka je R, nomupHa Tadka CIOJ/ba ymmcaHOr Kpyra k, m npase AB.
Ha ocnoBy Benukor zazarka je ayx AR, nojyjiapHa mojayodoumMy Tpoyria
ANABC, BP, = BR, = AR,—ABu BP = AR,— AC'. Kako Baxku pacrope]
B(B, P, P,) cnemn na je BP, > BP, na je AR, — AB > AR, — AC, 1j.
AC > AB. Ha ocuoBy Benukor 3agarka je PP, = AC' — AB, a kako je [IK
PP, =b—c, cnemn ga je AC — AB=0b—c.

Huckycuja: Axo je a > 7, "e nocroju Tpoyrao ANABC kome je TO yHyTpa-
IITEbU YTA0, 118 33/[aTaK HEMa PEIerha.

Heka je a < 7. Ilocroju Tpoyrao AP P, P! u jequucTBeH je 10 Ha MOy Iap-
HOCT, T1a TOCTOj! U jeIMHCTBEHO cpenutire S, crpanute P, P!, [loxynpeannk
S.A kpyra [ (I'MT u3 xojux ce kpyr k, Buau moz yriaom «) je sehu ox p,,
na je tauka P!y ymyrpammoctu kpyra (. Ciean na npasa PP, cede Kpyr |
y JiBeMa TadKaMma, IIPU deMy je jeJiHa ¢ ucre crpame tadke P, kao Tadka P, a
npyra je ca cynporre crpane. Tadka A je ona 3a kojy Baxku A, P = P! a na
6u Baxxwmwio B(A, P, P!) (momro moxe Baxkutn u B(P, A, P.)), MOpa BaKnTH
S,A > S,P, 1j. mu rauka P mopa 6utn yayrap kpyra [. 113 [lutaropuse teo-
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peme je S, P? = S, P>+ P,P? = p? + (b—¢)? na je S, P = \/p2 + (b— c)?.
Y npasoyriom Tpoyriay AAS,R, je S,A xumnorenysa, a Karera S,R, Ha-
cupam yrina £S,AR, = § je noJyJlapHa ca HOJYIPEIHUKOM pq KpyTa kg, 11a
jesing = £, 1j. S, A = siﬁ%' Jakme, mMaMo yciioB Sifl“% > \/p2 4+ (b—c)2.
Tauka A je y cromarimoctu Kpyra kq, yeiaos B(A, P, Pl) obesbehyje 1a tan-
rente kpyra k, n3 tauke A ceky npasy PP, tako ja ce tauke P, P, naja3ze
u3mely Tux npeceunnx tadaka. [Ipema rome, B(B, P, P,, C') ciyxu Tome j1a
ce jeJIMHCTBEHO OJIpe/Iu Koja je o/ TUX IIPecevTHnx Tadaka Tadka [, a Koja je
tauka C.

IIpema Tome, ako je v < 7 1 Sifla% > \/p2 + (b — ¢)?, mocroju jemHCTBEHO
pelieme 10 Ha HOAYAAPHOCT. Y OCTAJINM CJIydajeBUMa 33/1aTaK HeMa Pellerba.

KoHcTpyKinmja 3ajeJHUYKAX CIOJbAIIIBIX TAHTEHTH ABa Kpyra
Heka cy k1(O1,71) u ko(Oa,19) naTt KPYroBu.

AR

AKko je r1 = 7y, KOHCTPYUIINMO IpaBy © Koja je HapaJiejHa ca IIPaBoOM
010, n HaJIA3M ce HA pacTojamy r1(= T9) OJ He.
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Bes ymamema OmmrocTi IpeTnocTaBuMo Jia je 1 < ry (ako Huje, Tj. aKo
je r1 > ro, o3HaunMo tadky (O ca Oy um obparHo, Kpyr ky ca ko u obpaTHO
U TIOJIYIPEYHUK 71 ca ry u obparno). Koncrpyummmo Kpyr kh(Og, 1o — 11).
Koncrpynmmmo tanrenty ¢’ kpyra k) n3 tadke O; 1 KOHCTPYHUIIUMO TIPaBy ¢
KOja je mapaJiejiHa ca [paBoM t', HaJla3u ce Ha pacTojaiby 71 OJl Hhe U 3a KOjy
Baxku t, Oy +— t'.

Ako je 11 = r9 uw Oy # Os, OHJIA TIOCTOje TAYHO JBe IpaBe t Koje Cy
napajiesiie ca 010y u Haja3e ce Ha pacTojamy ri(= r3) 0J BWe, ma mocToje
TAYHO JIBe 3aje/IHIYIKE CIIOJballlibe TAHTeHTe KPyToBa ki, k. AKo je ry = ro u
O; = Oy, ouga ce Kpyrosu ki u ko TIOKJIaNajy, Ia je CBaka TaHTeHTa KpyTa
k1 yjeaHo m TanreHTa Kpyra ko, 1a MOCTOjU OECKOHATHO MHOTO 3ajeTHUIKIX
CIIOJbAITILUX TAHTCHTH.

Heka je 6e3 ymamerma onmroctu 1 < ro. Jla 6u mocrojaia TaHreHTa KpyTa
k5(Oq,r9 — r1) m3 Tavuke Op, OHA MOpa OUTH WJIN Ha KpPyry ki Win y Beropoj
croJbaImbocTh, Tj. Mopa Baxkut 010y > 19 — 1. Ako je 0105 = 19 — 179,
TaJia MOCTOj! jeJJMHCTBEHA TaHreHTa t', 11a IIOCTOjJU U jeJUHCTBEHA, 3ajeHIIKA
CIOJbAIllba TAHMeHTa KPYroBa ki, ko. Ako je 010y > r9 — 71, OHJA IOCTOjE
JIBe TaHTeHTe 1, 1a MocToje u JiBe 3ajeJHIYKe TaHreHTe Kpyrosa ki, ks.
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KoHcTpyKinmja 3aje JHUYKIX yHYTPAIIbUX TAHCEHTU ABa Kpyra
Heka cy k1(O1,71) u ko(Os, 79) 1aTl KPYrOBH.

N N
~N ~N
N N
~N ~

Koncrpyummmo xpyr k5(Oq, o + 71). Koncrpywumnmmvo taurenty t' kpyra
k% u3 tauke (J; ¥ KOHCTPYMIIIUMO IpaBy ¢ Koja je mapaJiesHa ca mpaBom t'
HaJIa3MW Cce Ha PacTojaiby i OJ Ibe U 3a Kojy Baxku t, Oy = 1.

Ha 6u mocrojana tanrenta t' kpyra kb(Oa, 79 4+ 1) u3 Tauke Oq, oHa ce
MOpa HaJIA3UTH Ha KPYTy k) WM y IHErOBOj CHOJbAITHOCTH. Jlakie, Mopa
Baxkutu 010y > 19 + 11. AKO je 0105 = 19 + 11, OHJIA TIOCTOJU jeIMHCTBEHA
TaHreHTa t'; 1a MOCTOjU U jeJMHCTBEHA 3ajeJHUYKa YHyTpalliba TaHIeHTa
kpyrosa ki, ks. Ako je O10y > 19 + 11, OHJIa TIOCTOje JiBe TaHreHTe t', 1a
IIOCTOj€ W JIBE 3ajeITHUYKE YHYTPAIlllbe TaHeHTe Kpyrosa ki, k.

Hamomena 10. Oe koHcTpyKIuje cy Takohe moMohHe KOHCTPYKITUje U yKO-
JINKO C€ KOPUCTE y HEKOM JIPYIOM 3aJIaTKy, OTPEOHO je MCIUCATU FHUXOBE
Kopake y etanu KoHcTpyKija (MOIy ce HABECTH OJIBOJEHO O] OCTAINX KOpa-
Ka, C HA3HAKOM JIa Ce PaJii 0 TOMONHO] KOHCTPYKIUH ). YCIOBH TI0J] KOJUMa, Cy
OBe KOHCTPYKIje Moryhe u ojiroBapajyhu 0poj TaHreHTH MOT'Y ce KOPUCTUTHU
y eranu Jluckycuja 6e3 J10/IlaTHOr 00pa3/IokKeba.
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9) @, Po, Pe

Anaymsa: Heka je AABC Tpoyrao koju uciymasa ycjaoBe 3a1arka. Taja
je BC' = a, mojaynpedHuK cCriojba YIUCAHOT Kpyra Hacrnpam TemeHa B je
HOJTY/IAPAH JIy KW Py, U HOJIYIIPEYHUK CII0Jba YIIHCAHOT KPyTa HACIIPAM TEMEHA

C' je mogynapaH JIy:Ku p.

Heka cy Sy, S., Ry, R. Tatuke u3 Beymkor 3ajgatka u Heka cy ky, k. pegom
criojba yrmcanu Kpyrosu Tpoyria AABC nacupam temena B, C. Tana je na
ocHoBy Besmkor 3ajarka Ry R. = a. 3a rauke Sy, S. Baxkxu Sy Ry = py, SpRy, L
RyR., S.R. = pe, SeR. L. RyR. nu Sy, S. + RyR., na je R,R. 3ajeHn4ka
YHyTpallliba TAHTeHTa KPyrosa ky, k.

[Ipaa BC' nonupyje Kpyrose ky, k., TIa je OHA HUXOBA 3ajeHUYIKA TaH-
rearta. Kako cy Sy, S. = BC, y nuramy je HBUXOBA 3aje/IHUYKA CIIOJHAIbA
tanrenTa. [Ipema Tome, Tauka B je y Ipeceky 3ajeJIHIYKe CIOJbAIllbe TaH-
reire Kpyroea ky, k. u npase R,R., npu uemy Baxku pacrnopen B(B, R., Ry).
Taxobhe, npaBa AC' je 3ajeHnYKa YHyTpallliba TAHIeHTa Kpyrosa ky, k., Koja
uuje RyR.. IIpema Tome, Tauka C' ce HaJIa3M y MPECEKY Te TAHI'CHTE U 3aje/l-
HUYKE CIOJballlbe TAaHTeHTe KPYrosa ky, k. Koja caap:km Tadky B, a tauka A
ce HaJIa3u Yy IIPpEeceKy Te TaHnreHTe u npase Ry R..
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KoncTpykiuja:

Koncrpynmmmo nyx RyR. = a. Koncrpynmumo nopmainy vHa RyR. y
Tauku R, 1 03HAYMMO Ha 10j ca S, TauKy TakBy ja je S.R. = p.. Koucrpyn-
Mo HopMmauty Ha [y R, y Tadku R, 1 03HAMNMO Ha 1H0j ca Sj, TaYKy TAKBY J1a
je SpRy = pp 1 S¢, Sy + Ry R.. Koncrpyurmmmo kpyrose ky(Sp, pp), ke(Se, pe)-
Koncrpyummmmo 3aje THUYUKY CHOJballliby TAHIeHTY ©t Kpyrosa ky, k. Koja ce-
e npaBy RyR. y tauku B taksoj ga Baxu B(B, R., R,). Korcrpyummmo
3aje/IHMYKY YHYTPAIlhy TaHreHTy 1 Kpyrosa ky, k. koja nuje npasa R,R..
Oznaunmo ca A npeceuny tadky npasux [y R.,t; n ca C' mpecedny Tadky
npaBux t,1;.

Hoka3z: Tpeba nokazaru ja je BC' = a, /1a je NOJIyIPEIHUK CIIO/ba YIIHCAHOT
Kpyra HacupaM TeMeHa B rojgygapan JyKu p, U Ja je TOJIYIPEIHUK CII0Jba
yIHUCcaHOT KpyTa HacmpaMm TeMeHa C' Moy japan Ty Ka p..

IIK je RbRC 1 SbRb, RbRc 1 SCRC, SbRb = pPp U SCRC = Pec- IIK cy Sb, SC
neHTpu Kpyrosa ky, k. u SRy, S.R. ®wUX0oBU MOJIynpednnny, na je Ry R, 3a-
jeIHnYIKa TaHreHTa Kpyrosa ky, k., a 300r Sy, S. — Ry R, je y nuramy 3aje-
HUYKa yHyTpalma TanredTa. [IK ce rauke A, B Haiasze Ha npaBoj Ry R, na
cy npaBe AB u Ry R, ucre. Takobhe, [IK ce tauke B, C najnaze Ha mpaBoj t,
KOja je 3ajeJ[HIYKa CIOJballliba TaHnreHTa Kpyrosa ky, k.. IIK je mpasa AC
3aje/IHIYKA YHYTpAIllhba TaHeHTa KPyTroBa ky, k. pasananta on Ry R..

Hakse, nmpase AB, BC, AC' jecy 3ajeqnuduke tanrere kpyrosa ky, k., ma
cJIe/In Jla Cy TO YIUCAHU WK CIojba yrucauu Kpyrosu Tpoyria AABC. Tlo-
mro je BC 3ajenamdka Criosballiiba TAaHTeHTa, CIeIU J1a HAjedaH OH HhUX HIje
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CIoJba YIUCAHU KPYT HacupaMm teMena A (0BO BaxKu 3aT0 IITO ce 0J] TIOMEHY-
THX KPYroBa ¢ jejHe crpane npase BC Hamaze Tpu Kpyra, a ¢ JIpyre crpaHe
jeman u To Gamn criosba yuucanu Hampam Temena A). Takobe, na je jeman o
ky, k. ymucanu kpyr Tpoyria ANABC, onya 6u jenna o npasux AB, AC' 6u-
Jla 3ajeTHUYIKa CIIoJballliba TaHTeHTa. Kako To Huje ciydaj, ciemu jaa cy ky, ke
cnojba ynucanu Kpyrosu nacrpam temena B, C. Ocraje jour ja ce gokaxke
na je ky, nacripam temena B, a k. macupam temena C'.

B [N

[Tommrro 11K Baxu B(B, R, Rp), Tauka R, Mopa 6utu JojnpHa TadKa CIIo-
Jba yIHCAHOT Kpyra Hacupam Temera C' u crpanune AB, a Tauka Ry, mogupHa
TadKa CI0Jba YIMCAHOT KpyTa HacipaMm Temena B u npase AB. Jlaxie, ky je-
cTe CIIoJba YIUCAHW KPYT HaclipaM TeMeHa B, a k. jecTe criojba yIucanu Kpyr
nacrupam temena C'. [IK cy nmosynpednunu kpyrosa ky, k. TOAYIapHU PEIOM

JyZKUAMA Py, Pe, A CY TOJYIPEIHUIM CIIOJba YIHUCAHUX KPYIOBa HACIIPAM Te-
mena B, C tpoyria AABC peoM mojiyJJapHU JaTUM JYKAMA P, P

Ha ocnoBy Besmkor samarka ciaean ga je RyR. = BC, a xako je 11K
RyR. = a, cnenn na je BC' = a.

Huckycuja: Kpyrose ky, k. je yBek Moryhe KoHcTpymncaTu u TOIITO UMa-
jy 3ajeIHUYKy YHYTpallliby TaHrenty [, R. Koja ux He J0Jmpyje y HUCTO]
TauKW, CJIeIU Ja UMajy W JAPYTY 3aje/lHNYUKy YHYTPallllby TaHTeHTY, Kao U
JIBe 3ajeJIHIYKe Criojballlibe TanrenTe. OJ1 (bUX TAYHO jeJiHa UCIYHhaBa YCJIOB
B(B, R., Ry). Jakne, koncrpykiwja tpoyria AABC je yBek moryha.

[Ipema Tome, 3a 6UIO KOje JIyKU @, Pp, P TIOCTOJU jEJIMHCTBEHO DPEIIETHEe
JIO Ha TOJLYIaPHOCT.
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10) @, p, pa

Anammsa: Heka je AABC Tpoyrao kKoju uciymasa ycjaoBe 3aj1arka. Taja
je L BAC' = o, moJiylIpedHuK yIUCAHOT KPyTa je MojygapaH Jy»Ku p U IOy~
[IPEYHUK CII0Jba YIUCAHOI Kpyra HaclpaMm TeMeHa A je mojyjapan jayKu .

Hexka cy S, S, pesiom 1ienTap ynucasor Kpyra k u 1ieHTap Crojba yImucanor
kpyra k, nacripam temena A un Heka cy R, R, MOIHOXK]ja HOpMAaJia U3 Tadaka
S, S, ua npasoj AB. Tauke S, S, npunasajy 6ucekrpucu yriaa £ BAC (mo-
aynpasojl), a kako cy R, R, pejoM JojupHe Tauke Kpyroea k,k, u mpase
AB, cnemm 1a je SR = p u SuR, = p,. llpema Tome, Tauka S ce Hamasn
Ha pacTtojamy p oj npaBe AB, a tadka S, ce Haja3W HA PACTOJAIY P O
upase AB. Ilpasa BC' je 3ajenutuka tanrenta Kpyrosa k, k,, a Kako BaxKu
k,k, ~ BC, y nutamy je 3ajeJHIYKa YHYTPAIha TAHIEHTA TUX KPYTOBa.
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KoncTpykiuja:

Koncrpywummmo yrao £pAq = «. Koncrpyunmimo 6ucekrpucy As (mosy-
npasy!) yria £pAq. Koncrpyummmnmo npasy a Koja je mapajiesiHa ca KpakoM
Ap yria £pAq, Hama3u ce Ha PacTojarby p O/ Ibera U Haja3u ce ¢ OHe CTPa-
He mpaBe ojpeliene kpakom Ap ¢ Koje ce Hanmase kpak (mosynpasa) Ag u
oucekrpuca As yrima £pAq. llpeceany Tauky npase a u Oucekpuce As o3Ha-
qumo ca S. Koncrpyummmo npaBy b Koja je mapaJieniHa ca Kpakom Ap yria
£pAq, Hasa3u ce Ha pacTojamby p, OJI Fhera U Hajas3| ce ¢ OHe CTpaHe IpaBe
onpebene kpakom Ap ¢ kKoje ce Hasase Kpak (mosynpasa) Aq u Gucekrpuca
As yrna £pAq. llpeceuany tauky npase b u Oucekpuce As ozHauumo ca S,
tako na Baxu B(A,S,S,). Koncrpyummnvo kpyrose k(S, p) u kqo(S,, pa) n
KOHCTPYHIITUMO FbUXOBY 3ajeJIHUUIKY yHyTpallmby TanreHty t. [Ipecedny ra-
4Ky TaHrenre t u Kpaka Ap yrina £pAq osnaunmo ca B, a npecedHy Tadyky
tanrente ¢ u kpaka Aq ozuadumo ca C.

Hokas: Tpeba nokasatu ja je L BAC' = «, j1a je TMOJYyIPEIHUK YITHCAHOT
kpyra tpoyria AABC nogymapaH JyzKu p 1 j1a je TOJYIPEIHUK CII0Jba Y-
caHor kpyra nacupam temena A tpoyria AABC nogynapan JgyxKu py.

[IK Tauka B npunaga kpaky Ap, a tauka C kpaky Aq yria {pAq koju
je IIK monynapan yriy «, ma ciaean jga je L BAC = £pAq = a.

Henrpu S, S, kpyroea k, k, cy Ha 6ucekrpucu As yrina £ BAC = £pAq
U HaJjla3e ce PeJIOM Ha pacTojamuMa p, p, o7 Kpaka Ap, 1j. kpaka AB, na
KaKO Cy UM MOJIYIPEIHUIN PEJIOM IOIYIapHU JIyKUMA P, Pg, CIACIN Ja OHU
nonupyjy kpake Ap, Aq (1j. AB, AC) yrana £pAq = £BAC. lIK je mpasa
BC sajeqnumuka yHyTpalliikha TaHTeHTa KpyroBa k,k,, ma je jemaH oj1 TUX
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KpPYyroBa YIMCAHU, a JIPYTH CII0/ba YIUCAHU KPYT HacipaM TeMeHna A Tpoyria
AABC. C obsupom na 1o na IIK Baxu B(A,S,S,), crenu na je k(S,p)
yiucann, a k,(Sq, pa) cmosba ymmcanu Kpyr Hacrpam temena A. Konauno
caed U Jla je MOJIyIPEedHuK yrucanor kpyra tpoyria AABC nogynapan
JIYZKU p ¥ JIa je MOy IPEYHIK CII0/ba YIIMCAHOT KPyTra KOjU JOJUPYje CTPAHUILY
BC' nopynapan JIyzKu p,.

Huckycuja: Ako je a > m, ne nocroju Tpoyrao AABC auju je To yHyTpa-
LY yTao, [a 3aJaTak HeMa Pellerba.

Heka cy R, R, noanoxKja HOpMaJsa u3 Tadaka S, .S, peaoMm Ha Kpaky Ap.
Tamga npema TasrecoBoj Teopemu cieman ;1% = %, a Kako ce Tauke S, .S,
HaJla3e peJIoM Ha pacTojamuMa p, p, of Kpaka Ap, creqm na je SR = p n
S.Rq = pa, 11a je A% = pﬁa. Ha 6u Baxkuno pacnopes tadaka B(A, S, S, ), Mopa
Baxkutu AS < AS,, Tj. X;Si < 1, a TO BaXKu akKO U CaMO aKO BayKH p% < 1,
Tj. p < po- Kpyrosu k, k, umajy 3ajelTHUIKUX yHYTPAIIHIX TAHTCHTH aKO U
camo ako Baxu 5SS, > p+ p,. U3 npaBoyriux Tpoyriosa NASR u AAS, R,
nobujamo ma je sin® = sin ARAS = B2 u sin? = sinLR,AS, = LHada

2 AS 2 AS,
ma Bakn AS = B = 2.y AS, = fada — o TIpema Tome, Baxu
Sin bl Sin bl Sin bl Sin bl
SSy = AS, — AS = L5 — L5 = B0 ma je 2L > p+ p, yciioB mocTojarmba
2 2 2 2

3aje/IHNYKUX YHYTPAIIbUX TAHT'€HTH.
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Axo Bakn 2L = p + p,, onya ce xpyrosu k,k, TOMPYjy U MOCTOju
2

jeJIMHCTBeHa, 3aje/IHMYKa YHYTPallliba TaHTeHTa Kpyrona k, k., ma MOCTOjU
JEJIMHCTBEHO pelemne 10 Ha TOLYIaPHOCT.
7
A -~

Axo je ;i%_%p > p+ p., OHJIA ce KPYTroBu k, k, He JOypyjy W UMajy JBe
pasHe 3aje/JHIYKe TaHI'eHTe, I1a II0CTOoje JiBa HeIloAyapHa pelletba.
Hakie, ako je a < m, p < p, u 2L = p + p,, OHJIA TIOCTOjU jeIMHCTBEHO

H [e3
s B)
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Pa—p
e
sin §

perreme 10 Ha HOIYIapHOCT. AKO je oo < m, p < p, U > p+ pa, OHJIA
[IOCTOj€ JIBa HEMO/yIapHa pelierba. Y OCTaIuM CIydajeBuMa, 3a/laTak HeMa

periemna.
11) b— ¢, hy, p

Anasmza: Heka je AABC Tpoyrao Koju uciymasa ycjioBe 3ajaTka. Heka
je A’ mogHOXKje Bucune u3 remena A, S menTap ynucaHor Kpyra u P joaupHa
Tavka yrnucanor kpyra u crpanuniie BC. Taga Baxu AB < ACu AC—AB =
b—c, AA =h, uSP = p.

Heka cy P’, P, Tauke u3 Benukor zanarka. Ha ocnosy Besmmkor 3amarka
saxu B(B, P, P,,C), PP, = b— c u tauke A, P', P, cy komuneapue. Tauka
S je cpemumre nyxu PP, ma je PPP = P'S+ SP =2SP = 2p. Y tpoyriy
AP'PP, je PP =2p, {P'PP, = § u PP, = b— c, na Taj Tpoyrao ymemo Jjia
koncTpyumemo. Tauka A npunaja npasoj P'P,, Hanasu ce Ha pactojamy hg
oxn npase BC', 1j. og ipase PP, u Baxku B(A, P', P,). Tauke B, C nupunaajy
upaBoj PP, u tanrentama yrmcanor kpyra k(.S,SP) u3z tauke A, tako na
Baxku pactopen B(B, P, P,,C).

Koncrpyknuja: Koucrpyummmo tpoyrao AP’ PP, takas ja je P'P = 2p,
AP'PP, = 5u PP, = b—c. Oznaunmo ca S cpeaumrre jyxu PP 1 KoHCTDY-
urmo kpyr k(S, SP). Koncrpyumummo npaBy p Koja je mapaJiesiHa ca IpaBoM
PP, u nanasu ce Ha pacrojamy h, ol me, TakBy Ja Baxku p, S, P’ = PP,. Y
npeceky npasux p u P’'P, osnaummo tauky A tako ga Baxku B(A, P, P,).
Kouncrpyummmo tanrenre kpyra k u3 tadke A. Y IpeceKy TUX TaHT€HTH U

upase PP, oznaunmo tauke B, C tako na Baxu B(B, P, P,,C).

Hoxkas: Tpeba nokazaru ja je AB < AC'u AC — AB = b — ¢, 5a je BucuHa
u3 TeMeHa A mojynapHa JyKu h, W J1a je TOJYNPEeYHUK YIHUCAHOT KPyTa
tpoyriia AABC nogymnapas JTyxKu p.

Tauka S je cpemumre nyxu P'P koja je IIK momymapra myxwu 2p, na
ciaenn ja je SP = %P’P = %2/) = p. Kako je o koucrpyknuju PP 1 PP,,
cieqn jia je npasa PP, HopMasHa Ha mosynpednuky SP kpyra k(S,SP),
na je ona tanrenta kKpyra k y tauku P. IIK Baxu B(B, P, P,,C), na npaBy
PP, moxemo osnagaaru u ca BC. Jlakie, npaBa BC' je tanredTa Kpyra k u
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noaupyje je y tauku P koja IIK npunana nyxu BC'. Takobe, npase AB, AC
cy IIK ranrente kpyra k, ma cjegu ja je Kpyr k WId yIUCAHU KPYT WU
crosba yrmcann Kpyr Haciupam Temena A tpoyria AABC. Kako 1K Baxkn
A, S= PP, 1j. A, S = BC, cieau na je y IUTaIby YIIMCAHA KPYT, 11a j€ IberoB
MOJIYITPEYHUK TIO/Ly/IapaH Iy KU p.

Hakse, P je moaupHa Tadka ynucaHor Kpyra u crpanute BC, a Kako je
ITK rauka S cpemumnre jqyxxu PP, cienn na je tauka P’ aujamMeTpasiHo cy-
nporha Tauku P. Ha ocroBy Benukor 3amarka, cras 1), ciaeau ja cy Teme A,
tauka P’ u joaupHa Tadka crpanuie BC U Crosba yIUcaHOT Kpyra TPOyT/a
ANABC nacupaMm Ttemena A KoJWHeapHe U Ja Cy THM PeJIOoM pacropehene
Ha 1paBoj Koja ux cajapxku. Kako je npecedna radka rnpase AP’ u crpanuie
BC rauka P,, ciemn na je tauka P, moaupha Tauka crpanuie BC u cioba
yIucaHor Kpyra HacripaMm temera A. Ako je s moxyooum tpoyria AABC, na
ocuoBy Besmkor 3amatka cieau f1a je BP = s— AC u BP, = s— AB, n1a 360r
pacnopena B(B, P, P,,C) cienn na je BP < BP,, onnocuo s— AC < s— AB,
na je AB < AC. Ha ocnoBy Benukor 3ajarke je onjga PP, = AC' — AB, a
kako je IIK PP, = b — ¢, cneqn na je AC — AB =b— c.

Tauka A mpunasa nmpasoj p Koja je mapaJsienita ca npasom PP, Tj. mpaBoM
BC' u manasu ce Ha pacrojamwy h, of Be, a ako o3HaunMo ca A’ mogHOKj e
Bucune u3 remena A tpoyria AABC, criequ na je AA” = hy,.

Huckycuja: [la 6u saxkuno ycios B(A, P, P,), mopa 6utu h, > 2p, jep npa-
Be Koje cy mapaJesne ca PP, u Ha/a3e ce Ha pacTojarmy MarbeM O] 20 CeKy
nyx P, P, a npaBa Koja ce HaJla3u Ha pacrojamy 2p cede npasy P, Py Tauku
P’. Axo Baxu Taj ycJIoB, BayKu 1 Jia Tadka A npuiiaja crosbaiimbocT Kpyra
k(S, SP), jep npasa p (koja je mapasenna ca PP, u Hama3u ce Ha PacTOjarby
ho(> 2p) o Wwe) HeMa 3ajeJHUIKHX Tadaka ca KPYrom k, Ia MOCToje JiBe
tanrente Kpyra k u3 radke A. Takobje, ako Baxku ycinos B(A, P, P.), re tan-
renrte ceky npasy PP, Tako ja ce tauke P, P, Hayaze uamely Tux mpeceqHux
radaka, 1a ycios B(B, P, P,,C') ciyu ToMe Jia ce jeJIMHCTBEHO OJIPein Koja
je oj1 THX mpecevHNX Tavdaka Tadka B, a koja je tauka (.

Jlakne, ako Baxku h, > 2p, IOCTOjU jJeJIMHCTBEHO PEIEIbe JI0 Ha MOy Iap-
HOCT, a aKo Baxkn h, < 2p, 3ajlaTak HEMa pellerba.
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2. Koncrpyucaru tpoyrao ABC' ako cy jgatu teme A, opronentap H u 1ien-
Tap ommcaHor kpyra () Tor Tpoyria.

Pemmeme:

Ananuza: Heka je AABC Tpoyrao Koju UCIymbaBa yCI0Be 33/1aTKa, Tj. HeKa
ce HeroBo TeMe A mokjana ¢ [aToM TadkoM A, HeKa ce HeroB OPTOIEHTap
MOKJIala C JIATOM TadykoM H U Heka ce IeHTap HeroBOr OMUCAHOI KpyTa
nokJtana ca Tadkom O.

Hexka je Ay cpemumire crpanutie BC tpoyriia AABC u Heka je Hy Tauka
cuMeTpuYHa OpTOIeHTPY H y ogHocy Ha Tauky A;. Y 3. 3a1aTKy u3 06/1acTh
[MomymaprocT cMmo jlokazain jia je Tajga Tadka H; cumerpudna temeny A y
onuocy Ha merTap O ommcanor kpyra Tpoyria AABC. Ilpumernmo jga ako
ce tauke A, H nokjamnajy, 1j. ako je AABC npaBoyIyiu ¢ IpaBUM YIJIOM KOJI
remena A, oHja ce nokiamajy u Tauke O, Ay jep ce meHTap OImMCaHOr KpyTra
HaJIa3u Ha cpejuinTy xurnorenyse BC, a ako ce tauke A, H pa3iukyjy, onia
ce pasmkyjy u Tauke O, A; u umamo 1a je npasa BC' HOpMaJiHa Ha IIPaBOj
OA; y taukn A;.
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KoncTpykiuja:

Osznaunmo ca Hy Taduky cumerpudany tadku A y ogHocy Ha Tadky O, a
satuMm ca Ay cpemumire nyxu HHy. Koucrpyurmmmo kpyr [(O,0A). Axo
ce Tauke O, Ay 1oKIamnajy, oHjia KOHCTPYHUIIIMO [TPOU3BOJHHY MPABY P KOja
cagpxku O u paszimanta je oi npase OA u o3aaunmo ca B, C npecedne tavuke
Te mpaBe u Kpyra [, a ako ce tauke O, A} pa3iukyjy, OHIa KOHCTPYUIIUMO
npaBy p koja je mHopmasina Ha OA; y taukm A, m He cajpxku Tadky A u
osHaunmo ca B, C' npecedHe Tauke Te mpaBe U Kpyra .

Hoxka3: Tpeba moxkasaru 1a je tauka A jearno teme Tpoyriaa AABC, na je
Tadka H opToreHTap Tor TpoyTriia u ja je Tadka O MeHTap HeroBor OnmcaHor
kpyra. OuurieHo je ncmymeno Ja je tadka A teme Tpoyria AABC.

[TK ce Tauke B, C' pa3iuKyjy u NpuIiajiajy mpaBoj p Koja He CaJIpKI TauKy
A, macy A, B, C tpu Hekonmmaeapue Tauke. Takohe, one I1K tpumasajy kpyry
[, ma je [ onmcanu kpyr Tpoyria AABC, a kako je O meros IeHTap, Caean
na je O nenrtap ommcanor kKpyra tpoyria NAABC.

N3 mperxomuor 3aksbydka ciaean ja je OB = OC. Ako ce tauke O, A;
nokJjiarajy, oga Tadka O mnpunajia crpanunu BC, ma 30or OB = OC 3a-
kibyayjemo na je O (t1j. Ay) cpemumre crpanunne BC. Ako ce tauke O, A;
pasyiukyjy, ouja je no koucrpykiuju OA; | BC, na xkako O npumnaja cu-
merpasu crparute BC (jep Baxu OB = OC), cienn ja je OA; cumerpasa
crparurie BC. IIK rmauka A; npunama crpanunum BC, ma cienm ja je oHa
weno cpequinre. [1K je rauka Hy cumerpudna TeMeny A y OJHOCY Ha IIEHTAp
OIMUCAHOT KpyTa, a y 3. 3ajaTky u3 obsactu [logyrapHocT gokazaim cMo J1a
je Tauka cUMeTpUYIHA OPTOIEHTPY y OJHOCY Ha cpejulinte crpanute BC cu-
MeTpHUIHA U TeMeHy A y oHOCYy Ha meHTap onucanor Kpyra rpoyria AABC.
Cnemn 1a je tauka Hy cuMeTpudHa OPTOIEHTPY Y OJHOCY Ha cpeaurite Ag
nyxu BC', a caMuM TUM 1 J1a je OPTOIEHTAp CUMeTpuYIaH Tadku Hi y ojHO-
cy na tauky Aj. IIK je Ay cpepumire qyxu H Hy, na ciaean jia je tauka H
cumeTpudHa Tadku Hi y ojHOocy Ha cpequtire A; crpanune BC, mmo 3uadn
na je tauka H oprorenTtap tpoyria AABC.
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Huckycuja: Ako ce tauke A, O TmOKJIamajy, 3ajjaTak HeMa pellema, jep ce
TeMeHa CBAKOT TPOYIJIA PA3JIHMKY]y O/l IEHTPA HEroBOI OMMCAHOI Kpyra (a
taja takohe e mocroju Kpyr [(O,O0A)). Heka cy mauke A,O pasmmaure.
Mopamo 06e30euTn 1a mpaBa p KOjy KOHCTPYHIIEMO KpO3 Tadky A; cede
Kpyr [ y jaBema Tadkama u jia He cajap:xkm Ttadky A. Ako ce tauke O, A;
MOKJIAIAjy, OHJ/Ia CMO Ty IpaBy KOHCTPYHUCAJH IIPOM3BOJEHO TAKO JIa Ce pa3-
nukyje o npase OA. Caka mpaBa Koja mpoJiasu Kpo3 Tadky O cede Kpyr [
y JaBema Tadkama u camo mpasa OA cagapxku tauky A. Jlakie, Taja nmocroju
OECKOHAYHO MHOTO PEIIeHha.

Heka ce tauke O, A; pasnukyjy. Tauka O je cpemumre nyxu AHp, a
tauka Ay je cpenumre qayxu HH,. Axo cy tauke A, H, H; HekouHeapHe
(Tj. ako mocroju Tpoyrao AAHHy), orna je OA; merosa cpe/imha JIUHAja 1
Baxu OA; || AH u OA; = ATH. Axo cy Tauke A, H, H, xoquneapne, oHIa je
@ = OH,u HAy; = A H (jep cy O, Ay pesionm cpemamra myzxxu AH,, HHy ),
r&c}negwjeﬁ = @—1—0‘1?\: O—HI—J—O = O—AI+/TH1>+O‘H> =
OA, + HA, + OH = OA, + OA, = 204,. Cueant 1a je AH = |AH|| =
[2043 = 2| 04| = 204;.

Jla 6u mpaBa p Koja caupxku A; m HOpMmasHa je Ha (OA; cekima Kpyr
[(O,0A) y nBema taukama, Tadka A; MOpa MpunajaTi yHYTPAIIHOCTH KPY-
ra [, Tj. mopa 6utu OA; < OA. Jlake, nobujamMo ycjoB %AH < OA, T1j.
AH < 20A. Y ciaydajy jma npaBa p cajJp:Ku Tadky A, Hema periermba, a y
OCTAJINM CJIydajeBHUMa IIOCTOje JBa pellerma, jep nMaMo u3b0op kKojy hemo o
[IpecevTHNX Tavdaka rpase p u Kpyra [ obenexxutu ca B, a kojy ca C. Ako cy
tauke A, H, O konuneapre, onjia je Tpoyrao AABC' jeHaKOKpPaK ¢ BPXOM
A, ma 3ameHoM o3Haka TemMenuMa B, C' 100mjaMo MOLyIapHa pelemba, a aKo
rauke A, H, O Hucy KoJimHeapHe, OHJa 3aMeHOM O3Haka Temenuma B, C' He
J100MjaMo TIo/Ly/lapHa pelleba.

Jlakme, ako ce Ttauke O, A paznukyjy, a Tauke A, H mokjarajy, 1mocTo-
ju GeckoHAYHO MHOTO perrema. Ako ce tatdke O, A pasimkyjy, Kao u Tadke
A H, ako cy A, H, O xonuneapue n Baxxu AH < 20A, nocroje nBa mely-
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cobro mojysapua perrema. Ako ce tauke O, A u A, H pasnukyjy, A, H,O
nucy xoymmaeapue, yrao £ HAQO wuuje tyn un Baxxu AH < 20A, onja nocroje
JiBa HemojyaapHa pemieba. Ako ce tauke O, A u A, H paznukyjy, A, H,O
HUCY KOJIMHeapHe U IpaBa p He caJIp:Ku Tadky A, mocroje /Ba HemomayaapHa
pereba. ¥ CBUM OCTAJIMM CJIyUajeBUMa, 3a/aTak HeMa pellerba.

3. Jlare cy Tauke Ay, S, F'. Koucrpyucaru tpoyrao ABC' ako je Ay cpemuire
BC', S nenrap ynucanor Kpyra, a F' mpecek cuMeTpaJie CIOJbAIILer yIia y
temeny A u npase BC.

Penieme:

Anasmza: Heka je AABC Tpoyrao Koju UCIybaBa yCIOBe 3a/1aTKa, Tj. HeKa
je mauka A; cpemummre crpanure BC, tauka S 1eHTAp HErOBOT YIHUCAHOT
Kpyra u F' mpecedna Tadka OMCEKTPUCE CIOJBAIIHET yIUIa KO/ TeMena A u
npaBe Koja cajipxu crpanuity BC.

F B / P Ay P, C

Heka cy P, P', P, tauke u3 Benukor 3ajarka. Tauka P je 1mojHOXKje HOP-
Maje w3 Tadke S Ha crpanunu BC, a camuMm TuM u Ha tpasoj F'A;. Ha
ocHOBY Besmkor 3ajarka je Tavuka P, cuMeTpuyHa Tadku PP y OHOCY Ha, Tad-
Ky Ai, a rauka P’ joj je cumerpuuna y ojHocy Ha tadky S. [loaynpasa AS
je bucekTpuca yHyTpallmber, a noaynpasa AF GucekTprca CloJballliber yria
ko Temera A, mrro 3uaun ja je yrao £ F'AS mpas. [Ipema Tome, tatuka A
npunaja Kpyry nHaj npednnkoMm F.S. Takobhe, na ocuoBy Benukor samgarka
Baxu B(A, P, P,), na tauka A npunaja npasoj P, P’. Cienu na ona npura-
Jla IpeceKy Kpyra Haj npeunukom F'S u upase P,P’. Ilpase AB u AC cy
tanrerTe yrucaHor kpyra k(S, SP) u tauke B, C npunajajy npasoj F'A;.
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KoncTpykiuja:

/ P Pa\q C

Koucrpyummumo npaBy F A;. O3Had9nMO MOJHOXKje HOpMaJie n3 Tadke S
Ha paBoj F'A; ca P, a 3aTuM Tauyke CUMETPUIHE TaA4KU P PejioM y OJHOCY Ha
tauke Ap, S ozmauumo ca P,, P'. Korcrpyummmo Kpyr Hajl npedaukom FS
U BeroB mpecek ¢ npasom P, P’ oznaunmo ca A tako ma Baxu B(A, P, P,).
Koncrpyummmo tanrente kpyra k(.S, SP) n3 tauke A U BUXOBE IIPECEKe ¢
npaBoM F'A; osnaummo ca B, C' tako ga Baxu B(B, P,C).

Hokas: Tpeba nokazaru na je tauka A; cpeaurnre crpanutie BC Tpoyria
AABC, na je tTauka S 1meHTap HEroBOI YIIMCAHOD KpyTa 1 1a je F' mnpecedna
Tavdka OMCEeKTpuce crosparimber yria ko remena A u npase BC.

[IK je nomynpeunuk SP kpyra k(S,SP) vHopmanan Ha npasoj F'Aj, 1j.
Ha mpaBoj BC', na cienn ja je nmpaBa BC' tanrenta kpyra k. Takohe, mpase
AB u AC cy IIK ranrenre kpyra k, a kako [1K Baxu B(B, P,C), cieau ma
je k ymumcanu Kpyr wim Clojba YIUCAHU KPYT HacpaM TeMeHa A Tpoyria
AABC. Tlomro IIK Baxu B(A, P, P,), cnenn A, P' = BC, a nomro je S
cpenumre PP’ cienn B(P, S, P'), na je P’ S~ BC. Cneqn A, S = BC, na
je k ynucanu kpyr Tpoyria AABC, mTo 3Ha4n J1a je iheros eHTap S meHTap
yrcanor kpyra Tpoyria AABC.

N3 qumennria j1a je Tauka P jpogupHa TadKa yIUCAHOT KPyTra U CTPAHUIIE
BC, TIK Tauka P’ cumerpudna Tadyky Py 0JIHOCY LeHTap YIIICAHOI KPyra S,
B(A, P', P,) u na P, npuniasa npasoj BC', na ocHoBy Besnkor 3aiatka ciein
Ja je Tauka P, JoampHa TadKa CIIoJba YIMCAHOI Kpyra HacmpaMm TemeHa A
u crpanute BC'. Kako je na ocunoBy Bemukor 3agarka cpeaurnre jgyxu BC
yjenno u cpemuinre ayxu PP,, a IIK je Ay cpemuinre nyxu PP,, ciean ga
je Tauka Ay cpemumre ayxu BC.

[Tomro je S mentap ymumcanor kpyra tpoyria AABC, creqn na je to-
aynpaBa AS Oucekrpuca ymnyrpamimer yria koj Temena A. IIK rauka A
npunaja Kpyry Haj npednukom FS| na je yrao L FAS npas. Jlakie, 1mo-
naynpaBa AF je GucekTpuca criojballliber yria, a Kako Tadka [ npumnaja
npasoj BC', ciequ ma je oHa mpecedHa Tadka OMCEKTPUCE CIIOJhAIILEr yTia
ko1 temeHa A Ttpoyria AABC u npase Koja cajp:xku crpanuiy BC.
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Huckycuja: [lenrap ynucanor kpyra tpoyria AABC npumnajia merosoj
YHYTPAIIbOCTH, TIa CJAeIU da He mpunaga npasoj BC, a caMuM TUM HE IIpa-
Boj F'A;. Jlakne, tauke F, A1, S Mopajy OuTu HeKOJIMHeapHe, MHAYTE 3 1aTaK
HEMa pellema.

A

F B PE A P, C

Heka je E mpecedna Tadka OUCEKTPHCE YHYTPAIIHET yIjia Ko TeMena A
tpoyriia AABC u crpanune BC'. Bes o63upa Ha To ja yin Baxxu B(F, B, (')
win B(F,C, B), saxu B(F,P, E, Ay, P,). Tpoyrao AFAS je npasoyrim ¢
IpaBuM yrjioM Koj Temena A, ma je yrao £ FSA omrap. 36or B(A, S, E)
cienn jga je yrao L FSE tyn. s B(F, E, A;) cienn na je LFSA; > LFSE,
na je u yrao £ F'SA; ryn. Jlakmie, ma 6u mnocrojasio pemere, Taduke F, Ay, S
Mopajy 6utn takse ja je yrao £ F'SA; tyn. Takobe, tauke F, S, A; mopajy
OuTH Takpe Ja Kpyr Hau upednukoM F'S u nonynpasa P, P’ umajy 3ajennn-
YKIX Tadaka. ¥ TOM CIydajy ce OMIO Koja OJT IPeCevHnX TadaKa IMOJIylIpaBe
P,P" n xpyra Haj npeaaukom F'S moxke o3HaunTu ca A m O6whe wucymen
yenos B(A, P, P,). Tauka A npunaza crosparmoct Kpyra k(S, SP), mro
3HAYM JIa [T0CTOje JiBe TaHreHTe Kpyra k u3 tauke A u oHe ceky mpaBy FA;
ca pasHHUX cTpaHa Tadyke P. Buyio koja o TMX Tavdaka ce MOYXKe O3HAUUTHU Ca
B, a onma ce ca C o3HavaBa npecevdHa Tadka Jpyre TaHTeHTe u mpase [1A;.

\\\\‘
/P PO C
[Ipema Tome, ako cy Tauke F, A, S HekomHeapHe TakBe j1a je yrao £ F'S Aq
Ty 1 KpyT HaJ npednukom F'S cede nonynpasy P, P’y nBema Taukama, 3a-
JlaTak UMa YeTUPH HeloJyJlapHa pellema, a ako ce Taj KPyr W IOoJIylpaBa
P,P" nonupyjy, 3ajaTak mMa JBa HeNo/ylapHa pelierma. Y CBUM OCTATUM
cydajeBUMa 3ajaTak HEMa pellierba.
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4 HaBep3uja

Hedununmja 23. Heka je k(O, r) kpyr Heke paBHu «. HHeepsuja y 0JHOCY
ma Kpyr k je npecimkasambe ¥ : o\ {O} — a\ {O} xoje Tauxy A cimka y
tauky A’ nomynpase OA raksy ja saxu OA-OA = r?.

Baxno je marmacuru ga tadka O He NPUIIALa HE JOMEHY HH KOJIOMEHY
Ipec/InKaBama, Py.
Ocobune 0OBOI' IIpec/INKaBamba Cy:

e 1, je mHBOMYIHMja, opHOCHO ¥7 = Id;

Nusepsuja je ounrienno unsotyimja, 1j. ¥ = Id, jep axo je A’ comka
tauke A, onna A’ mpumana nomynpasoj OA u Baxxu OA - OA” = r?, na
cnemn ga Tadxa A mpumana mosynpasoj OA’ m saxu OA' - OA = r2,
mrro o Jedunnnuju 3uaqn jga je Y (A’) = A. Ilpema Tome, unBep3uja je
OUjeKIja n MHBOJIYIIN]A.

e Tauka A ce cimka y cebe ako M caMo ako Ipuiajga Kpyry k;

Axo Tauka A npunaja kpyry k, ouga je OA-OA = r?, na xaxo A npunaja
nostynipasoj OA, cienn na je 1 (A) = A. O6puyTo, ako je Y (A) = A, onna
je OA-OA =712 1j. OA = r, na A npunaia kpyry k.

® TavyKe U3 YHYTPAIIHOCTH Kpyra k, pasiamaute o Tadke (), CIUKajy ce y
TauKe U3 CIOJbAIIbOCTU Kpyra k u 0OpHyTO;

[Tomohna KOHCTpYKIMja C/IUKEe TavyKe TP WHBEP3UjU:
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Heka je A Tauka y ynyTpamimoctu Kpyra k pasanauta oj tadxke O. Kon-
crpyutiumo nosrynpasy OA u HOpMasy n Ha TOj MOJYIPaBoj y Taduku A.
Jesny o mpecevHnX Tavaka HOpMaJe n U Kpyra k o3HaduMo ca 1’ KOH-
CTPYUIIUMO TaHTeHTy Kpyra k y tauku T (mopmasy wa OT y tauku T')
u ca A’ ozaunmo mwen npecek ¢ nosynpasom OA. Tpoyrinosu AOTA u
AOA'T cy cmmanm jep je LTOA = LA'OT n LOAT = 5 = LOT A, na je

94 = &% onnocno OA - OA' = OT - OT = r?. Ilpema tome, ¥y (A) = A'.

Ako je A Tauka y CHO/bAIIBOCTH Kpyra k, OHJ/Ia KOHCTPYHUIITUMO ITPOU-
3BOJ/bHY TAHIE€HTY Kpyra k U3 Te Tavke, O3HAUUMO JIOJUPHY TadKy ca 1 u
KOHCTPYHUIIIIMO HOpMaJy n Ha moJynpaso] OA Koja caap:ku Tadky 1’ u
o3HauUMO HoAHOXK]je Te nopmase ca A'. Ha merm maumn kao majonpe ce

nobuja ma je v (A) = A'.

[Ipema ToMe, OBUM CMO JIOKA3aJId Ja ce TadKe U3 YHYTPaIlmhocTh Kpyra k,
pazauunte o (O, CIUKajy y HEeroBy CIOJbAIIOCT U 00pHYyTO. Takohe, Ta-
JKe Kpyra k ce ciimkajy y cedbe u ¢Be Taduke Koje ce CJuKajy y cebe mpuriajiajy
Kpyry k.

ako je Y (A) = A’ u ako je PQ) npeunuk Kpyra k takas Ja cy P,Q, A, A’
KoJHeapHe, outa Baxu H(P, Q; A, A');

P Q A

Heka je A mpomssospHa Tauka pasmmanra ox O, A’ = ¢ (A) u Heka je
P(Q upeunuk kpyra k takas jga cy P,Q,A, A" xonmuneapue. Tama je O
cpeaurnre ayzku PQ), a nomro A’ npumaza noaymnpasoj OA, ciaenn 1a Huje
B(A,0,A"), na o pedununmjun 17 caemn na je O—1>4 -0OA" = 0OA-0A =
r? = OP?. Ha ocnoBy 3ajatka 2.11 ciean ga paxu H(P,Q; A, A').
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ako mpasa p caapxu Tauky O, ouga ce p \ {O} ciuka y p\ {O};

aKo mpasa p He caapxku Tadky O, onga ce p cimka y [\ {O}, tae je [ xpyr
koju cajsip:ku O;

ako Kpyr [ caapxu tauky O, onga ce [\ {O} ciauka y mpaBy p Koja He
cagpxu O;

ako Kpyr [ He cagpzxku Tauky O, oHIa ce [ cimKa y KpyT [; Koju Takohe He
cagpzxku O, Ipu deMy ce IeHTap Kpyra | He cJIMKa y neHTap Kpyra lq;

Ha cremehum cimkama BHINMO KaKO Ce MHBEP3WjOM CINKABA]y IMpaBe u
KPYTOBH Y 3aBUCHOCTH OJI Tora Jia Ju cajipxke Tadky O. Takobe, Bugnmo
na axo je Y (l) = Iy, onga ce nenrap Kpyra [ He cimKa y TieHTap Kpyra lq.

m /<‘
(&
Gy . |
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o ako je A" = ¢p(A) u B' = ¢ (B), onna je A'B’ = ﬁAB;

A/

Heka cy A, B jase pasue tatuke u A = (A), B’ = x(B). Tpoyriosu
ANOAB u AOB'A’ cy cuuann jep umajy 3ajelHu9Kn yrao Ko remena O u
3z OA-OA'=0B-0OB’ ciemn na je OA: OB = OB : OA’. IIpema tome,

OA: OB = AB: B'A' 1j. AB = 2B AB = 9808 Ap — 1" AB.

® ;. dyBa yrjoBe u3Mehy KpUBUX.

Yrao uzmely jiBejy KpUBUX KOje ce CeKy je yrao udMely mUXOBUX TAaHI'€HTU
y TPECcevYHoj TavyKu, IPU YeMy je IpaBa caMa ceOM TaHTeHTa Y ITPOU3BOJb-
noj Tauku. [lomro mHBep3Mja YyBa yrjoBe, yrao usmMehy TaHTeHTH JBEjy
KPHUBUX Y bUXOBO] IIPECEUHOj TAUKHU jeJHAK je YIJIy u3Mely TaHTeHTU CJI-
Ka TUX KPUBUX IIPU UHBEP3UjU U Y HBUXOBO] IlpecevHoj tauku. [lomro ce
WHBEP3UjOM IIpaBe M KPYT'OBU CJIUKA]y V IpaBe W KPYyroBe, NHBEP3Uja Ty-
Ba yryioBe m3Mmehy npaBux u Kpyrosa. [IpecimkaBarma Koja 1qyBajy yrjoBe
HA3UBAMO KOHPOPMHUM TIPECTHKABAILUMA.

1. Axo ce kpyrosu ki u kg 101pyjy v IIEHTPY WHBEP3Uje, Tajla ce MHBEP3UjOM
CIMKajy y JiBe napaJjeiHe mpase. [lokazaTn.

Penieme:
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Heka je k(O,r) kpyr uusepsuje (maxie, O je 1eHTap MHBEP3Uje) U HEKA
cy ki, ko kpyrosu Taksu Ja je ky Nky = {O}. [lormro cagpxku rienrap nuBep-
3mje, K/ KaykeMo Ja ce Kpyr k; cimka y mnpaBy k] Koja He CaJprKu IEeHTap
MHBEp3Mje, MOpaMO UMaTH y BUIAY jJa cianka Tadke O Huje neduHMCaAHA, 1A
ce dopmasmo ckyn ky \ {O} cimka y npaBy &, 1j. Baxku (k1 \ {O}) = k.
Comano u 3a Kpyr ke Baxu ¥i(ke \ {O}) = ki, rme je k) npasa koja e
caJipxku 1ieaTap uasepsuje. [Ipema Tome, Kako je 1) Oujexiuja, BaxKu

Kinky = ek \{O}) N (k2 \ {O}) = vi((kr \ {O}) N (k2 \ {O}))
= Ue((ki k) \ {O}) = 0.

Haxme, mpase k) n ki, Hemajy 3ajeHIYKIX Tadaka, 1a Cy mapajiesite, mTo je
1 TpebaJio JoKa3aTH.

2. Heka ce unBepsujom ¢, Tauka A Koja He npunaja Kpyry k ciuka y A’ n
Heka je [ mpousBosban Kpyr Koju caapxu A u A'. Jlokasaru na je [ L k.

Y pememwy oBor 3ajiaTka Kopuctuhemo 11. m 14. 3ayarak u3 objactu
Crmanoct. [logcernmo ce BUXOBUX TOCTABKH.
11. Axko cy A, B,C, D pasne koymnaeapte Tadke, a O cpeauinre nyxxu AB,
taja Baxku H(A, B;C, D) <= AO? = O? . O?
14. Heka cy A, B,C, D xonuneapHe tauke takse ja Baxku B(A,C, B, D) u
Heka je k Kpyr HaJ npedHukoM AB u [ Oujio Koju Kpyr KOju CaJIp:KU TadKe

C, D. Jlokazaru na Baxku H(A, B;C,D) <=k L L.

Penieme:

Hexka je PQ npeunuk kpyra k takas ja cy P,Q, A, A’ konmuneapue. Taja
je O cpemumire ayxu PQ u Baxku OA - OA" = r* = PO?, na na ocnony 11.
sajaTka u3 obmacru Comanocr Baxku H(P,Q; A, A"). lyx PQ je upednuk
kpyra k, kpyr [ cagapxu tadke A, A" u Baxu H(P,Q; A, A’), na Ha ocHOBY
14. zaymarka n3 obnacru Chmaroct ciaean fa je k L [, mro je m Tpebdaso
JIOKA3ATH.
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3. Heka je O nenrap onucanor kpyra [ tpoyria ABC. Ako cy B’ u C' tauke
nonynpasux AB u AC rtakse ja je AB - AB' = AC - AC' nokazatu ja je
OA 1L B'C".

Penieme:
A Q

B/

Heka je k(A, p) Kpyr ¢ meHTPOM y Taduku A 9uju je HOTyIIpedHIK p jeHAK
VAB - AB'. Tana je B' = ¢y (B) u C" = 14(C). Onucanun kpyr [ cajpxu
Tauky A, ma ce uuBepsujom vy, cauka y npasy B'C’ (taanuje, (1 \ {A}) =
B'C"). Takobe, npaa AO cajpxu Tauky A, ma ce UHBEP3UjOM Uy CIUKA Y
cebe (Taunnje, Y (AO\{A}) = AO\{A}). IIpasa AO u xpyr [ cy melhycobuo
nopmaJinu, jep npasa AO canpzxku nentap O kpyra [. [lomro nnepsuja qysa
yIJIOBe, caean jia cy cianke npape AQ un kpyra [ mel)ycoOHO HOpMAaJIHHI, Tj. Ja
je AO L B'C’, miro je u Tpebajio JOKa3aTH.
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4. Heka je ABP() nereruBHu 4erBopoyrao. lokaszaru na je yrao msmely
KpyroBa omnucanux oko Tpoyriiosa ABP u ABQ jennak yriay usmely kpyrosa
orcaHux oKO TpoyrioBa PQA nu PQB.

Penieme:

Q.

OsnaunMo Kpyrose ommcane oko TpoyrioBa NABP, AABQ penom ca
k1, ks, a kpyrose omucane oko Tpoyrioa APQA, APQB peinom ca ly,ls.
Mrmoro je maxine sHahn yrao m3mely npasux zHero u3amely kpyrosa. VHBep3nja
qyBa yrjioBe u ojpeheHe Kpyrose C/IMKa y IpaBe, 1a je TOXKe/bHO MPUMEHUTH
HEeKy WHBep3ujy U npecaukaru mrto Behm O6poj kpyrosa y mpase. [lenrtap
MHBep3HUje o1abepuMo Tako Jia npuiiajia Hajsehem 6pojy Kpyrosa. [lomrro cBe
yernpu tauke A, B, P, () upunajajy 1o TpuMma KpyroBuMa, oJadepruMo OMIo
KOJjy OJI FhUX 3a I€HTAp UHBEp3uje, HIIP. Tauky A.

Hakie, weka je k(A,p) Kpyr mpou3Bo/bHOT MOJMyHIpedHuKa p > 0 U He-

ka cy tauke B’ P’ ()’ nare ca B = ¢y (B), P’ = Yx(P), Q" = ¥x(Q), npase
| K 2 nae ca K = (i \ {AD), K = (ko \ {A}), 1 = (1 \{A}) m rexa
je xkpyr I, mar ca ll = 1y (ly). 3namo na ly Kpyr He cagpku Taduky A (ako 6u
je cagpkao oHIa 6u TeTBOpoyrao ABP() 610 TeTuBaH IITO je Y CYyIPOTHOCTH
Jla, IPETIIOCTABKOM 3ajiaTKa Jia je ABP() HeTeTHBaH 4€TBOPOYTao), Te ce OH
cimka y Kpyr [y koju He caapxku tauky A. Kpyr ki cagpxu tauke B, P, na
je ki = B'P’. Cmuno, ki, = B'Q' u l} = P'Q)’, a kako Kpyr [y cajipxKu Tavuke
B, P,Q, cneqn ja kpyr Iy caapxu tadke B’ P’ (Q)'. Yrao usmehy upase [}
u kpyra [}, jennak je ormrrpom yriay m3mehy termse P'() m TamrenTe Kpyra
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Il y mekoj ox Tavaka P’ Q)" (momymaphu cy), a Taj yrao je mojyjapaH nepu-
depujckom yriury mas rerusoM P'Q), 1j. yriny £ P'B'Q’, mro je yrao usmely
upasux ki, k). VluBepsnja qysa yriiose, Iia cjean J1a je yrao n3mehy Kpyrosa
l1, s momynapan yriry usmehy Kpyrosa ki, ko, TITO je u Tpebajo JTOKa3aTH.

5. Heka ce kpyrosu ki, ks, k3 meljycobno jmonupyjy y Taukama P, (), R. Jloka-
3aTHU Jla je KpyT oImcaH oko Tpoyriaa PR oproroHajaH Ha cBa TPHU KpyTa.

Heka je k1 Nky = {P}, ko Nks = {Q}, ks Nk = {R}. O3naunmo kpyr
ommcan oko Tpoyriaa APQR ca l. Kpos cBaky ox Tagaka P, (), R mpo/ase 1o
TPHU OJ YeTHPH JlaTa Kpyra, Ia je CBejeJIHO Kojy hemo ojabpartu 3a IeHTap
nnpepsuje. OmgadbepumMo HIP. Tauky P.

P

o

R’/_\Q/
N

Heka je k(P, p) Kpyr Hpou3BOJLHOI MOIYIPEIHIKa p > 0 1 HeKa Cy Tadke
Q', R nare ca Q' = Yp(Q), R = x(R), Hexa cy mpase ki, k), I mare ca
k= Yu(ku \{P}), k3 = (ko \ {P}),I" = ¢y (I\ {P}) n nexa je kpyr ki nar
ca kb = i (ks). Kpyrosu ki, ko ce nomupyjy y mnentpy unsepsuje P, na Ha
ocuoBy 1. 3asarka ciequ ja je k) || kb, a takohe kpyrosu ki, ke momupyjy
Kpyr k3 pemom y rmaukama R, (Q), ma cy ki, k) tanrente kpyra kj pemom y
taukama R, Q)'. Ilpema Tome, ako je O nientap kpyra ki, onga je OsR' L k]
u O3Q" L k. 36or kY || kb, cienn na je OsR' || O3Q)', ma caeau na cy Tatdike
O3, @', R xkomuneapue. Kpyr [ cagpxxu tauke P, (), R, na je upasa ()’ R’ ciuka
kpyra [, ogaocHo npasa . Jlakie, npasa I’ je Hopmasina na kf, kb u cajpxkun
neHTap Kpyra kj, ma je HopmasHa u Ha kj. VlHBep3uja qyBa yriose, ma ciein
na je | L ki, ko, k3, miTo je m TpebaJio JloKa3aTu.
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6. Kpyrosu ky, ks, k3 cy mehycobno oproronasuu, npu demy ce ki u ky cexy
y Taukama A u B, ko u ks y Taukama C' u D, ks u ki y Taukama F u F.
Jokazatu ja ce kpyrosu onucauu oko Tpoyriosa ACE u ADF nomupyjy y
Taaku A.

Penieme:

Hexka cy [, ly kpyrosu onucanu oko TpoyrioBa NACE, AADF. Tauka
A mpunajia CBUM KPYrOBUMa OCUM KPYTY k3, a o1abepuMo by 3a IeHTap
UHBep3Wje.

Heka je k(A, p) Kpyr npou3BOBHOL TOJYIPEeIHIKA p > 0 U HeKa Cy Tadke
B',C", D', E'" F' pare ca B' =1y (B), C" = (C), D' = ¢y(D), E' =y (E),
F' = ¢p(F), ueka cy upase ki, k5 I} 15 nare ca kf = vp(ky \ {A}), k), =
Uik \ {A}), I} = ¥i(li \ {A}), l2 = ¥r(l2 \ {A}) n nexa je xpyr ki jar ca
k5 = 1x(ks). iaBepsuja qyBa yriose, na ciaeau Ja cy upase ki, ki mehycobHo
yipasae y Tadku B’ n ynpasHe Ha KPyTy kj, Tj. caJprke meroB enTap. [Ipema
Tome, Tadka B’ je menrap kpyra kb. Kpyrosu ki, k3 nmajy 3ajennutike tadke
E F, na ciequ na ce upasa ki u Kpyr k% cexy y taukama E', F”'. Cinaro,

upasa k) u Kpyr k% ce ceky y taukama C', D'. Kpyr [y cappxu rauxe A, C, E,
a Kpyr lp Tauke A, D, F.najely, =C'E' uly, = D'F'.

Tpoyrinosu AB'C'E' u AB'D'F’ cy jenHakOKpaKo MPaBOyTJIH, Ma CJIe/in
na cy yroosu £ B'C'E' u AB'D'F” jemnaku 1o 45°, ma ¢y u meljycobno mosty-
napuu. [Ipema tome, cienn na cy npase C'E' u D'F' napanenne, 1j. I} || 1.
Kako kpyrosu [ u ly nMmajy 3ajeIHUUKY Tauky A, cjeau ja UM je To jenHa
3aje/IHMYKA TavKa, Tj. Ja ce J0aupyjy v Tadkn A.
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7. Y paBHU Cy JaTa YeTHPHU KPyTa 0J1 KOJUX CBaKM JIO/INPYje TaYHO JBa KpyTra
oJ1 mpeoctanux. JlokazaTu j1a cy jojupHe Tadke KOJUHEApHe WM KOHIIUKJTI-
JHe.

Penieme:

Heka ce kpyrosu ki, ky nomupyjy y Tauku P, HeKa ce Kpyrosu ks, ks j10-
nupyjy v Tadku (), neka ce Kpyrou ks, ks momupyjy y tauku R u Heka ce
KpyroBsu ky, ki nopupyjy y tauku S. Tpeba nokaszaru ja cy tauke P, Q, R, S
KoJImHeapHe min Konnukandne. Cpaka o tadaka P, (), R, S 3ajeqnndka je 3a
110 JIBa Kpyra, TaKo Jia je CBeje/IHO KOjy hemo ojadpaTn 3a eHTap WHBep3uje.
Opabepumo HIp. Tauky P.

Heka je k(P,p) Kpyr npou3Bo/bHOT HOJIylpednnka p > 0 U Heka cy Ta-
qke @, RS’ nare ca Q' = Y¥p(Q), R = ¢Yr(R),S" = p(S), npase ki, ki
nmare ca k] = (k1 \ {P}),k} = ¢r(ka \ {P}) u kpyrosu ki, kj nartu ca
ky = r(ks), k) = ¥x(ks). Ha ocroBy 1. 3amarka ciaemn na cy npase ki, kb
mapaiesie, a momro ce ky, ks nomupyjy y tauxu Q u ki, ks fomupyjy y radkm
S, cnenn ja cy npase ki, ki pejiom Tanrente Kpyrosa ky, ks y Taukama S’ Q'
[Tomro ce KpyroBu ks, ks Jomupyjy y tadku R, cienn na ce Kpyrosu kj, k)
Jnoupyjy y tauku R
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Osmauammvo ca Os, Oy pesiom 1ientpe Kpyrosa kj, k. Ilomrro ce onn nozm-
pyjy y Tauku R’ cieau na cy tauke Oz, R’ O, xonuneapue. [Ipema Tome, J1o-
BOJBHO je nokazaru ja Baxku £S5 R'Oy = £Q'R'Os, jep he Taga To 6urn yHa-
KpcHE yryioBu u jokaszahemo ja cy @', R, S’ konmuneapne. [omro cy npase
K, ki penom Tanrente Kpyrosa kj, kb y Taukama S, Q' cirenn na je 'Oy L Ky
u QO3 L ki, a nomro cy u napasense, cienu jga Baxu S'Oy || Q'Os. Tlpema
rome, yriosu £S5’ O4R' nu £Q'O3 R’ jecy yryioBu ¢ napaJjieJIiuM Kpaluma, 1a cy
noaynapuau, 1j. Baxku £S'O4R = £Q'OsR'. Tpoyriosu ANOLS'R', AOsQ' R’
Cy jeITHAKOKPaKM M MMajy IOJly/lapHe YIJIOBE IIPU BPXY, Ia CJIEN Ja UMajy
nojyapue u ocrase yriaose. Crenujanno, Baxu £S'R'Oy = £Q'R' O3, e cy
rauke ', R, S’ kosmneapue.

Onga cy P, Q, R, S KoimHeapHe WIn KOHIUKINYIHE. 3ancTa, HeKa je p mpa-
Ba Koja cajpxku tauke @', R’ S". NuBepsuja je unposynuja, na je Q = ¥(Q’),
R=1y(R). S = ts(S). Axo p > P, omaa je n(p\ {P}) = p\ {P}, ma caea
na @, R, S € p, mro 3naun ja cy P,Q, R, S konuneapue. Ako p # P, onja je
Ur(p) = p' \ {P}, tae je p' kpyr koju caapxku tauky P u @, R, S € p/, mto
sHavn ga cy P, @), R, S KOHIUKInIHE.
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8. Koncrpyucarn kpyr k xoju cajpxku jiBe jare tadke A u B u jgoaupyje
JIaTy MIPaBy pP.

Penieme:

Anasmza: Heka je k Kpyr Koju uciymaBa yeaoBe 3ajaTka, Tj. neka k 5 A, B
u HeKa k joaupyje p.

2 A

P p

Bap jemna ox tavaka A, B He mpumnaja mpaBoj p, jep ce mpaBa U KPyT
JIOMPY]Y y TA49HO jeHoj tadku, a A, B cy pasnmunrte Tadke. be3 ymamema
OIIIITOCTH, TPETIIOCTABUMO Jia Tadka A He NMpUIaja mpaBoj p u ogabepumMo
by 3a [EeHTap WHBEp3uje.

Heka je [(A, p) Kpyr Ipon3Bo/bHOD moJIyHIpedHuKa p > 0 1 HeKa je Tadka
B’ nara ca B' = 1y(B), upasa k' nara ca k' = ¢;(k \ {A}) u xpyr p’ nar ca
P\ {A} = Gi(p), mpi ey K F A n pf 5 A,

A

B/
P’ K
Kpyr k cagpxku Ttauky B u jgoaupyje mnpasy p, Ila cjieau ja npasa k'
caapxku Tauky B’ u gomupyje Kpyr p’, Tj. ma je TanreHTa Kpyra p’ U3 Tauke
B

Koncrpykimja: Heka p # A. Koncrpyumminvo kpyr [(A, p) mpousBosbHOT
nosynpeannka p > 0. Koncerpynmmmo Kpyr p' Koju cajpku Tauky A takas
na Baku p\ {A} = ¥y(p). Oapenumo tauky B’ = 1;(B) u KOHCTPYUIIIUMO
taurenty k' kpyra p’ usz rauke B’ taksy ja k' F A. Koncrpyummumo Kpyr k
Koju cajpku Taduky A takas Ja Baxku k\ {A} = ¥ (K').

Hoxkasz: Ilo koncrpykimju, k' je npasa Koja He caJapzKu Tauky A, Tj. menrap
uHBepsuje, ma je k Kpyr koju caapxu tauky A. Takobe, npasa k' campzxkun
tauky B’ = ¢;(B), na caemu ga k caapxu tauky B = ¢;(B’). [lo korCTpYyK-
muju, npasa k' jpoaupyje kpyr p' (y tauku pazimautoj oi tauke A, jep je k’
He CaJpKu), Ia cJien Ja Kpyr k nojupyje mpasy p.
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Huckycuja: Axko obe tauke A, B npumnajajy npaBoj p, 3ajaTak HeMa pe-
mema. Y CynpoTrHoM, 6poj pemiema je jegnak Opojy TaHrentu kKpyra p’ us
tauke B') Koje He cajpxke Tauky A, mro mMoxke 6uty Hysa ako B’ npunaja
YHyTpaImocT Kpyra p', jenan ako B’ € p/ mwm ako B’ npumaja crosba-
IIFHOCTU Kpyra p’ U jejHa oj TaHreHTH je npasa AB’, 0JIHOCHO JBa y CBUM
OCTAJINM CJIydajeBUMa.

9. Koncrpyucaru kpyr k Koju cajpKu jaTy Tadky A u noampyje jgate Kpy-
rose ky u ks.

Penieme:

Ananmnza: Heka je k kpyr Koju ucmymaBa ycjioBe 3ajiaTka, Tj. Heka k 5 A
u HeKa k nomupyje kpyrose ki, ks.

e Ol OReey

Heka je [(A, p) KpyT mIpOM3BOJEHOT TOJTyIpedIHnKa p > () 1 HeKa je mpasa
k' mara ca k‘ = y(k \ {A}). Ba mpaBy k' Baxku ja me caJp:ku Tadky A.
Paznukyjemo tpu ciay4uaja: kaja tauka A e npuraja Hu Kpyry kp HU Kpyry
k2, KaJla TpUIa/Ia TaqTHO jeJHOM OJf ibHX (0e3 yMamberba OIIITOCTH, KPyTy k2)
U KaJa TPUIAJIA W jeJJHOM U JIPYTOM.

o

A

Y npBowm cityuajy cy u k] = ¥y(ky) u kb, = 1;(k2) Kpyrosu Koju He cajiprKe
rauky A u gonupyjy upasy k', 1j. k' je 3ajesnuuka Tanrenta kpyrosa ki, kb.
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Y apyrom ciay4ajy je ki = (k1) Kpyr koju He cajpxku Tauky A u jo-
mupyje npaBy k', 1j. k' je Tanrenrta xpyra kj. Takobe, ki, = (ko \ {A}) je
paBa, a IOIITO ce KPYyroBu k, ko mopupyjy y taduku A, ciemu ma je k' || k.

VY rpehem ciyuajy ce naBep3ujoM y oiHOCY Ha Kpyr [ 06a Kpyra (cTporo
dbopmasao, 6e3 Tauke A) camkajy y npase Koje He cajpxke Tadky A. Ilomrro
ce Kpyrosu ki, k noaupyjy y Tauku A, Ha OCHOBY 1. 3ajiaTKa CJIeJN J1a BaXKu
Ky || K. Veru 3akibyvak Baxku u 3a nupase kb, k') 1j. Baxu kf || k.

Koucrpykimja: Korcrpyumnmmo kpyr [(A, p) mpou3BoJbHOD MOy IPEIHIKA,
p > 0.V 3aBucHoCTH 01 Tora Jjia Jin Tadka A npumaja kpyrosuma ki, ko min
He, KOHCTPYUIINMO IbUXOBe CIuKe kf, kb npu nasepsuju ;. Korcrpyunmmmo
upaBy k' Koja He caapzu Tauky A u ncnymasa jegan o ciaegeha Tpu yesosa:
1. 3ajemika je TanrenTa Kpyrosa ki, kb, ako A & ki, ko.

2. mapaJsesnna je mpaBoj ki, n Tanrenta je Kpyra kj, ako A & ky u A € ko,

3. mapaJenna je nmpaBuma ki, kb ako A € ki, ko;

Ha kpajy, kKoHcTpyummmo Kpyr k Koju cajpKu Tadky A TakaB Ja BaxKu

kA A{A} = di(K).

Hoxka3z: Ilo koncrpyknuju je k' npasa Koja He caJapKu Tauky A, Tj. meHTap
uHBep3uje, 1a je k Kpyr koju cajapxku tadky A. IIpaBa koja He caapku Tadky
A u napaJiesina je npasoj k' ciamka ce y Kpyr Koju Jojupyje Kpyr k y nenrpy
uHBep3uje, Tj. y Tauku A, a KpyTr KOju He cajipKu Tavuky A u poaupyje npasBy
k' cniuka ce y Kpyr Koju He cajpxu tadky A um gommpyje kpyr k. Ilpema
TOME, Y CBUM IIPETXO/THO PasMaTpPaHNM CJIydajeBUMa CJIe/IN Jla KPYToBH ki, ko

J0Upyjy Kpyr k.

Huckycuja: Bpoj perema jeaHak je O6pojy mpaBux He cajipke Tadky A u
HCIyhaBajy ojarosapajyhu yciaoB u3 gera Koncrpykimja. Y mpBoM cirydajy
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Opoj TaKBUX IPaBUX MOKe OMTH O HyJia 0 YeTUPU, Y 3aBUCHOCTH O Me-
hycobror mosioxkaja kKpyrosa ki, kb, (padyHajy ce u 3aje/IHUYKe CIIOJBAIIHE U
3aje/IHUYKe YHYTpaIlllthe TaHreHTe). Y JIPYroM Caydajy Opoj TaKBUX MPaBUX
MOKe OUTH jeJIlaH WJIU J[Ba, Y 3aBUCHOCTH OJ TOTa Jia JIU HeKa O]l JIBEjy TaH-
reuTn Kpyra k] Koje ¢y mapaJsesiHe mpaBoj ki cagpxu Tadky A wm me. Y
tpehem ciyuajy mma GeKOHAYHO MHOTO pelerba ako cy npase ki, k) mapa-
JIeJIHe, OJIHOCHO HEMa PeIllerha aKo ce Te IIpaBe CeKy.

10. Koncrpyucatn Kpyr Koju CIojba JIoJAupyje Tpu jarta Kpyra ki, ko, k3.

Pememe: Perieme opor 3ajgaTka Hehe OUTH JaTO KAoO PeIierha OCTaJInX KOH-
CTPYKTHUBHUX 3aJlaTaka (Mako Tpeba WCIHUCATH CBe YeTHPH eralle, Kao Uy
OCTAJINM TAKBUM 3ajiaruma), jep he ce jegHocTaBHOM TpaHchOpMAaInjoM J10-
BECTH JI0 HEKOI' OJ IPETXOHa JBa 3aJaTKa, Koja 3HAMO Ja pemumo. Heka
kpyr k(O,r) nomupyje kpyrose ki(Oq,11), ka(Oq,12), k3(Os,13) criopa. Heka
je, 6e3 ymMamerma OMIIToCTH, 71 < r9, 73 U HeKa je [(O, r+ry) kpyr. Tamga xpyr
[ cagpxu meatap O; Kpyra k.

AKo BaxkM HEKa O] JeHAKOCTH 77 = Tg, 'y = T3, OHJA KPYyT | cajpKu u
neky o tadaka Oy, O3. AKo cagp:ku obe, OHJIa je OH ONMMCAHU KPyT TPOyTJia
ANO10503. Ako caapku caMo jesiHy oJ1 ibuX (6€3 yMambea OMIITOCTH, TAIKY
0s), ouga ou jgoaupyje kpyr l3(Os, 73—71) cnosba. lakie, tajga Kpyr | caapxku
tauke O, Oy u nomupyje Kpyr [3 croba, Ima ce HeroBa KOHCTPYKIUja BPIIH
CMYIHO Kao y 8. 3a7aTKy. Tamo je, joayiine, 3ajaTak OMo Ja ce KOHCTPYHUIIe
KpyT KOjU CaJIpKU JIBe JaTe Tadke W JIOJUPYje ATy IPaBy, a OBJIE YMeCTO
npase Tpeba J1a JoAupyje Kpyr CIoJba, aji Ce W OBaj 3ajJaTak pelraBa Ha
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HNCTU HaYMH.

Axo kpyr [ me cagpxxu nujenny o tadaxa Oy, Oz, OHJIA TOAUPY]e U KPYT
l5(Og, 19 — 1r1) ciosba 1 Kpyr l3(03,r3 — 11) CHOJBA, T1a CE HEroBa KOHCTPYK-
I1ja BPIIU UCTO KAO y TMPETXOTHOM 3aaTKy (KPYT KOJU CaJIpKH JaTy TadKy
U JIOAUpyje JBa Jara Kpyra), ¢ THM IITO Ce OBJIe y3uUMajy y 003up camo
3ajeIHIUIKe CHOJbAlllbe TanrenTe u To takse Ja cy Oq,l, [ ¢ ucre crpamne
Te TaHreHTe, nHade he KPyr JOOUjeH MHBEP3UjOM JIOJUPUBATU KPyTrose lo, I3

YHYTpPA.

5 HMz3omerpujcke Tpancdopmalije paBHI

Hedbunumuja 24. Heka je o pasan. [IpeciukaBame J : o — v, TakBO J1a
3a cBaku map Tadaka (A, B) pasan « Baxu (A, B) = (J(A), J(B)), nazuBamo
usoMewpujcKom wpanchopmayujom (U30MeWPUjom) PaBHA .

Penanuja moyiapHocTu mmapoBa Tadaka je OCHOBHH I10jaM, Tj. He jedu-
aurre ce. CBe m3oMeTpuje cy OujekImje, CaMKajy Ipase y mnpase (IITaBuie,
qyBajy pacropej Tadaka Ha Tpasoj, Tj. ako Baxu B(A, B,C), onna Baxn
B(3(A),3(B),3(C)), nonynpase y moJjynpase, JyxKu y JIyKU, TOJYyDABHUA Y
[IOJIypaBHU, yTaoHe JIMHKje Y yraoHe JIMHEje, YIJIoBe y yriioBe uTi. Vzomerpu-
je Koje Merbajy OpUjeHTallnjy paBHU Ha3UBAMO UHGUPEKTHUM U30METPHUjaMa,
a OHe KOje 9yBajy OpujeHTalln]y PaBHN HA3UBAMO GUPEKTTHUM U30METPHUjaMa.
Ba cBake jBe m3oMerpuje J,J, HBUXOBA KOMIO3UIIja J o J je Takohe m3ome-
Tpuja, 1 uHBep3 J-1 mzomerpuje J je Taxobhe nzomerpuja. Ipyrum pednMa,
U30METPHje YuHE IPYIy Y OJHOCY Ha OIEPAIN]jy KOMIIOZUIII]E TPECTUKABAIbA.
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Hedbunuunuja 25. Heka cy ©, 9" C o durype y pasau «. AKO mocroju
uzomerpuja J 1 o« —> « paBHE « TakBa Ja Baxu P = J(P), onga Kaxkemo
na je durypa ® uogygapra dburypun " u mamemo ¢ = P’

Y

Huje Temko nokazaru ja je pesaruja = mojyiapuoctu durypa jeaHa
pesaija eKBUBaJIeHIje. 300I CUMETPUIHOCTH pejaryje Jerrhe hemo roBo-
putu jia cy durype mehycoono uogygapne. dyxu AB, A'B’ cy mehycobno
noJlylapHe ako u camo ako Baxku (A, B) = (A’ B').

Cazia hemo BujieTH Koje cBe M30METpUje PaBHU MIOCTOje U Y KAKBUM Cy OHe
OJIHOCUMA.

Hedbnannmja 26. Heka je p C o mpaBa paBHU « U HEKa je TMPECTNKABAHE
S, naro na cienehn maumm: ako je X € p, onga je Sp(X) = X, a unaue
je Sp(X) = X', tue je X' Tauxka taksa Ja je p meamjarpuca gayxu X X'
y paBun «. Onga ce mpeciankasaibe S, HazuBa 0cHom pedaercujom (ocHom
CUMETIPUJOM) PABHE (¢ C OCOM .

p

Huje Temiko mokazaru j1a je oBako jeduHICaHO IPECIuKaBabe M30MEeTPH-
ja. Cimka npoussossie ayxu AB je nyx A'B' (A" = S,(A), B’ = S5,(B))
TakBa Jia je jeJIHa O]l IbUX ,JIUK y OrJIeJaty’ JApyroj u oOpaTHoO.

B B’

A A

[MIra ce memasa ako jBaiyT npuMeHuMo ocHy pedutekcujy? Ilo nedpunn-
IUju ce Tavke Ipase p caukajy y cebe, a ako ce X ciuka 'y X' TakBo Jia je p
meujarpuca gyxu X X', onga ce X' mopa cimkaru y X . laxie, S,0S8, = Id,
IIITO 3HAYH J1a je ocHa pedJieKcrja caMa ceOr MHBEP3, OJIHOCHO JIa je MHBOJTY-
nuja. [lo nedpununuju ce Tauke oce p caukajy y cebe, a Tauke BaH oce P ce He
cimkajy y cebe (a 6u mocrojasia jiyzK dmuja je p MeJujaTpuca), ma cy jejiuHe
dukcue Tauke (Tauke Koje ce cimKajy y cebe) Tauke oce p.
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B |B’
A A

[IITo ce mpomene opujenTtainuje Tuie, ako je AABC O3UTUBHO OPHjeHTH-
caH Tpoyrao, 1j. ako cy A, B, C Ttauke paBHU v TaKBe Jia ce oj] TemMena A Ka
reMeHy B ma 3atum Ka Temeny C' ujie y MO3UTUBHOM CMeEpY, OHJIA je TpOyrao
ANA'B'C', rne cy A’, B', C' penom ciuke Tagaka A, B, C' upu ocHoj pediekcu-
ju S,, HeraTuBHO opujeHTHCaH Tpoyrao. [Ipema Tome, ocHa pediekcuja Mema
OpHjeHTaln]y paBHU, M1a je NHANPEKTHA N30MeTpHja PaBHU.

Teopema 11. Axo je T ungupexwna u3oMemwWPUja pasHu o Koja uma 6ap jeq-
ny puxcny wavwky P, onga je I ocna pedaercuja S, wuja oca p C « cagparcu
Purcny wauxy P.

Teopema 12 (Teopema o Tpancmyranuju). Heka je p C « uUpasa pasHu «,
S, ocna pedaercuja u'J upouszsosna usomewpuja pasru . Axo je p' = J(p),
onga je JoS,0T 1 =3S,.

Hedbunanmmja 27. Heka je ¢ C o durypa pasuu a. Kaxkemo 1a je npasa p
oca cumetipuje purype ¢ axo je S,(P) = ¢. Axo durypa ¢ nma 6ap jeamy
0Cy CUMETpHje, KayKeMo Jia je OHA 0CHOCUMETLPULHA.

CBaky n30MeTpHujy paBHU (v MOXKEMO U3PA3UTH IIPEKO OCHUX pediiekcrja.
[[IraBuire, yBeK nx MOXKeMO ojlabpaTh Tako Jia uX Oy/e HajBUIIE TPU.

Teopema 13. Hexa je J upouseonnra usometipuja pasnu . Taga je I =S,
3a nexy upasy p C o, uau je J = S, 08, 3a nexe upase p,q C o, uau je
J=38,08,08, 3a nexe upase p,q,r C .

Y nedunuruju 14 yBesm cMo 1mojam IpaMena IpaBux y paBuu. lIpamen
IIpaBUX je y JHUPEKTHO] BE3U € KOMIIO3HWIMjoM ocHuX pediiekcuja. Hanme,
Baxku cJiejieha BaykKHa TeopeMma.
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Teopema 14. Hexa cy p,q,vr C « upase pasnu «. Onga je KoMTO3UUW)AQ
S, 08,08, ocna pedaercuja axo u camo axo upase p,q,r UPUUAGAJY JegHOM
upameny. llImasuwe, Wwaga oca We pedrexcuje (03navumo je ca s) upuuaga
WoM UPaMeEHy U aKo je Upasa a 0Ca CuMeWpuje Uapa Upasur p,T, Waga je
upasa a oca CuMempPuje U Uapa Upasur q, s.

q

a S

YTBpAUMO KOje jOIT N30MeTpHje PaBHU IMOCTOje.

Hedbununmja 28. IIpeciukasame £ : o« — « TakBo Ja je £(X) = X 3a
cBaky Tadky X € v Ha3UBAMO KOUHUUGEHUUJOM.

Kounnugenruja je, y crBapu, WICHTUYKO IpeciukaBambe. OHO je Tpu-
BUjasiHo m3oMmerpuja, jep je (A, B) = (A, B) = (£(A),£(B)) 3a cBaku map
tadaka A, B. C o63upoMm Ha 10 Ja je S,08, = Id = £, mmamo penpesenTarimjy
KOWHITUJIEHIIN]e TIPEKO TTPOU3BO/Ia JIBEjy OCHUX pediekcuja. TpuBujasiHo, Ko-
UHITU/IEHTN]a je JTMPEeKTHA M30MeTpHrja PaBHM.

Teopema 15. Axo usomewipuja J pasru o uma 6ap WPy HEKOAUHEAPHE PUK-
che wavke, onga je J = E. Axo gupextina uzomewipuja J pasHu o uma bap
gee pasne urcre wavwke, onga je J = &.

Hedbunumuja 29. Heka je S € o Tauka paBHU U @ OPHUjEHTUCAHU yTao
y Toj pasuu. Ilpecimkasaive Rg, : o — « TakBo ga je Rg,(S) = S
1 Rg,(X) = X' rme je X' takBa ga Baxu SX = SX' u LXSX' = ¢
(mojtyapHu ¢y W uMajy MCTy OopujeHTanujy), 3a Tadke X # S, HasuBa ce
POWAYUJOM OKO TIEHTPA S 3a OPUJEHTUCAHU yTa0 .

Jla 6ucMo pazymesn Kako poTaliija IIPecJUKaBa TauKe PABHU (v, 3aMUC/IU-
MO JIa ©UMaMO KPYTHU IIITall YUju jeJiaH Kpaj y HeHTpy S u Koju je bukcupa,
a JIDYI'M Kpaj je y Npom3BOJ/bHO] Taduku X paBHu «. PorarnumjoMm irraria 3a
opujeHTHCAHN yrao ¢ mobujemo mosoxkaj Tadke X' = Rg,(X).
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Kaxko Bujietn poraiujy Kao KOMIIO3UIA]y jaBejy ocuux peduiiekcnja? O3na-
YUMO Ca p MPOU3BOJBbHY IIPpaBY PaBHU (v KOja CaJIp:KU TadKy S U ca ¢ IpaBy
paBHE (v JJ00HjeHy POTAIIjOM IIPaBe P OKO IEHTPa S 3a OPUjEeHTHCAHH yTrao & .
Huje Temko JoKazaTH ja y TOM ciydajy Baxn Rg, = S; 0 S,. Hanomennmo
Jla, perpesenTanyja potanuje Rg, Kao S; 0 S, HUje jeMHCTBEHa, jep IpaBe
P, ¢ MOXKEMO POTHPATH OKO IeHTpa S 3a MPOU3BOJbAH yrao W JJOOUTHU IpaBe
P, ¢ Taxkse na je komnosuimja Sy o S, Takobe jejHaKa II0JIA3HO] POTAIHUH.

Huje Temxo jokazaTtu j1a je Rg .y 0 Rsp = R pty, Rsoe = Rsze0c = € 1
jop = Rs,—p, LJle je —¢ yrao nojayJapat yriy , CylpoTHe OpUjeHTalluje.

Teopema 16. Axo gupextina uzomewipuja J pasru o uma WawHo jegny hur-
cny wawky S, onga je I = Rg.,, 30 HEKU 0PUJENTIUCANHY YIA0 P PAAUMUTE 0F
0° wau uynot yina.

Teopema 17 (Teopema o Tpancmyranmjn). Hexa je S € a wauka pashu «,
@ opujentiiucary yiao Yy Woj pacru, R, powiayuje u J UpPouscomHa U30-
metapuja pasnu a. Axo je S" = TF(S), onga je ToRg, 0T = Rey,, ako je
J gupextina, ognocro Jo Rg, 0Tt = Rg _,, akxo je T ungupexiting uso-
METTPUIQ.

Mozxke ce jokazaTu Jla ako je ¢ KOHBEKCaH yrao pazjuauT oj 0° wim
ompyxeHor yria u p' = Rg,(p), onna mpase p,p’ 3akiamajy yriaose ¢ u
180° — ¢.

Crenujananu ciiydaj poralyje jecre OHaj y KOMe je yrao poTaliuje onpy-
»kenn yrao. Taga 3a rauky X' = S(X), re je X # S, Baxku ja je SX' = SX
u £XSX =180° 7j. B(X, S, X'). Tauka S je onna cpemumre gayxu X X'

X’ S X

OBo mnpec/MKaBame ce Ha3UBa UYEHUWPAAHOM CUMETLPUJoOM U O3HAYABA CE
ca Sg (He ynorpebspbaBa ce TEPMUH IeHTpaIHa PedJIeKCUja; OH ce KOPUCTU
KaJ1 ce TOBOPH 0 H30MeTpHjaMa jejne npase). Jacto je na Baxu Sg' = S, jep
je Ss0Ss = R 1800 ©Rs1800 = Rsz600 = €. Takobe, ako je Sg = S,08,, onja
je opHjeHTHCaHU yTrao OJ] IpaBe p Ka IIPaBoj ¢ MOJyJapaH yIy % = 90°,
Tj. BaxKu p L q.

CimaHO TojMy oce cuMeTpuje HeKe (urype, MoCTOju U M0jaM MEHTPa CH-
MeTpuje durype.
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Hedbunnmuja 30. Heka je & C o dburypa pasun a. Kaxkemo na je tauka S
yenwap cumewipuje dburype ¢ ako je Sg(P) = ¢. Ako durypa ¢ uma Hap
jeJlaH meHTap CuMeTpuje, OHJIa je OHA UEeHWUPAAHOCUMETTPUYHA.

Hdedunnummja 31. Heka je /@ IPOU3BO/baH BEKTOP y pasHu «. IIpeciuka-
Bare T3 © @ — a naro ca To3(X) = X/, rae je X' raksa na je X X' = ,ﬁ,

HA3UBA CE WPAHCAAUUJOM 38 BeKTOP AB.

T

Tpanciamnuja He MpecTaB/ba HAMITA JIPYTO HETO MPABOJIUHICKO KPETAhe
y onpehenom cmepy. Huje Temxo gokasaru xa je Tge o T = Top,ge = T
u 7:4;33 =T 43 = T53- Haxne, Tpanciamuje (3ajeiHo ca KOMHIIHIEHIIOM)
quHe IPYIy Koja je MoJrpyra rpyle u30MeTpHuja.

p q

X" x| ‘x

A C B

Heka je p npasa koja cajipxku tatky A u yrpaBHa je Ha npaBoj AB u Heka
je q mpaBa koja cagp:xku cpeauinre C' nyxxu AB n ynpasHa je Ha npaBoj AB.
Jacno, Taza je p || ¢. Huje Temko noxazaru ja saxku Tz = Sg0S,,. Hakie, n
TpaHCJIaIN]y BUINMO Kao KOMIIO3UIIU]Y JBejy ocHux peduiekcrja. Hapasmo,
OBO HHUje jeJInHa Pelpe3eHTarnja TpaHcaalmje ’TA—B>, Tj. YMECTO IpaBuX p,(q
MOXKeMO IocMmarparu mnpase p’, ¢ Koje cy yupasae Ha AB u Hajlaze ce Ha
pacTojamy ATB, npu 4Yemy je cmep oj npase p| Ka mpaBoj ¢ MCTH Kao CMep
BekTOpa AB.

Tpanciranuja je gupekTHa u3omMerpuja. 10 MOXKEMO BUJIETH JUPEKTHO U3
neduruIMje (MTOMepameM y MPABILy HEKOT BEKTOPa He Mekha Ce OPUjeHTallja
paBHHI), a MOYKEMO BHUJETH U U3 YUE-EHUIIE /[ Ce TPAHCJAIMja IPeICTaB/ba
Kao KoMmIo3uiuja JaBejy ocunx pediekcuja. [IITo ce tnde pukcHux tadgaxa,
Baxku ciesiehe. Ako je AB = 0, 1j. ako je y nuTamy KOWHIIUJIEHIH]a, CBE
Tauke paBHH « cy dukcHe, a ako je AB # 0, onga je X' # X 3a cBaky
TadKy X paBHU (v, Tj. HUje/IHa TadyKa HUje (DUKCHA.

Teopema 18. Axo gupextina uzometwpuja T pasHu o Hema GuKkCHUT TWavaKa,
onga je I =Tz, 19e je AB nexu nenyaa 6eKwop pasnu .
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Teopema 19 (Teopema o Tpancmyranuju). Heka je ﬁ UPOU3BONHAH BEKTLOP
Yy pasru o, Tz wWpanciayuja u I Upouseomsna usomelipuja pashu o. Axo je

A'=73(A) uB'=3(B), onga je Jo Ty oI ' = Tig-

Hcriocrasiba ce ja ocToju caMo jOIn jeJaH TUIl n3oMeTpuja pasuu. Han-
Me, BUJIETN CMO KaKO U3TJIE/Ia]y M30MeTpHje PaBHU KOje Cy KOMIIO3UITN]e TBE]Y
ocHEUX pediekcnja, y 3aBUCHOCTH O] y3ajaMHOT T0JI0¥Kaja oca TUX pediek-
cuja. Ha ocnoBy Teopeme 13 mpeoctaje camo jorn ciydaj KaJl je n3oMeTpuja
paBHU KOMIIO3ulinja Tpujy ocHux peduiekcuja. Ha ocroBy Teopeme 14, ako
cy oce THUX pedyiekcuja mpaBe jeJHOr IIpaMeHa, KOMIIO3UINja je ITOHOBO pe-
dekcrja, a ako HUCY, OHJIA je Y MHUTalby cjejeha n30MeTpHja.

. . —
Hedbununuja 32. Hexka je f@ # 0 wuenysa BekTOp paBHu «. I[Ipecsu-
Kapambe Gz @ o — « jaro ca Gy = Sap o T3 Hasuba ce kausajyhom

pedaercujom 3a BEKTOP E y ojHocy Ha npaBy AB.

Kmuzajyha pediiekcuja je, kao mro joj camMo mMe Kazke, KOMIIO3HUIIHja
tpancianuje (,kamzama’) u ocue pediekcuje. [Ipu tome, BekTop AB Mo-
pa 6utn mapasiesian ocu pediiekcuje. Hajuenthe ce yauma onaj mpejicTaBHIK
BEKTOpa 4Hje Tadke MMPUIaIajy ocu pedJekcuje, 9uMe ce o3HaKa Kjusajyhe
pediekcrja 3HAUAJHO OJaKIIaBa (HUje HEONXOJHO MOCEOHO O3HAYUTH OCY U
BekTop). OBO je jeiHa MHIMPEKTHA M30METPHja PABHHU, jep je KOMIIO3HUIMja
JITPEKTHE W WHIMPEKTHE U30MeTpHuje, Te Meiba opujeHTalnnjy pasuu. Takobe,
kian3ajyha pediekcnja nema (HUKCHUX TadaKa.

Teopema 20. Axo ungupextina uzomewpuje J pasHu o HeMa PUKCHUT Ta-
uaxa, onga je J = Gz, 1ge je AB nexu nenyaa 6exuop pacHu .

. . —
Teopema 21 (Teopema o TpancmyTanuju). Heka je zﬁ # 0 uenyara sexuop
pasHu o, G4z o — @ Kausajyha pepaekcuja u I UpoussosHa USOMETPUTQ
pasnu a. Axo je A’ = 3(A) u B' = 3(B), onga je Jo G 0T =G

Kon kmmsajyhe pediiekcuje Tpamnciamnuja u pediiekcnja KOMyTHpPajy, Tj.
Huje OUTHO Jia Jin heMO MPBO U3BPIIUTH TPAHCIAIM]Y, T1a OHJla PedJIeKCu]y,
um obpuyro. Jaxne, sazku G 3 = Sap o To = T 0 Sap. Tpancnanuja ce
pasbuja Ha JBe ocHe pedyieKcHje dmje cy oce HopMmaJiHe Ha AB, ma cienn jga
je knuzajyha pediiekcuja KOMIIO3UIAja TPUjy OCHUX pedyieKcuja duje oce He
npunaajy jearom npameny. Taj mosoxkaj npaBux je BeoMma crerdudan (aBe
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cy mapasiesine, a tpeha je ynpasHa Ha muMa). Mcmocrassba ce j1a je KOMITO3u-
1uja Tpujy ocHuX pedJeKcrja duje oce He MPHUIALA]y jeJHOM IIpaMeHy YBeK
kym3ajyha pediekcuja, 6e3 063upa Ha Mel)ycOOHH HUXOB I10JI0XKA)].

[IITo ce nnsepza Ifﬂmajyhe pediiekcnje Tude, jeJHOCTAaBHO Ce BUJIH Jia je
g;_; = (SapoTz) = 7?4% 0 Syp = Tz © Sap = G5z Hakne, ximsajyha

pediekcrja HIje MHBOIYIH]A.
1. Jokazatu: S, 08, = 5,08, & p=qVplg.

Pememe: Ilouerna jeqnaxkoct Spo0S, = S, 0 S, Bakn ako 1 caMO aKO BazKH
jemnaxoct S, 0S, 0S8, = S,. Ha ocroBy Teopeme 12 (Teopeme o TpamcmyTa-
uju), ¢ 063UPOM Ha TO Jia je Szjl = &), cremn ja je S, 08,08, = Ss,(y),
Ia je 1oJ1a3Ha jeIHakoCT eKBuBadeHTHa ¢ jeanakomly Ss ) = Sg. Be ocue
pediiekcuje ¢y jeiHaKe aKo U CaMO aKo Cy UM OCe HCTe, IIPeMa TOMe, MOCIe]I-
ha jeHAKOCT je eKBuBajeHTHa ca Sy(q) = ¢. Hokazaliemo j1a je S,(q) = ¢
eKBUBaJIeHTHO ca p =q V p L q.

: Heka je p = ¢. ITomrro ce cBe Tauke npase p ciaukajy y cebe, caeiau aa
ce U mpaBa p cimKa y cebe, Tj. ga je Sy(p) = p. lomro je p = ¢, crenn ga je

SP(Q) =d.
p

Heka je p L g u nmeka je X € ¢ npousBosbha. Ako je X € p, onma je

Sp(X) =X € ¢q. Heka X € p. Taga je S,(X) = X' u p je meaujarpuca myxu
XX'. lakne, p L XX'. Takohe, p L q u X € ¢, na ciean ja ce npase X X'
u ¢ noknamnajy. Cavum tum, X' € ¢. Ilpema Tome, S,(q) C g. Iomro je S,
nnBostyInja, ciaean ga je g C Sy(q), ma je Sp(q) = ¢.
: Heka je S,(q¢) = q u p # q. Ilomro je p # ¢, onna nocroju Taduxka X
Koja mpuiaja ¢ u ve npunaia p. Heka je S,(X) = X'. Tana je p meaujarpuca
ayxu X X', ma je p L XX'. Takobe, uz S,(q) = ¢ crenn na X' € ¢, na cy
upase ¢ u X X' ucre. Jlakie, cienn jga je p L q.

Hanomena 11. Ilperxoann 3ajarak HaM TOBOPH Jia JiBe OCHE pediekcuje
KOMYTHUPAjy aKO U caMO aKO CYy UM OCe HJICHTUIHE WU MelycoOHO HOpMAaJTHE.
Kaxo je (§,08,)7' = 8, oS, = §,08,, 3akmyuyjemo 1a jgse ocHe pedrek-
cuje KOMyTHPajy akKo U CaMO aKo je IhUXO0Ba KOMIO3uUIMja nHsosynuja. O
JITPEKTHUX NU30METPHja, WHBOJIYIHje Cy CaMO KOWHIUJIEHINja U IeHTpasIHa
CUMeTpHja, a OHe ce J00ujajy yIpaBo y claydajeBuMa p = q u p L q peaoM.
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2. Jlokazaru: §,085,08, = 5,085,085, ako u caMo axo cy p, ¢, T IpaBe jeHor
IpamMeHa.

Pemieme: : Heka cy p, q,r nmpaBe jeqnor npamena. Taja je, Ha OCHOBY
Teopeme 14, npecimkaBame S, o S, 0 S, ocna pediekcuja. Jakmie, S, 0 S, 0
S, = S;. Ocna pediexcuja je maponynmja, na je S;+ = S;. Kako je S;1 =
(S, 08,0 Sp)_l = Sp_l o Sq_1 081 =8,08,08,, ciiem na BaxKy jetHAKOCT
5,085,085, =8,085,08,.

: Heka je §, 085,08, = S5, 085,08,. Ospaunmo J = S, 0§, 0 S,.
Tama je 7' =8,085,08, =8,08,08, =7, 1j. J je uasonynuja. Takobe,
J je nHIMpEKTHA M30METPHja, I1a He MoxKe OuTn Kiam3ajyha peduiekcuja, jep
kym3ajyha pediekcuja Huje nnposyimja. [Ipema Tome, J je ocna pediiekcnja,
Tj. S, 0§, 05, je ocna pedrekcuja. Ha ocHoBy Teopeme 14 ciieaum ja mpase
P, ¢, T TPUNAIAjJy jeJHOM IIpaMeHy, IITO je U TPebasio JTOKa3aTH.

3. Hokazatm: SpoS,0854 =84085,085 & AB1Lp.

Penieme:

Heka je a mpaBa koja je nopmasiaa Ha npaBoj AB y tauku A, a Heka je b
mpaBa Koja je HopMaJiHa Ha 1paBoj AB y tauku B. Taga je Sy = Sapo S, =
Sa e} SAB n SB = 'SAB 9 Sb = Sb e} SAB- ﬂaKﬂe,

SpoS,084 = SapoS085,08,0848 "
Sp108,085 = SapoS,08,08,0848.

ITpema Tome, jegnaxoctr Spo S, 0S4 = Sy 08, 0 Sp BazK ako U caMO aKo
BazKH JeTHAKOCT Sap0S8,085,085,0845 = Sap0S,085,08,08,4p, mTO BaxKn
aKO I caMo aKo Baxk# S, 085,08, =5, 0S8, 0S,. Ha ocrOBY 2. 3a1aTKa, 0BO
BayKM aKO M CaMoO aKo IipaBe a,p,b npunasajy jeanom mpameny. Ilomro cy
a,b ynpapte Ha 1paBoj AB, cjeau Jia Taj mpaMeH jeJIMHO MOYKe OUTHU IpaMeH
HapaJIeJTHIX IIPaBUX, IIpeMa ToMme, Baxkn S, 0 S, 0 S, = S, 08,08, ako n
camo ako je p || a || b. Ilomro je a L AB ub L AB, 0BO je ¢KBUBAJICHTHO Ca
AB 1 p, mro je u Tpebasio JoKa3aTu.
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4. Axko Heka ¢urypa paBHH HMa TAIHO JBE OCE CHUMETpHje, JI0OKa3aTh Ja je
OHA U NEHTPAJTHOCUMETPUIHA.

Pememe: Heka cy npase p,q jeaune oce cumerpuje cdurype . Taga je
S,(®) = @ u S§,(P) = ®. Takobe, npasa S,(q) je oca cumerpuje durype
P, jep je Ss,(q)(P) = Sp08,08,(P) = . TlomTo HEeMa JIPYTUX OCA CHMETPH-
je ceM mpaBuX p, ¢, ciean ga je Sp(q) = p mwin Sy(q) = ¢. IIpsa jenmakoct ne
MOZKe Jla BaxKku, jep 6u tajga 6uno ¢ = Sy(p) = p, a upase p, ¢ ce Pa3JIHKY]y.
Haxkie, S,(q) = q. Ha ocnoBy mnpBor 3agaTka crenn jga je p = q wm p L q.
[Tomrro Huje p = q, cneau gaje p L q. Heka je O mpecevuna Tadka mpaBux p, q.
Tama je So(P) = S, 0S,(P) = ¥, na crean ga je tauka O 1eHTAp CUMETpPHjE
durype ¢. /lakie, purypa ® je neHTpasHoCHMETPHIHA.

5. Heka je ABCDE neroyrao ynucan y Kpyr Takas ja je BC || DE u
CD || EA. Jokazaru ja D npunaja meaujarpucu crpaxuie AB.

Penieme:
D

A

Heka je O menrap Kpyra u HeKa Cy p, ¢, T PEJIOM MeJIUjaTprce CTPaHUIA
AB,BC,CD. Kako je O jeaHako ynajbeHa OJ[ CBUX TeMeHa meroyria (jep
TeMeHa IMeToyIJia Hpunagajy kpyry c mnearpom O), cieam jga O upumaia
MeJIjaTpucamMa p, ¢, T, ma ¢y TO IpaBe jeaHor mpamena. Takohe, kako je ¢ L
BCwu BC || DE, cnequ na je ¢ L DE, anomro je OD = OFE u O € g, ciieqn
na je g meaujarpuca u crpanune DE. Cianano, kako jer L CD u CD || FA,
crean ga je r L FA, a nomro je OF = OA, cienn fa je r Meaujarpuca u
crpannne FA.

[Tocmarpajmo msomerpujy J = S, 085,08, 08, 0S,. Baxku 1a je

JD) = S085,085,08,085,(D)
= S,085,085,08,(E)
= 5,08,08,(4)
= S, 08/B)=S8,(C)=D.
Takobe, norrro p, g, r mpuiiaiajy jeJIHOM IIpaMeHy, Ha OCHOBY 2. 3aJaTKa CJie-

m gaje S,08,085,=8,085,05,,majed=8505,085,085,05,=3§,, na
je D =73(D) =S8,(D). Onasze crenun na D € p.
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6. Heka je ABC'D pom6 TtakaB ja je £ BAD = 60° u Heka mpaBa p cede
pesom crpanutie AB u BC'y taukama M u N Tako ja je 36up ayxu BM u
BN jennak crpanuiiu pomba. /lokazatu ga je tpoyrao DM N npaBusiam.

Penieme:
D C

A M B

Baxu Rpgpe(A) = B u Rpeoe(B) = C. Hakie, poranujom oko D 3a
60° ce nyx AB cmuka y ayxk BC. llomro je BM + BN = AB u BM =
AB — AM, na je AB— AM + BN = AB, cnequ yna je AM = BN. Heka je
M'" = Rpgoe(M). Cnenn na Bazku AM = BM’', na cienu BN = BM'. Tauke
N, M’ cy uamely Tauaka B, C u Ha ucroMm pacrojamy o B, ma cieau ja je
M'" = N, 1j. na je Rpgoe (M) = N. Omasne cienu na je tpoyrao ADMN
jemnaxkocrpannda#, jep je DM = DN u L M DN = 60°.

7. OxpeuTn TUII 1 KOMIOHEHTe u3oMeTpHje R © Rp 3.

Permeme: Heka cy o, € [—180°,180°]. Ako je A = B, onja Baxu Ja je
Raa°Rps=Raatp ako je a+ [ & {0° £360°}, onocro R4 n0Rps = €&,
ako je a + 8 € {0°,£360°}. IlpernocraBumo na je A # B.

Heka je p nmpaBa Koja cajp:Kku Tauky [ TakBa Jia je OpUJEHTHCAHU YyTrao
on p kKa AB jeanak g " HeKa je ¢ mpasa Koja cajp:ku Tadky A TakBa ja
je opujentucann yrao ox AB ka ¢ jennaxk §. Tama je Rao = S; 0 Sap n
Rpp = SapoSp, naje RaaoRppg = Sgo08ap0oSapo S, = 5,08, ¥V

3aBHUCHOCTHU OJI YIJIOBa v, (3, IIpaBe p, ¢ MOT'Yy OUTH TapaJjesHe uin ce cehu y
HEKO] TauKH.

q p q p
a B
; : N
A‘ B AN g
YrIoBH 5, g Cy OIITPHU UJIU TIPABU U MOT'Y OUTH IIPOU3BOJbHE OpHjeHTAII]E,
OJTHOCHO %,g € [-90°,90°]. Ako cy yrioBu «, 3 ucre opujenranuje, oHjia je
p || ¢ axo u camo axo cy %, g IPaBH yIJIOBH, Tj. § + g = +180°. Ako cy «, 3
CyIIpOTHE OpHjeHTanuje, oHaa je p || ¢ ako u camo ako cy %,g HO/LyIapHH,
Tj. § = —g. Hakie, p || ¢ ako u camo ako o + 3 € {0°,+360°} u Taja je

RaaoRpps= 7537, rje je C nojanoxkje ynpasue u3 B Ha mpasBoj q.
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/B

Axo o+ B & {0°,£360°}, onga ce p, q ceky y Hekoj Tauku C. OpujeHTu-
canu yrao £ BC' A npejcras/ba OpHjeHTHCAHE yrao OJl IIpaBe p Ka IpPaBoj (.
Axko cy «, f ucre opujenranuje, oHu cy yHyTpalimby yriosu Tpoyria AABC,
1j. {BAC = § u LCBA = g Yrao £ BC'A je cyupoTHe opujeHTaIje OJ1
yriosa 2,2 maje —4BCA =180°— 2 — 2. Naxyne, {BOA =2 +2 -180° n
85,08, = Reoupoa = Rea+p—3600- Heka cy «, f cynporne opujenTaryje n He-
Ka cy o, 5/ HeopujeHTHUCaHU yTJIOBY HOLYJAapHU yIJIOBUMAa v, 3 peaom. Kako
ce p U ¢ CeKy, jeJlaH oj wux je sehu oy jpyror, jep 6u unave 6uio p || ¢. bes
yMalberba OIINTOCTH, Heka je ' > o'. Taxa je yrao g CIIOJbAIILY yIao TPOY-
mta AABC u ucre opujenraruje kao yrao £ BC'A, na je g = -5+ 4BCA.

I[Ipema Tome, L BCA = 5 + g, na je S; 0S8, = Reovpoa = Reots.

Hanomena 12. Huje Temko fokazatn fa je Rg, = Rg,—3600- [Ipema ToMe,
Y Delllery MpeTxoJHor 3ajarka, y ciaydajy ga a + 5 & {0°,£360°} Baxn
1a je RaaoRpp = Reatp B aKO Cy v, 3 BCTE OpHUjeHTallje U aKo cy «, 3
CYIIPOTHE OPHUjEeHTAIU]E.

Hanomena 13. Jlakiie, jJokazaju Mo jia ako Baxku « + 3 & {0° +360°},
KOMIIO3HIITja poTanuja Ra . © Rp g je poTanuja 3a yrao a + (3, a ako BaxKn
a+3 € {0°,£360°}, onna je komnosuruja poranuja R 4 ,0R g s TpaHCIAH]jA
axo je A # B, ogHocHO KOWHIMIeHIMja ako je A = B.
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8. Hay uBunama orrrpoyrior tpoyria ABC'y criosbalimbocT KOHCTPYUCAHT
cy npasuinu tpoyriosu ADB, BEC, C'F A.

a) (TopuuenujeBa tauka) /lokazaru ga cy ayxu AE, BF,CD weby-
cOOHO HOJLyJJapHe U JIa Ce CeKy Yy jeJIHOj TauKH.

6) (HamoJsieonoB Tpoyrao) /lokasartu ja MEeHTPU KOHCTPYHCAHUX TPOY-
[JI0Ba YMHe TeMeHa MPABUJIHOI TPOyTJIa.

Pememe: a) E

[Ipmverumo ga je Ragoe (D) = B u Ragee(C) = F. Ilpema Tome, ciegn
1a je Ragoe (DC) = BF, mro 3uaun ja ce gy DC cinka y gy BF, na
cy oBe jy:xku nogyiaapue. Takohe, npaa DC' ce cimka y npaBy BF u yrao
usmely wux je 60° (cerumo ce Ja je yrao usmelly npase u mheHe ciuKe mpu
poTanuju 3a yrao ¢ jejHak yrnpaso ). Heka je muxos npecek tauka T'. Tpe-
6a jokazaru Jja Tadka 1 npunaga jayxkuma DC, BF. Kako je L BAC < 90°,
crean jga je L DAC = ADAB + ABAC < 60° 4+ 90° < 180°, a Kako je u
£DAB = 60° < 180°, onna Baxku C, B~ DA. Cnuuno, L DBC < 180°, a
kako je u £ DBA = 60° < 180°, onyma Baxxu C, A= DB. To 3naun ja Tadka
C npumnaga yrory £ AD B, na ciiean jia nostynipasa DC' ceue iy AB. JIpyrum
peanma, A, B+ C'D. To 3naun u ga nonaynpasa C'D npunaga yriny £ ACB,
na je ADCA < £ABCA < 90°u LDCF < 90° + 60° < 180°. Ciyrtenn J1a BaxKu
A, F= CD, axkako Baxu A, B-~CD, ouya Baxxu B, F'+CD, ogHocHO mpaBa
CD ceue nyxx BF. Cauaaum mocTymmkoM ce jiokasyje u jga saxu C, D+ BF

155



na npaBa BF ceue my:xxk C'D. Oum je j0Kazano ja je tTauka 1’y mpeceky
nyxu C'D, BF. Tpeba Takohe mokazatu ma cy tauke A, T, E xoquneapHe u
na Baxku B(A, T, E). llomro Baxxu B(C,T, D), noBojbHO je joKa3atu Ja je
LAATD = AFETC, jep he Tajia To OUTH yHAKPCHU yIJIOBU, Ia he BayKuTH

B(A,T,E). .

36or poraruje Baxxku £ DT'B = 60°, na je £ BTC' = 120°. Takobe, Baxku
£DAB = 60°, na ciean na cy £DTB u £DAB nepudepujcku yrjioBu HaJl
DB, Tj. na je werBopoyrao DBT A teruan. Onmasne ciaequ na je LATD =
£LABD = 60°. Ilopen Tora, { BEC' = 60°, na je A BTC + £BEC = 180°, na
je n gyerBopoyrao BECT terusan. Omasge ciequ jna je L ETC = AEBC =
60°. Hakne, LATD = LETC, na ciaenu ja ¢y TO YHAKPCHU YIJIOBHU, 18 BAXKK
B(A,T,E), 1j. na tauka T npunaga ayxu AE.

Ocraje jom ja ce mokaxe ja je AF = BF = C'D. Beh cvmo nooumn BF =
CD, a ocraje 1a ce JokaxKe ja je, onp, AE = BF. Mehytum, To mobujamo
Ha C/IMYaH HAIUH Kao U HpeTxofny jeanakoct. [lomro je Reogoe(F) = A u
Reoe(B) = E, crenn na je Reogoe(FB) = AE, na ¢y u Te IyKu jeHake,
IITO je 1 TpebaJo JI0Ka3aTH.
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Osznaunmo nenrpe Tpoyriosa ANADB, ABEC, ACF A penom ca Oq, Os,
Os. Tlocmarpajmo nsomerpujy J = Ro, 1200 © Ro, 1200 © Roy,1200- OHa je nn-
PEKTHA, jep je KOMIIO3UInja TPUjy AUPEKTHUX nzomerpuja. Ha ocnoBy Haro-
mere 13, Baxxu Ro, 1200 © Ro,,1200 = R 120041200 = Rs2400, 38 HEKY TauKy
S. Ha ocroBy mamomene 12, Baxxu Rg o400 = R 24003600 = Rs,—1200- 1Ipema
Tome, J = Ro, 1200 © R —1200- Karo je 120° 4 (—120°) = 0°, usomerpuja J
MOpa OUTH KOWHIU/IeHIIMja nim TpaHcaanuja. [lomro je

3(0) = R03,120° o Rol,moo o ROQ,IQUO(C) = ROg,lQOO o Rol,moo(B)
= R03,120° (A) =C,

ceau Jla m3oMeTpuja J uMa PUKCHY TadKy, [1a He MOyKe OUTH TpaHC/aluja.
Haxne, J = £. To znaun na je Ro, 12000R0,,1200 = Rgiﬂoo = Ro,,—1200- Hexa
je p npaBa koja cajp:xku Tadky (O U Tpajil OPUjEHTHCAHU yTrao % = 60°
¢ mpaBom 0109 m HeKa je ¢ TpaBa Koja cajpxku Tadky (J; TakBa ja IpaBa
0,04 rpaji OpUjeHTHCAHU YTa0 % = 60° ca mpasoMm ¢q. Tana je Ro, 1200 =
Ro, 12000 R0,,1200 = Sg08,. Crnesu a Tatka Os puiiaia IpaBuMa p, ¢, 11a je

£030,01 = 60° u £0,0,05 = 60°. Haxie, rpoyrao AO;0503 uma J1Ba yria

o1 60°, 11a je OH jeJIHAKOCTpAHUYAH TPOYTao, IITO je u TpedaJio JoKa3aTH.

Hedbununuja 33. Tauka T u3 npeTxo HOT 3a/iaTKa Ha3uBa ce 1opuvenujesa
wawka. Tpoyrao AO10,03 nazusa ce Hationeoros wpoyiao.
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9. Heka je y pasuu E? gar tpoyrao ABC u mexa cy B’,C’ Tauke npasux
AB un AC raxse na Baxu B(A, B, B') u B(A,C,C"). Ako je P, Tauka y K0joj
CI0/ba yIUCAHU KPYT KOju ojroBapa Temeny A nomupyje crpanuiy BC tor
Tpoyria, JloKazaTh Jia je R scrop © Ra«pac © Rpscpp = Sp,.

Penieme:
A Q

Sa

Heka je T = Rescrop © Raupac © Rp «cpp - Bunnmo na je J qupekTna
U30METPHja, jep je KOMIIO3UIUja TPHUjy JAUPEKTHUX m3oMerpuja. la Omcmo
JoKazam Ja je J = Sp,, JMoKaxXUMO Hajupe jga je P, dbukcna tadka m3o-
verpuje J. Heka cy ),, R, Tauke u3 Besmkor 3ajgarka. Tanrenrtne yu
BP,, BR, cy jennake u Baxu £P,BR, = LCBB’ (opujentucanu yrjioBun).
Canuno, Baxu u AR, = AQ, n {R,AQ, = LBAC, xao u CQ, = CP, n
£Q,CP, = £C'"CB. Haxne,

J(P) = ReucrooRaspac o Rescp (Pa) =Rescron © Raupac(Ra)
= Revces(Qa) = P,

na cieau na je P, duxcna tauka. akse, J Huje Tpancianuja, mna je KOUH-
[IMJIeHIja Wik poraiuja oko tadke P,. Osnaanmo o = L BAC, 3 = LCBA,
v = LACB (muciu ce wa opujertucane yriose). [lomro ¢y (opujeHTrcann)
yrinosu LCBA u £C BB’ wanopeinu u cynpoTHO OPUjEHTUCAHU, CJIEIN 1A je
LCBA+ (—£CBB') = 180°, 1j. na je LCBB' = L{CBA — 180° = 3 — 180°.
Cutmano, nomro cy (opujentucann) yriosu L ACB u £C'C' B nanopejau u
cynpoTHO opujeHTHCaHH, ciaean fa je LACB + (—£C'CB) = 180°, na je
L£C'CB = LACB — 180° = v — 180°.

Kako je {BAC + LCBB'" = a+  — 180° ¢ {0°,£360°}, uHa ocroBy
naromene 13 ciaenu Ja je Ra «pac © R ccBp = R a+s—1800, 38 HEKY TaUKy
M. OpujerTtucanu yrioBu «, (3,7 cy ucre opujerrauje, na je a+pF+vy = 180°.
Kaxo je o+ —180°+£C'CB = a+ [ —180° 4+ —180° = a+ 47 —360° =
180° — 360° = —180° ¢ {0°,£360°}, Ha ocHOBy Hamomene 13 crieau ja je
J=Reucen © Ruars-1s00 = Rp, —1800 = Sp = Sp,.
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10. Hexa je t TanrenTa ommcanor kpyra tpoyria ABC'y temeny A. Jlokazatu

na Baxu Ggi 0 Gpo 0 G = S

Pemmeme:
C

t
Heka je J = G730 G5z 0 G- Kako je G = Top 0 Sap = Sap o Tz,
Gge = Tge0SBc = SpcoTgg n G = To3 0804 = Scao Tqy, cnen na je

3 = a0 T o Ty 0 8o 0 San o Ti
= SCAOEjORB,zzABCOE%I}-

[lomo je T4y mupextna mzomerpuja u T4 (B) = A, na ocnosy Teopeme 17
(Teopeme o TpancMmyranuju), cirean ga je J = Sca 0 Ragcapc. 38 TAHTEHTY
t ommcanor kpyra tpoyria AABC y tauku A BaxKwu Jia je OpUjeHTHCAHU
yrao o mpase t kKa TeruBu AC' mogynapaH mepudepujckoM yriry HaJl TOM
TetuBoM, mTO je yrao L ABC', kao u ja cy ucre opujentarmje. [Ipema Tome,
BaxKN Raosapc = Sac oS, naje J = Scao0Sac oS, = &, mro je u Tpedaso
JIOKA3ATH.
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11. Jlokazaru na je gerBopoyrao ABCD TeTuBaH ako U CaMO aKO BaxKu
gmogc—ﬁog%ogng_

Pememe: Heka je J = gm o) QC—D> o g@ o) QA—B>. JlonaBame KouHIuIeHITHjE £
MJIEHTUYKOD IIPEC/INKaBambha) Y KOMIIO3UIIA]Y He Meiba HheHy BPEJHOCT, 114 je
p y Jy Yy BDP J
I=0p30°9zp0°¢°0pe° Y5 = 9p4°Yep © Yac © Yei © Ype © Yap-
-:> :
D
C

t
Heka je ABCD teruBan 1eTBOpOyrao, k HeroB OMUCAHU KPYT U t TaH-
reata kpyra k y tauku A. Kpyr k je ommcanu kpyr tpoyrima AABC, ma
je, Ha OCHOBY mperxoJHor 3ajarka, G o Gzz 0 G = &;. Taxobe, kpyr k
je ommcanm kpyr u Tpoyria AACD, ma je, Ha OCHOBY IIPETXOHOI 3a/1aTKa,
G54 0053 0 Gz = St Ilpema Tome, = 8,08 = €.
:

Heka je 3 = £. Heka cy ki, ko pestom omucanu kpyrosu tpoyriioBa AABC,
ANACD, meka cy O1, Oy peioM HBUXOBU MEHTPHU U HEKa Cy t1,ty PegoM TaH-
reare Kpyroea ki, ks y Tauku A. Oba kpyra cajgpxke tauke A, ma ciean
na ce O1, 0 Hastaze na meaujarpucu ayxku AC. Ha ocHoBy mperxomnor 3a-
JlaTKa UMaMo Jia je ga o gﬁ o gﬁ =5, n gm o g@ o gm = &,,. [lomro
jeE=T=38;,08,,, cienu na je S, = S{l1 = &y,, 1a je t; = to, Tj. TAHrEHTE
t1,ty ce mokmamnajy. Ciiein j1a ce MEHTPHW OBUX KPyroBa HaJia3e Ha MPaBOj N
Koja je HopmasHa Ha t; y Taukn A. Memujarpuca ayxum AC u mpasa n ce
pasymkyjy, jep A npumaza npaBoj n, a He npumnaga Meanjarpucu ayxRu AC.
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Haxkie, nenrpu O1, Oy ce Hasta3e Ha n u Ha Meaujarpucu gy AC, ma Kako
JIBe pa3He IIpaBe UMajy HajBUIIE Je/IHY 3ajeJHIIKY TauKy, ciaean jga ce O, O
nokJiamajy. [Ipema tome, kpyrosu ki, ko mMajy McTH IeHTap n 0ba cajiprKe
Tadky A, ma ce n onu noksanajy. Cienn ma je verBopoyrao ABC' D TeruBaH.

12. Jlara cy aBa Kpyra koju umajy mnpeceuny taduky A. Koncrpyucaru mpasy
KOja cajJpKu A U Ha KOjoj JIaTh KPYTOBU OJICEIA]y O IyIapHe Iy 7KU.

Pememe:
Anamm3za: Heka je p mpaBa Koja UCIymbaBa ycaIoBe 3aJlaTKa, Tj. IIpaBa Koja

caJpKu Tauky A u Ha K0joj Jaru Kpyroeu k, [l ojcenajy mojyaapHe Iy K.
KL

Heka cy P, () pemom mpecedne Tadke Kpyrosa k,l ca mpaBom p, pasiu-
qnre o tadke A. Tama je AP = AQ). Axo ce Tauke P, () mok/amnajy, oHa
OHe TIpeJICTaB/bajy JPYry IpecedHy Tadky Kpyroea k,l. Axko ce tauke P, ()
pasnukyjy, omua je A cpenummre jayxku PQ), mro 3uaqn ga je Sa(P) = Q.
[Tocmarpajmo kpyr k' = Sy (k). [omro P € k, caemn na Q = Sa(P) € kK,
na je () mpecedna tadka Kpyrosa k', [, pasmumuanra oj tauke A. [Ipasa p je
NCTOBETHA ¢ TIpaBoM AQ).

Kouncrpykmmja: Axo ce kpyrosu k, [ cexy y taukama A, B, KOHCTPYHUIITIMO
npaBy AB.

Koncrpyummmo kpyr k' = Sy (k) u o3raqumo ca () npecedny Taduky Kpy-
rosa k', [, pazimunry ox tauke A. Koncrpyummumo npasy p = AQ.

Hoka3z: Axko ce kpyroeu k,l cexy y taukama A, B, kpyrosu k,l ojcermajy
nyxk AB Ha npaBoj AB, na ojcenajy mojyaapHe JIyKu Ha mpaBoj AB.

Heka je P = Sa(Q). Taga je P upeceuna tavuka mpase p u Kpyra k,
pasimanra o tauke A. 3ancra, rauka P upunasa npasoj AQ (1. mpasoj p)
u npunaza kpyry k (jep je IIK k' = Sa(k), na je Sa(k’) = k). Iomro je Q
pasymanta on A, onja je m P pasmmanta ox A, ma ciaenu ma je P upecedna
Tadka rnpase p u Kpyra k, pazmaanra oj tauke A. Kako je P = Sa(Q), Baxnu
AP = AQ), na kpyrosu k, [ ojcenajy moaymapHe JIy>Kd Ha IPaBoj p.
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uckycuja:

Axo ce xkpyrosu k,l cexy y taukama A, B, orjga je npaBa AB jemHo o
pelnema.

Kpyrosu k|l umajy 3ajemnmdaky tadky A. AKo ce oHEU HOKJarajy, IITo
ce JlemaBa y cay4ajy Ja ce k,l jponmpyjy cnosba y Tadku A u mmajy mcre
HOJIYIIPEYHUKE, [OCTOju OECKOHAYHO MHOrO pemiema. Ako ce Kpyrosu k'l
ceky y JBeMa taukama A, (), mocroju jequacTBena npasa p = AQ). Taga ce n
kpyrosu k, [ cexy (y Taukama A, B), ma mocroje JBa perema (Ipyro perermhe
je mpaBa AB). Ako cem tauke A Kpyrosu k', Hemajy 3ajeJIHUUKKUX Tadaka,
3a/laTaK HEMA PEITerha.

[Tpema Tome, 3akibydak je ciegnehu. Ako ce kpyrosu k,l cexy y asema
TavKaMma, 1ocToje JaBa pernema. Ako ce kpyrosu k,l jgomupyjy y Tadku A,
pelerbe oCTOJU aKo U caMO akKo ce Kpyrosu k, [ JOupyjy Clo/ba U HUMAjy
UCTE TOJIYIPEIHUKE U OHJIa MMa OECKOHAYHO MHOTO PEIerba.

6 Crepeomerpnja

Y oBoj obstacTu 0J1 UHTEpeca HaM je eyKJIUJICKa TeOMeTpUja y MPOCTOPY.
[TogceTnmo ce 1ojMOBa HOPMAJTHOCTH ITPABUX U PABHU, TP, HOPMAJTHOCTU
paBHU, TPUEJpa U MUMOUJIA3HUX MIPABUX, KAO U TBphema Be3aHnX 3a IhUX.

Hedbunnmuja 34. Heka je m paBan u p mpaBa Koja IPOJUpE Ty pPaBaH.
Kazxkewmo j1a je npasa p yupasna (Hopmasna, opliotlonasna) Ha pasHu T (u
obpaTHO), y o3Haim p L mu m L p, ako je yIpaBHa Ha CBAKO] IPABO] ¢ PaBHU
T KOja CaJpK! MPOJIOPHY TadKy IIpaBe p U PaBHU T.

p

g/r/

162



YeioB u3 gedunuimje 0ONIHO HUje MOTOJAaH 3a IIPOBEPY. 3aTO KOPUCTUMO
ciaegehy Teopemy.
Teopema 22 (Komm). Heka je m pasan u p Upasa koja Upogupe Wy pacam.
Ako je Tpasa p yupasna Ha geema pasHum TPABUMA PAGHU T KOJE Cagpotce
UpogopHy WavwKy TUpase P U PasHU T, OHGQ je TUpPasa P YUpasHa HG PASHU T.
p

L

Teopema 23. Heka je A wauxka u m pasan. Taga Toctwoju jequHctueena
upasa n Koja cagporcu Wawky A u yupasna je Ha pasHu .

Teopema 24. Hexa je A wavwka u p tpasa. Taga Goctioju jegurctlicena pasar
T Koja cagpotcu Wavky A u yupasha je ma Upasoj p.

Teopema 25 (O rpuma nopmasama). Ako je Upasa p nopmana u3 Wavke
O na pasnu 7 u upogupe je y wawku P, a Q wogroocie nopmane us P na
upasoj q C m, waga je OQ L q.

/0

Hedbunnnuja 35. /uegapcra tospuw, Zapf jecre yHIja MOIypaBHA pa U PP
ca 3ajeHUIKIM pyooM p. OBe moJiypaBHU HA3UBaAMO UbOCHUMG WA CULPa-
HaMa Te JTEeJapCKe TMOBPIIU, a MIPABY P HEHOM UBULOM.
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Kao mrro yraona jmHuja pasazke paBaH Kojoj IpHIIaia Ha JiBe 00JIacTH,
TAKO U JIMe/IapCKa MOBPII pas3jiazkKe IIPOCTOP Ha JBe 00JIacTu. YHU]Y Jueaap-
CKe TIOBPIIN U HEeKe OJ1 TUX 00JIaCTU HA3UBaMO guegpom. JeaH oj1 auejiapa je
YBEK KOHBEKCaH (IpeJIcTaB/ba MPeceK JBajy MOJIyIPOCTOpa Yuju ¢y pyboBu
paBHHU KOje cajiprKe TJbOCHU JIMeIapCKe MOBPIIH) ¥ O3Ha4YaBaMo ra ca £apf.

Teopema 26. Hexa je Zapf guegapcka Gospws u HeKa CY 7Y1,Y2 PAGHU Koje
cY YupasHe na uSUYY P We guegapcke tospwu. Taga wWe pasru cexy guegap-
cky wospu, o yiaonum aunujama ZayO1by, LasOsbs Wwarsum ga cy yirosu
£a101by, £as03by mehycobro wogygapru.

az

ai

Hedunummja 36. CBaku o1 yIiioBa U3 MPETXOJHE TeopeMe Ha3uBa Ce Ha-
TWOHUM YLAOM JTAEIPA.

Huje Temko npumerntu jia cy jaBa jmejipa Mel)ycobHO mojyiapHa ako u
caMo akoO Cy TaKBU W IbUXOBU HATMOHU YTJIOBH.

Hedunumnuja 37. Heka je Lapf muenap. Ilomypasan py ¢ pybom p, kKoja
npunajga guenpy Lapf m genn ra Ha JaBa MelycoOHO TOJynapHa JmeIpa
Lapy, £ypf, HA3UBA CEe CUMETTPAAHOM ToaypasHu mueapa L apf.
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Teopema 27. Hexa je Lapf guegap. Taga je cumetpartia ToAYpasar guegpa
Lapf ckyu ceux wavaxa X upocwopa xoje upuuagajy quegpy Lapf waxee
ga je XY = XZ, 1ge je Y tognoowcje yupasre us X na UoAYpasHu pa, a Z
uognootcje yupaste ud X wa woaypasHu pP.

HakJe, cumeTpaJsiHa MOJypaBaH Je/ipa je YOIIITemhe OMCeKTpUce yria.
Hedbunnnnmja 38. /luegap je upas axo je meroB HarnOHU yrao Hpas.
Cnuane pedunuimje mMamMo 3a OIITap U TYII JTUeIap.

Hedbununmja 39. Pasuu «, 5 cy meljycobno yupasne (nopmanne, optworo-
naane), y o3HAI « L [, aKo cajipzKe IJBOCHU TIPABOT JHEJIPa.

Teopema 28. Heka je a pasan u p upasa yupasha wa pasnu . Taga je ceaxa
pasak 3, Koja cagporcu Upasy p, YUPaBHa Ha PABHU (.

—o
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Hedbunnmuja 40. Heka cy Sa,Sb, Sc Tpu nosynpase y mpocTopy ca 3a-
jeHUYIKUM TeMeHOM S, Koje He Hpunajajy ucroj pasuu. Tama ckym Tadaka
£aSbU £bSc U £LcSa maszupamo wpuegapckom wospuwiu. Tadaky S HazsmBaMo
wemenom TOT TpHUeapa, mojaymnpase Sa, Sb, S¢ HEroBUM usuuaMa, a yriaoBe
£aSh, £bSc, £cSa weropuM Un0CHUMA WA CTPAHAMG.

S

a b

Mozke ce mokazaTu Jia TpregapcKa IMOBPII pa3Jiayke IPOCTOP Ha JiBe 0bJra-
CTH, JeJHa OJ[ KOJUX Je YHYWPawrboctl, a Apyra cUoosaurboctl TPUeIapCKe
HOBpINA. YHUja TPUEJAPCKe TOBPIIHN U heHe YHYTPAIThOCTH Ha3uBa ce WPU-
egpom.

Hedbunnnnmja 41. IIpase p,q HA3UBAMO MUMOUAG3HUM TIPABAMA aKO HE
IIOCTOjU PaBaH KOja WX CaIPIKU.

\q
P

/

q

Mumonnasae mnpase HeMajy 3ajeIHMYKAX Tadaka, jep Oh y CyIpPOTHOM
HocTojajia paBaH Koja ux cajapxku. Mumoniasse npase HUCY HU HapaJiesiHe,
jep mapaJiesine IpaBe IpUIaIajy jeIHOj paBHU. YZiom u3Mely MUMOMIa3HUAX
paBuX p,q cMarpamo yrao msMmelhy Omio Kojux jBejy mnpasux p', ¢ Koje ce
ceky, takBux Ja je p' || p u ¢’ || q. Ilpema tome, mMoxkemo usBectu ciejehin
3aKJbYYaK.

Teopema 29. Axo je upasa n yupasha Ha pasHu T, OHGA je OHG YUPABHA HA
€6a4%K0] TUpaso] We PasH.

Teopema 30. Axo je upasa n yupasha Ha geema HEUAPANEAHUM TPABUMAI
pasHu T, OHga je Upasa n YupasHa Ha PasHU T.
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3aucra, ako je mpaBa n yIpaBHa Ha JIBeMa HelapaJsieJTHUM MIpaBuMa p, q
paBHU T, TaJa je oHa yupaBHa Ha npasuma p', ¢ paBHU T, KOje cajpKe Ipo-
JIOPHY TA4uKy IIpaBe N U PaBHU T U IMapaJie/iHe Cy IPABUMA P, ¢, & TOIITO IIpaBe
P, ¢ HUCY TapaJiejiHe, OHJa Cy TipaBe p’, ¢’ pasandure, ma TBpheme caean Ha
ocuoBy Kormujese Teopeme.

Teopema 31. Hexa cy p,q mumouradre upase. Taga Uocuwoju jequnctiicemna
upasa n Koja ceve upase p,q u YupasHa je Ha HUMa.

T

7

n

1. Jara je xouka ABCDAB;CD;.
a) Ogpenuru yrao usmehy npasux AB; u BCj.
6) Oapenurtn yrao usmehy pasaun AC Dy u AB;CyD.

B) [okasarn na je pasan B;C'D; mopmanna Ha ny:xx AC) u menn je y
pasmepu 2 : 1.

Pereme: a)

Ayl

A

[IpaBe AB; u BC) cy mummonnasue. Kako je AD; || BC, caenu j1a je
yrao mamely mMumonnasuux npasux ABjp, BC| jennak yrury msmelly mpaBux
ABy, AD;. Tpoyrao ANAByD; je jenHakocTpaHUYaH, jep Cy EroBe HWBHILE
mehycobHo mopyapae (cBe Tpu Cy HOjyJapHEe JHjaroHajd KBajpara, Koju
IpeJIcTaB/ba CTpaHy Kolike), na je £ B AD; = 60°.
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Kemmmo ma oxpeaumo yrao usmely pasaun AC Dy u AB,C1D. enyje na
je mpasa C'D; yupasna ua pasuun AB;CD. 3aucra, npasa C'D; je ynpasHa
Ha nipasoj C1 D (mmujaronase kpajgpara CC1D1D), a npasa B1C} je ynpaBHa
na pasuu C'C1 DD, na je ynpasna na mnpasoj C'Dy. lakne, CD; L C1D n
CD, 1L B:Cy,najeCDy; L AB,C,D. Onasne cnenu ja je ACDy 1. AB;CD,
jep pasan AC'D; cajapxku npaBy C' D koja je ynpasna na pasau AB,CyD.
B)

D, Ch

Ayl

A
Jlokaxxknmo 1ipBo j1a je paBan ByC' D, nopmasna Ha qyxK AC). 13 mokasza
MIPETXOHOT JIe/Ia OBOI 3aJlaTKa caean Ja je npasa C'[Di ynpaBHa Ha paBHU
AB:;C1D, na je ynpasna na npasoj AC,. [lakie, ACy; 1 C'D;. Takobe, npasa
B1D; je yupasua na pasau ACC1A;. Baucra, B1D; L A;C) (nujaronase
kBasipata Ay B1C1 D), a nomro je CCy L AyBC1 Dy, cienn na je CCy L
By D;. laxne, B1Dy 1 ACC1 Ay, na cneqn na je ACy L By D;. Ilpema Tome,
us3 ACl 1 CDl n ACl 1 BlDl ciaean J1a je ACl L Bchl.

Osznaunmo npojopry Tadky npase AC, u pasuun B1CD; ca S. Tpoyrao
ANAC| D je mpaBoyriu ¢ mpaBUM yIJIOM Koi Temena Di, jep je upasa CD;
yupastaa Ha paBaun AA; DD, na je ynpasua u Ha npasoj AD;. Ilpasa DS
npunaja pasaun B1C' Dy, na cieqn jma je ACy L DyS, 1j. na je D1.S Bucuna
npasoyryor Tpoyria AAC) Dy. Kako je L ASDy = 90° = LD SCy u £SAD;
n £5 D, nmajy HOpMaJIHe Kpake, Ta Cy MOLYapHiu, CIeIH J1a CY TPOYTJIOBI

NASD; u ADSCy comanu. Jlaxie, % = ggi = %. Ako je a uBwuia

Kolke, oHga je AD; = av2 u DC) = a, na je % = g—g; = %ﬁ = V2.

Cﬂeﬂuﬂaje%:%-g—%:ﬂ-ﬁzQ,Tj.AS:SC&:Q:1,H1Toje1/1
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Tpe6aﬂo J0Ka3aTH.

3a permaBame HApeIHOT 3a/1aTKa, moTpeban je ciaenehn cras.

CraB 5. Hexa cy ANABC, NA'B'C’" wpoyirosu waksu ga je AB = A'B" u
AC = A'C". Taga je BC' > B'C" axo u camo axo je LBAC > LB'A'C".

7\ A/
B C B’&
C/

2. 36up jaBa yria upu Bpxy Tpuejpa sehu je o tpeher. lokazaru.

Pemmeme:
S

Heka je Sabc tpuenap. Tpeba nokazaru ma je £aSb + £bSc > LaSc.
Axko je £bSc > LaSc HejeHakocT je TpuBMjaHO UciymbeHa. [IpermocraBumo
3aro Ja je £bSc < £aSc u meka je Sd noJsynpasa Koja upunaia yriay £aSc
takBa 1a je £dSc = £bSc. Heka cy B, mpousBojbHE TadKe IOJIYIIPABUX
Sb, Sc penom, paznuante o tauke S. Heka je D tauka mosrynipase Sd TakBa
na je SD = SB u neka je A npecedna tavka nosynpase Sa u mpase CD.
Tpoyrnosu ASCB u ASCD cy nogynapuau, jep je SC = SC, LCSD =
£L£CSBuSD = SB. Cneau na je CD = CB. U3 jennakoctu AC = AD+DC,
nejeqnakoctu tpoyria AC < AB + BC u uperxo/iHo J00ujeHe jeTHAKOCTU
DC = BC cnemn na je AD < AB. Tpoyrimosu ASAB u ASAD unwmajy
noJlyiapHe uBuile ca 3ajegaunakum remeHom S (SA = SA u SB = SD), na
notTo je AB > AD, na ocuoBy ctaBa b ciaeu ja je LASB > LASD. llpema
TOME, J00MjaMO Jia BayKu

£aSb+ £bSc = LASB + £BSC > LASD + £ADSC = LASC = £LaSc.
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3. PaBnu on kojux je cBaka ojpehena WMBHUIIOM U CHMETPAJIOM HACIPAMHE
cTpaHe Tpueapa UMajy 3ajeJHu4Ky npaBy. /lokazaru.

Pemmeme:
S

Heka je Sabc tpuenap. Heka A nmpousBospbHa Tadka mojymnpase Sa, Koja je
paszyimanTa oj] Tauke S u Heka cy B, C pesom Tauke nosynpasux Sb, Sc rakse
na je SB = SC = SA. Taga cy Ttpoyriosu ASAB, ASBC, ASAC jenna-
kokpaku. Axo cy C1, Ay, By peaom cpemumra jnyxu AB, BC, AC, ouna cy
nostynpase SCp, SA;, SB; 6ucekrpuce yriosa L ASB, £ BSC, £ ASC', onxo-
cHO cTpana Tpuejipa Sabe. [Ipema ToMe, paBHE KOje caJIprKe UBHILY TPHUEIPaA
1 cuMeTpaJjy HacupaMue crpane jecy pasuu SAA;, SBB;,SCC,. C 063u-
pom Ha TO na cy AA;, BBy, CC texumitae jgyxu tpoyria ANABC, cienn
Jla ce CeKy Y jeJHOj TavyKM W O3Ha4YuMo Ty Tadky ca 1. IIpema tome, paBuu
SAA, SBBy,SCC, canpxke tauke S, T, na crora cagpxke u npasy S1'. [a-
KJ1e, mpaBa ST je 3ajeITHUYKA 3a CBe TPHU PABHHU, IITO je U Tpebasio JOKa3aTH.
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4. Hexka cy yrioBu nipu BpXy Tpuejipa jeanaxu pejgom 60°,45°,45°. [lokazaTn
Jla je auesiap HaclpaM Hajsehe cTpaHule mnpas.

Pemmeme:
S

Heka je Sabc tpuemap takas ma je £aSb = £bSc = 45° u LaSc = 60°.
Tpeba nokazaru ja je auegap OBOT Tpuepa, duja WBUIA CaIP:KU MOIYIIpa-
By Sb u 4uje cy mbocHu mojiypaBHu Koje cajipxke crpanute £aSh u £bSc
TOr TpHepa, mpas auenap. Heka je B mpousBo/bHA TadKa MOJyIpase Sb,
pasymanTa o1 Tadke S u Heka cy Tadke A, C pesom IpecedHe Tavdke IO-
aynpasux Sa,Sc ca paBHEH Koja je y Taduku B ynpasna Ha noJynpanoj Sbh.
Tana je LABC marubuum yrao mocMaTpaHOr Jmejipa, ma Tpeba jJoKa3aTh Ja
je LABC = 90°.

Osznaunmvo SB = x. Tpoyrimosu ASBA, ASBC cy jeHAKOKPAKO MIpaBO-
YIJIN, jep UM je jeJlaH oJ1 omTpux yriosa 45°, ma ciean fa je BA= BC =«
n SA = SC = zv/2. Tpoyrao ASAC je jennaxocrpanidas, jep je SA = SC
n LASC = 60°. Cremn na je u AC' = xv/2, na cy crpanune Tpoyriaa AABC
perom AB = x, BC = z, AC = /2. OfaBe ciemn 1a je y IHTAbY IPaBo-
yrim Tpoyrao, Tj. 1a je L ABC = 90°.

Hedbunumumja 42. Heka je AB mayx. PaBan koja cajgpxu cpeauire S J1y-
xku AB u yupaBHa je Ha npaBo] AB HasuBa ce MEGUjaAHOM PAGHU WU CU-
METWPANHOM PacHU TyxKu AB.

Ao

B

Teopema 32. Hexa je AB gyorc. Ckyu ceux wavara X Yy Upocmwopy WaKGUT
ga sasicu XA = X B jectie mequjanrna pasan gyocu AB.
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Teopema 33. Hexa je Lapf guegapcka Tospws u meka je py UOAYPABAH C
pybom p. Taga Gorypasar py uputaga guegpy Lapf axo u camo axo 3a ceare
gee wavke X,Y Koje Upuuagajy UoocHUMG Pa, P TWOT quegpa 6aicu ga py
ceve gyotc XY .

3a pereme HApETHOT 3a/aTKa KopucTu ce u [lamosa akcuoma.

Axcunoma (Ilamr). Hexa cy A, B,C wpu nexoauneapre Wauke u | upasa
pasnu ABC' xoja ne cagporcu waurxy A u ceve upasy BC' y wavku P waxeo)
ga eaosrcu B(B, P,C). Taga ona ceve upasy C'A y wavku Q) Wakeo] ga 6astcu
B(C,Q,A) uau cewe upasy AB y wavwku R waksoj ga eascu B(A, R, B).

A
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5. /lokazaru jia ce OKO CBaKOI TeTpaejipa MOyKe orucaTu cdepa, Kao u Jia ce
y CBaKM TeTpaejlap Moxe ynucaru cdepa.

Pemmeme:

Heka je ABC'D rerpaenap. Ilorpebno je mokasatu ja mocroju tadka O
takBa ja je OA = OB = OC = OD. Ha ocnoBy Teopeme 32, Ta Tadka MOpa
npunagaru MeaujagaauM pasauma usuna AB, BC, AC, AD, BD,CD rterpae-
npa ABCD. 3a nouerak, J0KaxkKuMo Jia ce Meaujasane pasuu usuiia AB, AC
ceky. AKo ce oHe He 61 cekJie, Ouite Ou mapaJesne, ma 6u ouja npase AB, AC
Oousie mapaJiesiie, jep cy ylpaBHe Ha MapaJjejHuM paBHuMa. Taja Ou Tadyke
A, B, C 6ue kosmmraeapue, mto aHuje Moryhe. /lake, Meujasine paBHI HBUIA
AB, AC' ceky ce 1o ipaBoj n. 3a cBaky Tauky X mnpase n Baxu XA = XB
n XA = XC, na ciequ fa npaba n IPHUIAJa U MEIWjaJHO] PABHU HBHIIE
BC'. Ha npaBoj n tpeba nponahu tauky O takBy ma je OA = OD, 1j. Tpeda
[IPOBEPUTH JIa JIK ce Mejujaina papan m usuie AD u npaBa n ceky. AKO TO
He Ou OWO ciydaj, oHJa OM mpaBa n U paBaH 7 Ouje napaJenrHe. Y paBHH
7 61 OHJla HocTojasia MpaBa n’ napaJesHa Ipasoj n, na nomro je 7 L AD,
6uo 6u n' 1L AD, naun L AD. Cse npaBe Koje cajpxKe Tauky A u ymnpas-
He Cy Ha I[paBOj M NPUIAIajy PABHU KOja CaJp:KWU TaduKy A u ympaBHa je
Ha mpaBoj n, mTo je paBan ABC. Ilpema tome, cieamio 6u ga mpasa AD
npunajga pasan ABC, T1j. na cy tauke A, B, C, D KoMIutaHapHe, IIITO HUje
tauno. Jlakse, paBan m u npasa n ce cexy y taaku O. Ilormro tauka O npu-
naja papau 7, ciaenn ga je OA = OD, a moITo npuiaia npaBoj n, CIeIu Ja
je OA = 0B = OC, na ciean na je tauka O 1meHTap ommcane coepe.
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[enrap ynucane cdepe je rauka S Taksa ja je SA' = SB' = SC"' = SD/,
e cy A, B',C', D' penom mnomHoXkKja yIpaBHUX M3 Tadke S Ha CTpaHaMa
BCD,ACD,ABD, ABC terpaenapa ABCD. Ha ocuoBy teopeme 27, Ta-
KBa Tadka MPHUIa/a CHMETPATHIM [T0JIypaBHIMA Jeapa Koje YnHe CTpaHe
TOT TeTpaejipa, MMa je JIOBOJHHO JOKa3aTh Jia OHE MMa]y 3ajeTHUYKY TadKy.
CumerpaJiaa mojiypaBaH juepa [dnja je uBuiia AD u cumeTrpaJiHa mosypa-
BaH Jirejpa 4uuja je mBuna BD mMmajy 3ajeHUYUKY Tadky [), ma ce ceKy I0
nosynpasoj Dn. 3a ceaky Tauky X nosaynpase Dn saxu XC' = XB' un
XC'= XA e cy C', B', A’ pesiom nojinoxKja yrnpaBuux u3 X Ha cTpaHama
ABD,ACD, BCD rerpaeapa ABC'D, na cienu ja nosymnpasa Dn npunaja
U CUMETPAJIHOj ToIypaBHu aueapa dnja je usuna C'D. [lrasurire, moaymnpa-
Ba Dn upojupe paBan ABC' y Taduku Koja MPUIaJa YHYTPAIIIOCTA TPOYT/Ia
ANABC. 3aucra, Ha OCHOBY TeopeMme 33, CHMETpaJIHA TTOJIypaBaH JIneIpa qu-
ja je uBuma AD cede uBuity BC rterpaenapa ABCD, jep tauka B mupuiaja
jemHoj mpocHu, a Tadka C' Apyroj mbocHW TOr jauejpa. O3HAdInMO Ty Ipe-
ceuny tauky ca A;. CandHo, cuMeTpasiHa MoJIypaBaH JIfe/Ipa qnja je WBUTA
BD cege uBuity AC' terpaeapa ABCD, jep Tauka A npuraja jegHoj IJbO-
cau, a tauka C' npyroj mbocHu Tor jauegapa. O3HAUUMO TY MPECEUHYy TaduKy
ca By. Y pasan ABC nanase ce tpoyrao ANAA;C u npaBa BB; Koja cede
npaBy AC' y rauku By takBoj ma Baxu B(A, By, C) u npaBy C'A; y Tavukn
B raksoj gma Baxu B(C, Ay, B). Ha ocuoBy Ilamoe akcnome cieam na ce
npaBe BBy, AA; cexy y Taukm S TakBoj ja Baxku B(A, Sy, Ay). Cauano, y
pasuu ABC' ce nanaze tpoyrao ABB;C u npaBa AA; koja cede npaBy BC
y tauku A; TakBoj na Baxu B(B, Ay, C) u cede npaBy C'B; y tauku A ta-
kBoj na Baxku B(C, By, A). Ha ocroBy Ilamose akcrmome cieu Ja ce mpase
BB, AA; cexy (Tauka mpeceka je Sp) TakBoj na Baxu B(B, Sy, By). Hakie,
Tadka S1 npumajia yayrpairmoct Tpoyria AABC u npuriajia morynpaBuMa
AAy, BBy, na npumiajia 1 CHMETPAJHAM TIOJIypABHUMA JIHeapa Iuje Cy UBH-
e AD, BD. Kako je nosiynipaBa Dn 1pecek TUX CUMETPAHUX IOJIyDaBHH,
caequ ga S; € Dn. YounMo cuMmeTpasiHy paBaH juejpa uuja je usuiia AB.
Tauka D npunajia jemHoj, a Tadka S7 HpHUIIALa JPyroj IJBOCHH TOT IUEIpa,
11a Ha OCHOBY TeopeMe 33 CJIe/H Jia Ta CUMeTpaJIHa ToIypaBan cede JayxK DSy
y Tauku S. [Tomro Tauka S npumnaja cuMeTpasIHo]j MOJypaBHU JINeJIpa unja je
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usnna AB, cienn na je SD' = SC’, rue cy D', C' pesom ogHOXK]ja yIIPpaBHUX
u3 Tauke S Ha crpanama ABC, ABD, a nomro Ipunaia 1 mojayinpasoj Dn,
Baxku SA' =SB’ = SC', rne cy A, B’ penom nogHoxKja ylpaBHUX U3 TauKe
S wa crpanama BC'D, ACD, na ciemqu 1a je Tadaka S meHTap ynucane cdepe
terpaesipa ABCD.

6. a) (Texxuire Terpaeapa) /lyxu onpehere cpemunmTiMa HACTIPAMHIX
UBHIA TPOCTPaHe TupaMuie (TeTpaejipa) CeKy ce y jeJiHOj TauKu Koja UX T0-
Jiopu. Jlokazaru.

6) JlokaszaTu jia TeKUIINTe TeTpaepa JIeJn JIy»Ku ojpeljeHe TeMeHnMa 1 Te-
KUIMITUMa HACIIPaMHUX CTpaHa y ojHocy 3 : 1.

Pememe: a)

Heka je ABC'D rterpaenap u neka cy M, N, P,Q, R, S peaom cpeaurra
weropux usnna AB,CD, BC,AD,BD,AC. Tpeba nokazaru ja ce IyKu
MN, PQ, RS ceky y jemanoj Tauku Koja ux cse nojoBu. JLyxx M@ je cpeama
muanja tpoyriaa AABD, na ciepn na je MQ || BD u MQ = $BD. Comno,
nyx PN je cpenma munuja tpoyrina ABCD, na caenun na je PN || BD u
PN = %BD. Hakme, MQ || PN u M@Q = PN, na 3ak/bydyjeMo jia Cy Ta-
uke M, P, N, () komiianapue u jia je derBopoyrao M PN () mnapaJjenorpam.
[Ipema Tome, merose pujaronase M N, P() umajy 3ajeIHUYIKO CPEJIUINTE, KOje
hemo osnauntu ca 1. Iy PR je cpenma nunauja rpoyriaa ABC D, na ciaenn
na je PR || CD u PR = 3CD. Takobe, nyx SQ je cpemmba nunnja Tpoy-
ria AACD, na ciequ na je SQ || CD u SQ = %CD. Hakmne, PR || SQ u
PR = SQ, na 3ak/byuyjeMo na cy Tauke P, R, (), S KoMILianapue u jia je de-
tBOpoyrao PRQ)S mapasesnorpam. [Ipema Tome, merose pujaronasne PQ), RS
nMajy 3ajegandko cpeauinre. C 003MpomM Ha TO Ja je Tadka 1’ cpeauInTe JIy-
xu PQ), a qyK nMa jeITHCTBEHO CPEJIUIITE, CJIe/ M J1a je Tadka 1  3aje THuIKO
cpenurnre qayxRu PQ, RS. Ilpema Tome, cBe Tpu JIyKu UMajy 3ajeJHIIKY Ta-
4yky 1" Koja MX IOJIOBH, IITO je u TpebaJjo JIOKa3aTH.
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Heka je T rmexumre tpoyria AABC. Tpeba nokaszatu ja Baxku pa-
ciopen B(D,T,Ty) w DT : TT) = 3 : 1. Younmo pasan MCD. Ta pasan
casipxku Tadky N, jep je oma cpemurre jayxu C'D, ma cajgpxu n taduky T,
jep je ona cpeaumnre jayxu M N. Takobhe, Ta paBan cajp:Ku Tadky 1) jep oHa
npunaja texxurrnoj ayxku C'M tpoyria AABC. Jla 6ucmo jgokazaim Ko-
nuneapuocT Tadaka D, T, T}, npumennmo MenesajeBy TeopeMy Ha TPOyTrao

AMCN. Tlormrro je 1‘;—%% . g—_N; . ]TV=M; = % . (—%) : % = —1, ciaegu ma cy Tadke
1

D, T, T} xonmuneapue. [Ipumennmo nonoso MenesnajeBy Teopemy, ajin cajia Ha
tpoyrao ADT;C u xonmueapue tauke M, T, N. Crenu na je

ot mal el ot (1
- TT, MC ND TT, \ 3/ 1

na je % = 3. Coesm i Bazku B(D,T,Ty) w DT : TTy, = 3 : 1, mro je u

TpedaJIo JTOKa3aTH.

Hedbununuja 43. Tauka T u3 npeTxo HOT 3a/1aTKa HA3UBA, C€ WeHCUULTLEM
rerpaesipa ABCD.
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7. a) JIse HacupaMHe UBHUIE HEKOT TeTpaejpa cy MeljycobHo mojyiapHue ako u
caMo aKo Cy JIyzKu ojpehene cpeIuiTuMa OCTAINX JIBa]y MapoBa HACIIPAMHUX
uBuIa Melycobno nopmasime.

6) /lBe Hacpamue UBHIE TeTpaepa Cy HOPMaJHe aKo U CaMO akKo Cy JIyKI
o/ipehene cpemTUMa OCTAIUX JIBajy 11apoBa HACIIPAMHUX UBHIA Mel)ycoOHO

ojIyJIapHe.

Heka je ABCD rterpaenap u Heka cy P, ), R, S pejom cpeauiinTa WBUIA
BC,AD,BD, AC.
a) Tpeba nokazaru ja Baxu AB = C'D ako u camo ako Baxu PQ L RS.
Hyx SP je cpeama smauja Tpoyria AABC, na je SP || ABu SP = %AB.
Takobe, ayxx QR je cpemma sunanja tpoyria AABD, na je QR || AB u
QR = %AB. [Ipema Tome, SP || QR u SP = QR, na cy tauke P, R, Q,S
KOMILTaHapHe 1 deTBopoyrao PRQ)S je mapasesorpam. Takohe, PR je cpes-
wa mnnja rpoyrna ABCD, na je PR || CD u PR = 1CD.
: Heka je AB = CD. Ouna je SP = PR, na je PRQ.S pomb. Pom0y cy
nrjaronase mehycobno nopmasue, na je PQ L RS.
: Heka je PQ) L RS. Ilapanenorpamy PRQS cy mujaronane PQ, RS
mehycobno HOpMasHe, nia je PRQS pom6. Cremm na je SP = PR, na je u
AB =CD.
6) Tpeba nokazarn ma Baxku AB 1 C'D ako u camo ako Baxu PQ = RS.
3 nmperxoHOr s1esa 3ajaTka nuMaMo ja je PRQ)S napasenorpam, Kao u ja
je SP || ABu PR | CD.
: Heka je AB L CD. Ounna je SP 1. PR, na je PRQS npaBoyraoHuk.
[IpaBoyraonuky cy amjaronaJje MehycobHO moynapue, na je PQ) = RS.
: Heka je PQ) = RS. Ilapasenorpamy PRQS cy nujaronane PQ, RS
Mehycobno nosynapue, na je PRQS npasoyraonuk. Ciemau jga je SP 1 PR,
najeu AB 1L CD.
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8. Jlokazaru ma je mpasa onpebhena cpemumruma crpanuina AC u BD Te-

tpaesnpa ABCD yjenHo m mUX0Ba 3ajeHHYKA HOPMAaJia aKO U CaMO aKo je
AB=CDu AD = BC.

Penieme:

Heka cy M,N,P,Q,R,S penom cpeaumra usuna AB, CD, BC, AD,
BD, AC rerpaenpa ABCD.
: llpermiocraBumo 1a je RS 3ajeauutdka nopmasia crpanuna AC' u BD.
[Tomro Baxku PN || BD u MP || AC (cpenibe qmunje oarosapajyhux tpo-
yruoa), ciaeau ga je RS 1 PN, MP, na je RS ynpasHa Ha paBHU HapaJie-
norpama M PNQ. IIpema Tome, RS je ynpasua na M N, PQ), na cy mapaJe-
gorpamu M SNR u PRQS pombosu. Cienu ja je MS = MR u PS = PR.
[Tormmro je MS = %BC, MR = %AD, nooujamo BC' = AD, a mormiro je
PS = %AB, PR = %C’D, cnequ ja je AB = CD.
: O6puyTo, npernocrasumo j1a je AB = CD u BC = AD. Tana je
MS = MR u PS = PR. Cneqn na cy napasenorpamu MSNR u PRQS
pomboBu, a je MN L RS u PQ L RS. Jlakne, RS je ynpasua na npaBumMa
MN, PQ) pasau M N P(Q), na je yupasua Ha Toj paBuu. Crenujasno, RS
je yupasua na M P, PN. Ilomro je MP || AC uw PN | BD, ciemun na je
RS 1 AC'u RS 1 BD, oxnocHo 5a je RS 3ajeamdka HOpMaJsa CTPAHUIIA
AC, BD.
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Hedbunumnuja 44. Terpaegap ABCD je optwotonanan ako Baxxu AB L CD,
BC 1 AD,AC 1 BD.

9. Bucune AA" u BB’ rerpaeiapa ABCD ce ceky ako u camo ako je AB |
CD. lokazaru.

Pemmeme:

: Heka ce Bucune AA’, BB’ cexy. Tajma mocroju paBaH 7 Koja UX cajp-
k. Bucuna AA’ je yupasna na pasaun BCD, na je AA” 1 CD, a Bucuna
BB’ je ynpasua Ha pasuu ACD, na je BB | CD. Ilpema Tome, CD L T,
na je C'D yupasHa Ha cBakoj nmpaBoj pauu 7. CrienujajHo, yipaBHa je Ha
npasoj AB, Tj. Baxku C'D 1 AB.

: Obparno, nveka je AB 1 C'D. Heka je m paBaH KOja CaJIpKU TadKe
A, A, B. Bucuna AA’ je yupasna na pasuun BCD, na je ynpasna u na C'D.
Cuequ ja je C'D ynpasHa Ha paBHU Koja cajpxku npase AA'| AB, 1j. Ha
pasuu 7. Bucuna BB’ je ynpasna na pasuu AC D, 11a je ynpasHa Ha [1paBoj
CD. Tlomro je 7 paBaH Koja caJpKu TadKy B u yupasha je za mpasoj C'D,
caenn jia BucuHa BB’ Mopa npunaiaTiu paBHE T, jep CBe IpaBe Koje CaJiprKe
Tauky B m ynpasue cy Ha npasoj C'D npunanajy pasau . IIpema Tome,
sucune AA’', BB' npunayajy pasau 7. OHe He MOTy OUTH TapaJesiHe, jep o6u
tasia papan BC' D, AC'D, koje cy yupaBHe Ha mbuMa, Oujie napaJeine, ma o6u
ce TmokJjianaJje, mro ou 3Haumo ga cy tadke A, B, C, D komianapse, a TO
Huje Taano. [Ipema Tome, Bucune AA’, BB’ npunaajy jesiHoj paBHU W HUCY
napaJiesife, ma CJae/in Ja ce CEKYy.
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10. /ToxkazaTu Jia 110/IHOXKja BUCHUHA U3 TeMeHA TeTpaejipa IIPeJCcTaB/bajy Op-
TOIIEHTPE HACIIPAMHUX IJBOCHU aKO M CaMO aKoO je TeTpaejiap OPTOrOHAJIaH.

Pemmeme:

Hexka je A’ nongnoxkje Bucune u3 temena A Ha mbocaun BCD.

: Heka je A’ opronenrap tpoyrina ABCD. Tana je BA" 1. C'D, a nomro
jeu AA" 1 CD, cnequ na je npasa C'D ynpaBHa Ha paBHU KOja CaJpiKu
rauke A, A', B. Ilpema Tome, ciean ga je C'D yupasHa Ha CBaKOj IIpPaBoj
Te paBHH, Ia crenujagno u Ha upasoj AB. Couano, DA’ 1 BC', a nomro
jem AA" L BC, ciean na je npaBa BC' yupaBHa Ha paBHH Koja CaJp:Ku
rauke A, A', D. Ilpema Tome, ciegu ma je BC' yupaBHa Ha CBaKOj IPaBoj
Te paBHH, Ia crenujaano u #Ha npasoj AD. Takohe, CA" | BD, a nomro
jeum AA" L BD, ciean na je upasa BD yunpasHa Ha paBHU KOja CaprKu
rauke A, A',C. Ilpema tome, cieau jga je BD yupasHa Ha CBakKoOj IIPaBoj
Te paBHH, Ia crenujajano u Ha npasoj AC. lakie, mokazaanm ¢Mo jia BaxKn
AB 1L CD,BC 1 AD,AC 1 BD, na je trerpaenap ABC'D oproronajas.

: O6puyToO, pernocraBuMo ja je Terpaegap ABC D oproronasan. Ta-
naje AB L CD, BC 1. AD, AC 1L BD. Ilpasa AA’ je yupaBHa Ha paBHH
BCD, na cieqn na je AA" L BC,CD,BD. Jlakiie, umamo ja je npasa BC
yrupasHa Ha npasuma AA’, AD 1a je ynpaBHa Ha paBHU KOja UX CaJPKU U HA
CBaKO] IIpaBoj Te paBHH, IIa crernujaano Ha npasoj DA’ [Ipema Tome, nmpasa
DA’ je sucuna tpoyria ABCD. Ciuuno, npasa C'D yupasHa Ha IIpaBuUMa
AA’, AB 1a je yupaBHa Ha paBHH KOja MX CAJPXKU M Ha CBAKO] IPaBO] Te
paBHH, 1a crernyjaano Ha npasoj BA'. Ilpema tome, npaBa BA’ je Bucuna
rpoyriia ABCD. Bucune DA’ BA" tpoyrina ABCD ceky ce y tauku A’ na
cien Ja je tauka A’ opromeHTap TOT TPOyIIa, MITO je 1 Tpebasio JT0Ka3aTu.
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7 W3ometrpujcke TpamcdopMalimje mpocTopa

Hedbununuja 45. Heka je S npocrop. [IpeciukaBame J : S — S, TakBo
Ta 3a cBakn map tadaka (A, B) mpocropa S Baxkn (A, B) = (J(A),J(B)),
HA3UBAMO U30MEWPUJCKoMm Wparchopmavujom (usomemwpujom) pocTopa S.

Cge m3omerpuje npocropa cy Oujeknuje. zomerpuje npocropa ciaukajy
IpaBe y IIpaBe M 9yBajy pPaclope]i Tadaka Ha IIPaBOj, CINKAJy IHOJIYIIPaBe y
HOJIyIIpaBe, JIyKU y JIy2KHU, yraoHe JIMHUje y yraoHe JIMHUje, YIJIOBE Yy YIJIO-
Be, TIOJIyPaBHU Y TIOJIypaBHU, PABHU y PABHU, TIOJIYIIPOCTOPE Y TTOJIyITPOCTOPE,
JivejIapcKe TIOBPIIN Y JIMeIapcKe TOBPIIH, Jirejpe v aueape uti. Mzomerpuje
IIPOCTOPA KOje Memajy OpUjeHTAIln]y TPOCTOPa Ha3UBaAMO UHGUPEKTHUM W30~
MeTpHrjaMa, a OHe KOoje dyBa]y OpUjeHTaIn]y IIPOCTOPa HA3UBAMO GUPEKTIHUM
n3oMeTpHujaMa. 3a CBaKe JiBe u3oMeTpuje J,J, hUX0oBa KOMIo3uIimja J o J je
takohe nzoMeTpuja, n naBep3 J ! m3omerpuje J je Takohe m3omerpuja.

Hedununmuja 46. Heka cy ¢, 9" C S durype y upocropy S. Ako mocroju
msomerpuja J : S — S mpocropa S TakBa na Baxu ¢’ = J(P), onsa KaxkeMo
na je durypa ® uogygapra dburypun & u mumemo ¢ = P’

[aY)

Penammja = nogynapuoctu ¢durypa je penaryja eKBuUBaJeHIje. 3060rT
CUMETPUYIHOCTH pesianuje denihe hemo roBoputu ja cy cdurype mehycobro
uogygapme.

Knacudukanujy nsomerpuja paBHE 3alovesin ¢MO JepPUHUCAIHEM OCHE
peditekcuje. M3omerpuja mpocTopa Koja IpeacTaB/ba IPUPOIHO YOIIITEHHE
ocHe pedieKCcHje PaBHU jecTe paBaHcKa pedieKcuja.

Hedbunannmja 47. Heka je 7 C S paBan npocropa S u HeKa je IMpec/ImKaBa-
e S, garto Ha ciegehu naunn: ako je X € 7, onja je Sp(X) = X, a unaue
je Sx(X) = X/, rme je X’ Tauka TakBa ja je m Meaujaiina paBaH Jayzxu X X'
Omnyia ce npecivkaBambe S, HA3UBA PAGAHCKOM pedaekcujom (pasanckom cu-
MeTpujom) TpocTopa S ¢ papuu pediercuje (Oraeamonm) .

X

o

o

X/
Huje remxko mokazaru ma S, jecre m3omerpuja mpocTopa. PaBaHcKka pe-
dtekcnja je mpecauKaBame Koje CJIMKa Kao ,,JIUK y orjegany’. AKo jaBamyT

181



PUMEHUMO paBaHCKY pedJiekcujy, 1o aedUHUINjU ce TadKe PaBHU T CJIU-
Kajy y cebe, a ako ce X ciauka y X' TakBo ja je m MeaujajiHa paBaH JLyyKQ
X X', ouya ce X' mopa ciukatun y X. Jlakne, S; o S, = Id, mro 3Haun ja
je paBamcka pedJiekcuja cama ceOu MHBEP3, OJHOCHO Ja je mHBojyImja. [lo
JeHUIIN ce TadKe OIvieasa T CIuKajy y cebe, a Tadke BaH Orjenasa m
ce He cmKajy y cebe (jia 6u mocrojasia JiyxK duja je T MeujasiHa paBaH), mna
cy jeaune uKCHe Tauke (TavuKe Koje ce CamMKajy y cebe) Tauke oreiaia .

D

A/

D/

Heka je ABC'D nosutnBHO opujeHTHCAaH TeTpaeap, Tj. neka cy A, B, C, D
TavuKe [IpocTopa S Takse a Kaja ce y pasuu Tpoyria AABC nperuma jecie
pyke mue ox remena A ka remeny B ma 3atum kKa temeny C, majall ImoKa-
3yje Ha onaj moJyrpoctop ¢ pybom ABC' y kojem ce Hama3u teme D. Ako
cy A, B',C", D' penom cimke ravaka A, B, C, D npu paBaHCKo] pedJieKcuju
Sr, orjia je rerpaenap A'B'C'D’ HeraTuBHO OpUjEHTHCAH, OJHOCHO aKO Ce Y
pasuu tpoyriaa AA'B'C’ uperuma geche pyke uie oj reMena A’ ka remeny
B’ na zatum ka temeny (', masal mokasyje Ha OHA] IIOJIYIPOCTOP ¢ PyOOM
A'B'C" y kojem ce ne nanasu teme D’. IIpema Tome, pasancka pediekcuja
MeIha OPUjeHTaI]y TPOCTOPa, Ma je OHa UHIUPEKTHA M30METpHja IIPOCTOPA.

Teopema 34. Axo je T ungupextina u3omewpuja UpoCwopa S Koja uMa
bap gee pasne purcue wavke P,Q), onga je I pasancka peprekcuja Sy wugje
otregaro m C S cagporcu durcre Wavwke P, Q).

Teopema 35 (Teopema o rpancmyranuju). Hexka je m1 C S pasan upocmopa
S, S, pasancka pedaekcuja u I upoudsosHa usomewpuja upocwmopa S. Axo
je @ =73(m), onga je Jo Sy 0T =S8,

CBaky mM30MeTPHjy MPOCTOPa S MOKEMO U3PA3UTH MPEKO PABAHCKUX Pe-
daekcnja. [lraBuie, yBek nux MoxKeMo 0jadpaTi Tako Jia UX Oy/ie HajBUIIIe
YETHPHU.
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Teopema 36. Hexa je J tpoussonna usometipuja upoctwopa S. Taga je I =
S, 3a nexy pasan o« C S, uau je I = Sgo S, 3a newe pasnu o, B C S, uau je
J=38,08508, 3a nexe pasnu o, 3,7 C S, uau je I =8508,08508, 3a
nexe paswu o, 3,7v,0 C S.

Kao mrro noctoju mojaM mpameHa mpaBUX Y PaBHU, TAKO MOCTOJU U TI0jaM
IpaMeHa paBHHE y 1poctopy. llocToje nBe BpcTe mpameHoBa paBHU y IIPOCTO-
py. Ako je p C S mpaBa y IpOCTOpY, CKYII CBHX PaBHHU KOj€ CAJIPXKE MPaBY
p UUHU [IpaMEH PaBHU, KOJU Ce HA3UBA KOUKCUJAAHU UPAMEN Pachu. AKO je
m C S paBaH y IIPOCTODPY, CKYII CBHX DaBHH KoOje Cy IapaJiejiHe paBHU T
(yrspyayjyhin w paBaH 7) 4uHEM TpaMeH DaBHU, KOJU Ce HA3UBA UAPAACAHU
upamenr pasru. I1ITo ce Bese n3mely npamMeHoBa paBHU U PaBaHCKUX pedieK-
cuja Tude, Baxku ciejieha reopema.

e ————

Teopema 37. Hexa cy o, 5,7 C S pasru upoctwiopa S. Onga je KomMTo3uuwuja
S, 0 8g 0 S, pasarcka pedaexcuja arxo u camo axo pasru o, 3,7y Uputagajy
jegrom upameny. Ilwmasuwe, Wwaga pasan Wwe pedaekcuje (03nauumo je ca )
UpuLaga WoM UPAMEHY U AKO je Pasar T WAKEG §a CY PABHU (X, Y CUMETTPUHE
Y OgHOCY Ha T, Waga ¢y U pasuy 3,0 CUMETTPUIHe Y 0gHOCY Ha T.

YVTBpIIMO KOje JOIll U30METPHje IIPOCTOPa MOCTOje.

Hedbununmja 48. IIpeciukasame € : S — S Takso 1a je £(X) = X 3a
cBaKky Tauyky X € S Ha3UBaMO KOUHUUGJEHUUJOM.

Kowunmuaenruja je, HapaBHO, WIEHTUIKO TpecmkaBambe. C 003upoM Ha
0 ja je Sy 0 S, = Id = &, umamo penpeseHTalnjy KOUHIUJICHIIA]E TPEKO
IpOM3BOJIa JIBejy paBanckux pediekcuja. Kounnumennuja je qupeKTHa U30-
MeTpHja IIPOCTOPA.

Teopema 38. Axo usometwipuja J upoctwiopa S uma 6ap 4ewupy, HeKOMUN-
Haphe Purcre waure, onga je I = E. Axo gupextina usomewpuja I Upocwmiopa
S uma bap wpu HexosureapHe Purcre waure, onga je J = E.
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Heka je apf muemap m HeKa Cy 71,72 PaBHH KOje Cy yIpaBHE Ha IIPaBOj
p peaom y Taukama Oq, Oo. Heka cy Oqaq, Oxas peoM mpecedre moJiylpaBe
paBHU 1, Y2 U WHOCHU pa u HeKa ¢y O1b1, Osby peioM mpecedne moJrynpane
paBHU 71, Vo 1 hocHE pf3. Ha ocrHOBY Teopeme 26, yryioBu £La;O1by, LasOsby
cy nogynapau. Ako je auenap apf opujeHTucaH, oHa cy n yriaosu £ai01by,
£Las0sby opujenTHCAHN W UMAjy WCTY OpHjeHTaIujy, Koja je ojapehena opu-
jerrarmjom guespa. CxomHo Tome, 3a opujeHTHcaHu yrao ¢ = £La;O1by =
£Las09by TOBOpUhEMO J1a je OpUjeHTUCAHU YTrao Y PABHU HOPMAJIHO] HA .

a2

ai

Hedbunumuja 49. Heka je s C S mpasa mpocropa S u ¢ OpUjeHTHCAHU
yrao y paBHE HOpMaJsHO]j Ha s. IIpecimkabame R, 1 S — S TakBo na je
Rep(X) = X 3a X € s u Ryp(X) = X' me je X' Tauxa pasHu 7, Koja
caapku X W HOpMaJHa je Ha § y Tauku S, Taksa ja Baxu SX = SX' u
£XSX' = ¢ (nomynapuu cy u umajy UCTy OpHjeHTanmjy), 3a tadke X & s,
HA3UBa Ce 0CHOM POWAUUJOM OKO OCe S 38 OPUJEHTHCAHU Yrao .

| e
[ =) L=

Ocwa porarnumja je yorireme potaruje pauu. Heka je asff opujentucanu
Jiiesiap, YUjUu je OpUjeHTUCAHU HArUOHU yrao jeJIHAK IOJIOBUHU OPHUjEHTH-
ca”or yria . Ako cy o/, ' pemoMm paBHE Koje cajprKe IJHOCHH S, 3 Tor
Juenpa, ouja je R, = Sp oSy . PaBuu o, ' mozkemo poruparn oko oce s 3a
IPON3BOJbAH yrao u goburn pasuu o, /" Takse fa je Kommosunuja Sgr 0 Sy
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rakobe jeJlHaKa 1oja3Hoj ocHoj poranuju. laxie, ako cy o, 5" npoussosbre
papnu Takse Ja je o' NB" = su £L(a”, f") = £ (opujenTucanu yriosu), ona
je Ry, = Spr 0 Syr. IomTo je kommnosunuja Jsejy MHIMPEKTHAX U30MeTPHja
IIPOCTOPa, OCHA POTallfja je TUPEKTHA N30MeTpHUja IIPOCTOPA.

Huje remko mokazarn n1a je Ry © Ry = Rty Rsoe = Rsgeoe = E W
R;; = Rs,—y, TJe je —@ yrao nojyjapat yriy ¢, CyIpoTHe OpHjeHTallje.
Axko je R, # £, cBe dukcHe Tauke ocHe poranuje R, IPHIIALAJy OCH S.

Teopema 39. Axo gupextina usometwipuja J upocwopa S, K0ja Huje KOUHUU-
genyuja, uma bap jegny durcny wavry S, onga je I = Ry ,, wuja oca s C S
cagpotcu purcny waury S.

Teopema 40 (Teopema o Tpancmyranuju). Heka je s C S upasa upocmopa
S, ¢ opujentiucanu Yiao Yy pasHu HOPMAAHO] Ha S, R, ocna polmavuja u
J apoussonmna uzometwipuja upocwiopa S. Heka je ' = J(s) u ¢ = T(p)
opujentiucanu yiao y pasru nopmaaroj na s'. Taga je ToRs ,0T 1 =Ry .

Ako je yrao poramuje ompyxxen, omaa 3a Tadky X' = Rgis00(X), rue
X & s, Baxku ja je SX' = SX u £LXSX' = 180°, rie je S rauka mnpeceka
IpaBe s U paBHU Koja cajip:ku X U HOpMaJiHa je Ha s. JIpyrum pedmma,
Baxku SX = SX' u B(X, S, X'), na je S cpequmre nyxxu X X'. Ilpasa s je

Hopmasaa Ha X X' u cajapxku S, na je (jeana on) cumerpasa ayxku X X'
S

Hedbnanmmja 50. Heka je s C S mnpasa y npocropy S. IlpeciukaBarme
Ss S — S rmakBo ma je Ss(X) = X 3a X € su Ss(X) = X', rue je X/
TakBa Jia je s cuMerpaJia nyxku X X', Ha3uBa ce 0CHOM CUMETIPUJOM TIPOCTOPA
S ¢ ocom s.

HMaxne, g = R 1800- Jacuo je ma je S;' = S, 1j. ma je ocna cumerpuja
nnsosynuja. Takobe, ako je S = Sz 0 S,, OHIa je OpHjeHTHCAHU yrao Of
paBHU (v K& PABHU [3 TOyJIapaH YLy % =90°, 1j. Baxku o L 3.

[ToTrpebHO je HA OBOM MECTy HAIJIACHTH Jia OCHA CUMETPHUja MMPOCTOpa 1
OCHA CUMETPHja PABHU HE TIPE/ICTABIHA]Y UCTH THUII IPECTUKABAIbA, NAKO NMa-
jy cmuane gedununmje. OcHa cuMeTprja paBHU je jteduHucaHa caMo 3a TATKe
Te PaBHU, & OCHA CUMETPHU]ja IIPOCTOpa je gebUHICAHA 3a CBE TavKe IIPOCTOPA.

185



Takobhe, npupoHO yOIIIITEHEe OCHE CUMETpUje PaBHU jecTe paBaHCKa CHMe-
TpHja IPOCTOPa, a OCHa CUMeTpHja IIPOCTOpa je crernujajan crydaj ocHe po-
Talnje IpocTopa, Koja je IpupoJIHO YOIIITemhe poTaliyje papau. Tpeda nmarTn
Ha YMY U TO Jla je OCHa CUMeTpHja MIPOCTOpa JUPEKTHA U30MeTpuja IIPOCTO-
pa, JIOK je OCHa CUMeTpHja PaBHU WHIMPEKTHA W30MeTpHja paBHU, Kao W Ja
ce opujeHTanuja mpocropa ojpelhyje momohy opujeHTHCAHUX TeTpaeiapa, a
opHjeHTaIja paBHU TOMONY OPUjEeHTUCAHNX TPOYIJIOBA.

Hedunanmmja 51. Heka je 1@ sekTop. [Ipecimkasame T3 : S — S naro
—
ca To3(X) = X', tyie je X' Taksa ja je X X' = Jﬁ, HA3UBa Ce WPAHCAAUUJOM

3a BekTOp AB.

rk

Tpancianuja mpocTopa je IpUpPOHO YOIIITEeHhe TPAHCIAlje pAaBHI 1 NMa,
ncTe 0coOMHE Kao TpaHcamuja papHu. 1o je A@QKTHa M30MEeTPHja ITPOCTOPA
Koja HeMa (dbukcHHX Tadaka (ako je AB # 0). O6pHyTO He BaxKWu, jep y
[IPOCTOPY TOCTOje JIUPEKTHE M30MEeTpHUje KOje HHUCY TpaHC/aIlje U HeMajy
durcHnx Tadaka. Kommosunmja Tpancianuja 3a AB u BC' je TpaHciamuja
3a jﬁ + B? = AC, a unseps Tpancianuje T3 je Tpancianuja T3

X// X/

Heka je o paBan koja cajpxku tauky A un ynpasra je Ha tpaBoj AB n
HeKa je 5 paBaH Koja cajpxku cpeguire C' nyxu AB u ynpaBHa je Ha [IPaBO]
AB. Tana Baxknu 7j4—B> = 83 08,. Jakne, n Tpancianujy BUAUMO K0 KOMIIO-
BUIHJY JIBEejy paBaHCKUX pedJieKchja, CJIMIHO Kao IITO CMO TPaHCIAIH]y Yy
paBHU BUJIEJIN Kao KOMIIO3UIM]Y OocHUX peduiekcuja. HapaBuo, oBo Huje je-
JITHA pernpe3eHTalja TpaHCIaImje 7;‘—B> nomohy paBaHckux pedJiekcuja, jep
YMECTO PaBHU «, J MOXKEMO IocMaTpaTu paBan ', ' Koje cy ynpashe na AB
U Hajase ce Ha PacTojarby ATB, npu 4emy je cmep of pasuu o ka pasuu 3
HCTH Kao cMep BekTopa AB.

Teopema 41 (Teopema o rpancmyrarmju). Hexa cy A, B € S wauke upo-
ciopa S, AB sextiop Upoctiopa S, Tz Wpanciayuja u I Upoussonsa uso-
metpugja. Axo cy A' = TI(A),B' = I(B), onga je Jo Tz 0T ' = Tog-
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. . —
Hedbununuja 52. Heka je m paBan npocropa S u ﬁ # (0 HeHyJa BEKTOP
npocropa S napasesan pagan 7. [Ipeciukasame G -2 : S — S naro ca

G+ = SxoT 3 nasusa ce kausajyliom pedaercujom 3a BEKTOP ﬁ y OJIHOCY
Ha paBaH .

X X//
o—0 Y
A B I .
)@

Knuzajyha pediiekcuja mpocropa je IpUPOJIHO yOIIITehe Kansajyhe pe-
dekcuje pasau. Bektop AB Mopa 6utn napaJesan pasuau peduiekcuje. Ona
je MHINpEeKTHA N30MeTpHja MIPOCTOpa, jep je KOMIIO3UINja TNPEeKTHEe U WHIH-
pPEeKTHe M30MeTpHje, Te Mema opHujeHTalujy mpocropa. Takohe, kim3ajyha
pedrekcuja Hema UKCHUX TadaKa.

Teopema 42. Axo ungupextina uzomewpuja J upocwopa S nema HuKcHUT
wavaka, onga je I =G =, 1ge je 1 C S pasan upocwopa S u AB mnexu
HEHYAQ BEKTLOP TPOCTLOPA S UAPANEAAH PAGHU T

Kon knuzajyhe pediiekcuje mpoctopa Tpanc/iaiuja u pedekcrja KoMy-
THPAjy, Tj. HUje OUTHO Jia Jin NeMO IPBO U3BPINUTU TPAHC/IAIM]Y, 11 OHJIA
pedtekcujy, nian obpuyro. [lakie, Bayku gw,m = Sr 0T = Ty 0 S Kako
ce TpaHCalja pa3duja Ha KOMIIOSHUIU]Y ABejy paBaHCKUX pedJiekcuja Jumja
cy oryenaJsia HopMaJtHa Ha AB m paBaH 7 je mapaJenHa ca AB, cuean ja
je xknuzajyha pedJiekcuja KOMIIO3UIUja TPUJY PaBaHCKUX pedJieKcruja dnja
oryieflajia He TIPUIAIAjJy jeTHOM ITpaMeHy.

Teopema 43 (Teopema o Tpancmyrarmju). Hekxa je 1 C S pasan Gpoctwopa
S, AB nenyna eextiop uUapaneaan pasnu 7, G wausajyha pedaexcuja u
J apoussomna uzometwipuja upocmopa S. Axo je A" = J(A), B' = I(B),
' =7J(m), onga je J o Qmﬁ 0J1l = gﬂ,7m.

[IITo ce nnBep3a kauzajyhe pedekcuje Tude, jeIHOCTABHO Ce BUIU Ja je
Q;i@ = (Sro 7;‘—B>)_1 = TA;B} 0S8 =T5508: = G, g4 Haxne, xmszajyha
pedpiekcuja Huje HHBOIYIIH]A.

[Topen kiu3ajyhe peduiekcuje, 1MoCTOju oIl jejlaH THUII U30METPHUja IIPO-
CTOpa KOje ce MOr'y pa3JjIoyKUTU Ha KOMIIO3UIU]Y TPHUjy paBaHCKUX pedJiek-
crja udja orjiefiasa He TPUIa/Iajy jeTHOM IpaMeHy.
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Hedbunnmuja 53. Heka je s C S npasa npocropa S, 7 C S paBaH mpocTopa
S TakBa 1a je s L 7 u ¢ opujenTHCAHU Yyrao paBHU T pazandut of 0° u myHor
yria. Ilpecimkabame Ry, r 1 S — S naro ca Ry = Sy 0 R, HasmBa ce
OCHOPOTLAYUOHOM PEPACKCUJOM.

S

[

He nocToju nzomerpuja paBHU 4dnje je yOIIITehe OCHOPOTAIIMOHA pedieK-
cuja. Kaxko joj camo nme Kazke, oBa ©30MeTPHUja je KOMIIO3UIIAja OCHE POTAIIN]e
u paBancke pediekcuje. UnnupekTHa je, uMa TaqHo jeJHy (DUKCHY TAUKY U
TO MPOJOPHY TadKy S MpaBe S U PABHU T.

Teopema 44. Axo ungupexting usomemwpuja I Gpocwopa S uMa WaHO jeg-
ny puxcny mwavky S, onga je I = Ry x, Wge je ™ C S pasan Upoctiopa S Koja
cagpotcu, pukcny wauky S, s C S Upasa UPocwopa S HOPMAAHAG 1A PABHU T
Y Wavwky S U @ OPUJERTIUCAHY YIa0 PasHy T padauydutl og 0° u TYyHoT Yiia.

Kon ocrnoporaruone pediiekcnje poramuja u pediekcuja KOMyTUpPajy, Tj.
HEOUTHO je Jia Jin heMo TPBO BPIIUTUA POTAIUjy 1a pedIeKCujy Wi OOpHY-
to. daxne, Baxn Ry, = Sy 0 Rs, = Ry © Sy Poramuja ce pazouja na
KOMITIO3UITUjYy JIBEjy paBaHCKuX pedJieKcuja duja ce orjiejasa CeKy 10 OCh
poTtaruje, ma Kako je Ta oca HOpMaJHa Ha paBHU T, CJIEIU Jia je OCHOPOTAIIN-
oHa pedJiekcuja KOMIIO3UIMja TPHUjy paBaHCKUX pedJieKCcHja duja orJieiasa
He TIPUTAJIAjJy jeTHOM ITpaMeHy.

Teopema 45 (Teopema o Tpancmyranuju). Heka je s C S upasa upoctwopa
S, 1 C S pasan HOpMaAHG Ha TPABO] S, © OPUJEHITUCGHU YIA0 Y PAGHU T,
Rspr OCHOPOTIAYUOHA Pedrercuja u T UPou3eosHa UBOMEWPUIQ TPOCTLOPA
S. Hexa cy s' =3(s), 7" =3(m) u ¢’ = T(p) opujentuucanu yiao y pashu 7'.
Taga je 3o Rspr 0Tt =Ry .

[IITo ce nuBep3a ocHopoTanuone pedJieKcuje THIe, jeJHOCTABHO Ce BHIN
-1 _ 1 p-1l.ce-1_ _
Jla Bazku R = (SzoRs) ' = R,08:" =R p0S8x = Ry Ilocebno

5P,
je 3aHUMJbUB CJIytaj Ka/ia je yrao poTaluje jeHaK oupyzkeHoM yriy. Taja je

Rsisoer = Sr0Ss = Ss08x. Ako je S mpeceuHa Tadka IIpaBe s I paBHU 7, X
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[IPOU3BOJbHA Tauka pasjnunta o S 1 X' meHa CJIMKa IPH OBOj N30METPU]H,
HEje TerKo jokazaru ja je raga SX = SX' u B(X, S, X’). Ipyrum peanma,
S je cpemumre jnyxku X X'. OBakBO Ipec/MKaBamhe HA3UBA, Ce UeHUPAAHOM
CUMETAPUJOM.

Hedbunannmja 54. Heka je S € S rtauka y npocropy S. IlpeciukaBammbe
Ss S — S rakBo jga je Sg(S) = S u Sg(X) = X', rye je X’ € S rauka
takBa ja je S cpemumre jgyxRu X X', 3a X # S, HasuBa ce yenWpaaHa
cumetmpuja mpocTopa S.

3aHUM/BUBO je MPUMETUTH J1a Ce KOJI IeHTpaJsiHe cumeTpuje Sg 3a paBy S
U paBaH 7 MOry ojiabparu OMJI0 Koja IpaBa U paBaH Koje cy MehycoOHO HOp-
masHe y Tadkn S. Kako je &g = SgoS,, rne jeaNf =su o L B, cienu ga
je 8¢ = 8§, 08308, IlomTo je s L 7, a cBaka paBaH KOja CaJpKu s je Takohe
HOpMaJIHa Ha paBHH T, cjiefud Ja je o L mu [ L w. Jlakie, meaTpaana cu-
MeTpHja ce MOKe Pa3JIOoKUTU Ha KOMIIO3UIIN]Y TPUjy paBaHCKUX pedieKcuja
Ynja cy orsejaJjia Tpu MehycoOHO HOpMaJiHe PaBHU KOje cajiprKe IEeHTap CHU-
mMetpuje. [lomTo paBancke pediekcuje, auja cy orJie/iajga HOpMaJHe PaBHH,
KOMYTHPAjy, CJIeJIn Jia je 1opeliak pedJiekcrja Koje duHe MeHTPaJIHy CHUMe-
TpUjy HeOUTAH, jep CBake JiBe KoMyTupajy. LlenTpanna cumerpuja mpocropa
je MHANPeKTHA M30MeTpHja IIPOCTOPa W MHBOIYTINja je, Tj. BaxKu Sg =8,
Teopema 46 (Teopema o Tpancmyranuju). Hexa je S € S wavka y upoctwo-
py S, Ss uenwpaina cumempuja u'J UpoudeonHa U3OMeTWPUja UPocwopa S.
Axo je 8" =73(S), onga je JoSs 0T = Sgr.

[Ipeocrasio je jorr jia BUIUMO TUIIOBE U30METPHUja IIPOCTOPA KOje ce MOry
Pa3/IOKUTU Ha KOMIIO3UIU]Y deTupu papaHcke peduiekcuje. Vcmocrasiba ce
JTa TIOCTOJU caMoO jeJIaH TaKaB TUIl NU30MeTPHU]a.

Hedbunannmja 55. Heka je s C S nmpaBa mpocropa S, ¢ OPUjEeHTUCAHH YTao
y paBHE HOpMaJHO] Ha §, pasyuant ox 0° u myHor yria u AB Henya Bek-
Top napaJesan 1npasoj s. [IpeciiukaBame ZW 15 - S — S koje je maro ca
Z&W@ = T3 © Rs,, HA3UBA CE 30460JHUM KPEWLATLEM.

S

X/

Xl/
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3aBOjHO KpeTaibe je JTUPEeKTHA U30MEeTPHja, jep je KOMIIO3UIInja JIBejy -
pekTHUX m3oMeTpuja (poraruje u Tpanciamnmje). Ona Hema (DUKCHUX TavaKa.
Poraruja ce Moxke pasjioKUTH Ha KOMIIO3HUIU]Y JIBE]Y PaBAHCKUX pedJieK-
chja Ymja ce orjejiana ceKy Mo TpaBoj S, a TpPaHCaIuja Ha KOMIIO3WUITU]Y
JBejy paBaHCKUX pediiekcuja umja cy orsejaja HopMmasHa Ha AB || s, na
ce 3aBOJHO KpeTarbe MOYKe PA3JIOKUTH Ha KOMIIO3UIIN]Y YeTUPHU paBaHCKe pe-
duekcuje. Kom 3aBojuor kperama TpaHcIaluja U poTaluja KOMyTHPajy, Tj.

BaxKu RS,W,E = ’7;1? 0 Rsp =Ry, 0 7?4—B>_

Teopema 47 (Teopema o Tpancmyranuju). Hexa je s C S Upasa upoctwiopa
S, ¢ opujentiucany yiao Yy pasru HOPMaAHO] Ha S padsuvutt og 0° u GyHoT
yina, AB uenyaa eextmop uapanesar Upasoj s, Zwﬁ 3G60JHO KPETWarse u
J upoussomna uzomewipuja upocwiopa S. Hexa jé s = J(s), A = J(A),
B'=73(B) u ¢ = 3(p) opujentmucaru yrao y pashu nopmaaroj na s'. Taga
jeJoZ,  apo =2z

S/,QO/,A/B’ .

[MITo ce mHBep3a 3aBOJHOI KpeTama THYE, jeJHOCTABHO Ce BUJIU JIa BayKu

-1 -1 _ p-1 -1 _ _

ZS7¢714_B> = (TqpoRsp)  =Ri 0 = = Re—poTgz = Z, 5z Hocebno
je 3aHHMJBUB CJIyda] KaJia je yrao poTalnje jeJHakK OImpy:KeHoM yriay. Taza
je ZAB718007A—B> = 7;@ oSap = Sag o 7;@. OBo mpecimKaBame Ha3UBa Ce
3a60jruMmM Toayobpliajem m o3HadaBa ce ca Zi» (1a OU ce MojesHOCTABIIO
O3HavYaBame, cMaTpa ce Ja je ojabpaH IpPeJICTAaBHUK BEKTOPA A§ TakaB Jia

tadke A, B npunajajy mpasoj ).

1. Ako cy A, B,C Tpu Tauke paBHU T, JOKa3aTH Jia Baxku § 430G 520
gﬂ',zﬁ - Sﬂ"

Pememwe: Kakoje G 3 = Sr0T 3 = T308x G_5o = SroTzz = T5208x,
Qﬂ,@ =8,0 TC—/; = TO‘K o S,, crean ja je

J = 6.5i°9.5°% .18
= SproTg30Tg3 08080 Ty

= SroTgzoTag = Sr
2. Jokazaru S, 0Sp =Sp oS, & O € 7.

Pememe: Ilouerna jeanakocr S; o Sop = Sp 0 S; BaxKmM ako U CaMO akKo
Baku jemHakocT Sy 0 Sp o S = Sp. Ha ocnoBy Teopeme o TpaHCMyTaluju
cnenn ja je Sy 0 Sp o ST = Ss,.(0), TIa je HoJIa3Ha jeIHAKOCT eKBUBAJICHTHA,
jenaxocru Ss_ 0y = So. [IBe nenTpasne cuMerpuje cy jeJHaKe ako U CaMo aKo
Cy UM IEHTPH HCTH, IIpeMa TOME, IOCJIeIiba jeIHAKOCT je eKBHBAJIEHTHA Ca
S:(0) = O. Cse dukcHe Tauke paBaHCKe pediieKcrje HAJIA3e ce Ha HEeHOM
orsenany, na je S;(0O) = O ako u camo ako O € 7, mWTO je u TpebaIo
JIOKA3aTH.
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3. JlokazaTu j1a je KOMIIO3UINja HellapHOT Opoja IeHTPAJHUX CHMETPHUja IIPOo-
cTOpa IIOHOBO IEHTpaJIHa CUMeTpuja.

Pememe: /la Oucvo yTBpAWIN IITa IMpeJCTaB/ba KOMIIO3UINja HEIAPHOT
Opoja NMEeHTPAJHUX CHMETPHja, OJPEJUMO IIPBO ITa IPEJ/ICTaB/ha KOMIIO3H-
1Mja JBejy MeHTpaJHuX cuMmeTpuja, Tj. mra je J = Sg o S4. IlpernocraBumo
Hajupe qa je A # B.

a : b : 14
| |
« | /B |
| |
| |
] IR S R S
4 l l
9 ?
S\ B
| |
J J
7/ 7/
7/ 7/

Heka je AB mpaBa koja cajpxku Tadke A, B u 7 HeKa paBaH Koja CaJIp:Ku
npaBy AB. Heka je a mpaBa Koja caJpKu Taduky A u HOpMaJiHa je Ha PaBHU
T U HeKa je b mpaBa Koja cajp:Ku Tauky B u HopmaJina je Ha paBuu 7. Taja
jeSa =805, uSg =808, nmajed=8g085)=85085,05,08, =85,08,.
[Ipase a, b cy HOpMaJsHE Ha paBHU T, I1a Cy HapaJeHe U IOCTOjU PABaH I Koja
ux cajipxku. Heka je a paBaH Koja caJIp»Ku IIpaBy @ U HOPMAaJIHA je Ha PaBHU
v U HeKa je [ paBaH KOja cajip»Ku IpaBy b u HopMaJiHa je Ha paBHE V. Taja
jeS, =8,085,u8, =830, majed =508, =853085,085,085, =8308,.
Kako je 1mo koHCTpyKIuju mpaBa a HOpMaJjHA Ha PaBHU T, OHJA je IIpaBa
a HOpMaJiHa U Ha IpasBo] AB e pasam 7. Ako je a/ mpaBa HOpMaJjHa Ha
npaBoj a y Ttaukn A Koja mpumnasa paBHE «, OHJa je yrao m3mely mpaBux
a', AB HarubHU yrao Jmejpa KOju rpajie paBHU «, V, IITO je IpaB yrao 300r
HopMmaJsiHOCTH oBUX paBhu. [laxkme, AB 1 a,d’, na je AB 1 «. Ciugno je
nuAB L B, majea | fud =S50S, = T, Osume je noxazamno ma je
SpoSa= T3

Axko je A = B, onja je 1@ = 6), na je u 2@ = ﬁ Kaxko je nenrpasna
cuMeTpuja MHBOJIyIHja, Tj. Baxku Sp oSy = Sp084 = & = T, crenu na u
y ciayuajy A = B moxenmo mncatu Ja je Sp o Sa = T, 3

Kopuctrnhemo npunnun maremarndke uHjaykimje. /Jlokazyjemo TBpheme:
3a CBaKWM TPHUPOJaH Opoj m u 3a mpomsBosbHe Tadke Ai, Ay, ..., Ay, 1 TIpO-
cropa S npeciukaBame J = Sy, , 0084, 0 Sy, je HeHTpaJIHA CUMETpPH]a.

Baza unnyknuje (n = 1): 3a npoussosbHy Tauky A; nmpocropa S mpeciin-
KaBame J = Sy, je IeHTpaiHa cuMeTpuja, 1a TBpheme Baxku 3a n = 1.

Nunykrusna xunoresa: [IpermnocraBumo j1a TBpherme BaKu 3a HEKU TTPU-
posan 6poj n. To 3Hadm ja je KOMIO3UIKja TPOU3BOJbHE 21 — 1 IeHTpaJIHe
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CUMeTpHUje MMOHOBO IEHTPAJIHA CUMETPH]a.

Uunykrusnn kopak: Kako je 2(n+1) —1=2n+2—1 = 2n+ 1, tpe-
Oa JloKa3aTH Jia je KOMIIO3UIMja IIPOU3BoJbHE 2n + 1 IeHTpaJiHe CUMEeTPHje
[TOHOBO TleHTpaTHa cuMeTpuja. Heka cy Ay, As, ..., As, 1 TPOU3BOJbHE TAUKE
npocropa S  Heka je J = Sa,,,, ©Sa,, ©S4,, , 0084, 0S4, . [lorpedno
je mokasatu ja je J meHTpasina cuMmerpuja. lIpema nmHIyKTHBHO] XUIOTE3N,
npeciaukaBame Sy, , 0 - -+ 0S4, 0S4, je meHTpasHa cuMmerpuja, Tj. Sp, 3a

nexy raduky B. Ilpema tome, J = Sa,,., © Say, © S = Say,4, © Ty Hexa

je Tauka C TakBa na je C'Ag, 1 = BA,,. Taga je EBA% = 7;CA2n+1’ na je

J=384,,,,0 Em = Sazpir ©Say,,, ©Sc = Sc, Tj. mpecimKaBame J je
IEeHTpaJHA CHMETPHUja.

Ha ocnoBy npunnunmna mMareMaTuvake WHIYKIHjE, 38 CBAKU IPUPOIAH OPO]
n u mpous3BosbHE Tauke A, Ay, ..., Ag,_ 1 IpocTOpa S BayKu Ja je mpecanka-
Batbe J = Sy, , 0--- 084, 0S4, NHeHTpaTHa cumeTpuja. pyruMm peunma,
KOMIIO3HUIIja HEITapHOT Opoja MEeHTPAJHIX CUMETPHU]a je TEHTPAJIHA CUMETPH-
ja, mTo je n Tpedasio JoKa3aTH.

4. OJpeuTn TUII U30METPHje 7;—P; 0S;.

Pemteme: Heka je a paBan koja cajpzku taduky P u HopmaJna je na PP’ u
Heka je [ paBaH Koja caJp:Ku cpejuiire jyu PP’ u HopMaJsiHa je Ha hoj.
Tama je 7;—P; =8308,, majed = 7;—P; oSy = 8308, 08;. Paznukyjemo nsa
ciydaja;

1° PaBam «, 0,7 npunasaajy jemnom mpameny. llomrro cy paBam «, 8 meDy-
cobno mapadsiesite (jep cy Hopmasae Ha PP’), oBaj ciiydaj ce ocTBapyje ako

jew L PP
P /

Tama je 3 = Sgo0 S, 08, = §,, 3a HeKy paBaH 7 TOI' IIpaMeHa, Tj. 3a

HeKy paBaH 7y HopMmasjHy Ha PP’. Jlakie, y oBom ciydajy je J paBaHCKa
pediekcrja.
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2° PaBuu «, 5,7 He npunajajy jeaHom npameny, tj. m L PP’

o
P
Pl
S
a4

Heka je s = aNm npecevna npaBa paBHU «, T (OHA TIOCTOjU jep OBE PABHU
nucy napasesne). Taga je Sq 0 Sy = Ry o4(x,a)- Heka cy o, 7' paBuu xoje ce
CeKy II0 MpaBOj § M OPUjEHTHUCAHU yrao Juelpa Koju rpaje pasuu 7', o’ je

UCTU KAaO OPHUjeHTUCAHH yrao JAMepa KOjUu I'paje PaBHHU T, , IPHU YeMy je
o L B. Tana je Rsou(ra) = Sar © Sy Onasiie cienn ja je J = Sz 0 Syr 0 Sy

Pasuu o, 8 cy nHopmasine, 11a ce cexy 1o upasoj p = o’ N3. Ciuequ ga Baxkn
Sz oSy =S,. Heka cy o, ' paBau xoje ce ceky 1o upasoj p u meljycobHo
cy HopMmase, npu demy je ' L 7', Tana je S, = Sp o Sy Ilpema Tome,
J = Sp 08,708, Ilpu Tome, HujeHa TatKa Hpase S He Ipuaia pasau [ (jep
cy «, f mapaJiesnne), na cjeju jia HujeJHa Tadka Ipase § He IpUlaja mpasoj
p. Kako npase s, p npunaiajy pasuu ', a Hemajy 3aje JHIIKIX Tadaka, CJIe/ I
Jla Cy OHe IapaJiejiHe, I1a Cy napaJiejiHe W IpaBa p U paBaH 7.
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e p
Y X

Hexka je g mpeceuna npasa pasuu (', 7. Kako HujegHa Tayka mnpase p
He IpUIaJa paBHU 7', OHJ& He HpHIlaja HU [IPaBoj ¢, a IMOIITO IpaBe p, |
npunajajy pasau (', ciean ga cy oHe mapagenne. Ako je X TIpOU3BOJbHA
TadKa ca Ipase p U Y TNOJHOXK]e HOpMaJse n3 X Ha mpaBoj ¢, ouga je XY
HOpMaJIHa W Ha Ipasoj p. AKo je p’ npaBa HOpMaJiHa Ha p y Tadku X KoOja
npunasia pasuu o onja je yrao usmely npasux p/, XY narubuu yrao jaueapa
Koju Tpajie pasau ', 3, mTo je npas yrao 360r HOpMAJHOCTH OBUX PaBHU.
Hakne, XY je mopmanna na mnpasuma p,p pasau o ma je HOpMasHa Ha
paan . Cauano ce jobuja u ga je XY nHopmassa Ha pashu 7. [Ipema
Tome, o || 7' Sar 0 Sy = Ty Bexrop Y X je mapanenan pasnn 3, ma je
IJ=8poTy3 = gmﬁ, mTo 3Ha4n Ja je J kimsajyha pediekcuja.

5. Jlokazatu ja je KOMIIO3UIMja TPU paBaHcKe pedJieKCHje KOjuMa Cy OCHO-
Be ojpehene 6ounnM 1bocHuMa Tpocrpane npusme ABCA'B'C’ kimzajyha
pedyiekcuja Tor mpocTopa.

Pemmeme:

Heka je a paBan BB'C'C,  pasan AA'C'C u v paan AA’ B’ B. Ilorpe6Ho
je noxazatu Ja je nomerpuja J = S, 0 Sg o S, kimmsajyha peduiiexcnja.

[lomro je CC" = a N f, cremu na je Sp o Sy = Recrox(a,p). Hexa cy
o/, 3 pasuu takee na je o/ N[ = CC' u opujeHTHCAHM Yyrao AUeIpa KOju
rpajie paBHu o, ' jejHAK OpHWjeHTHCAHOM YIJIy JHejpa KOju Ipajie paBHU
o, B, npu gemy je B L . Taga je Sgo Sa = Recr2s(a8) = Spr © S, 11a je
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A B

Paguu (', cy Hopmaste, na ce cexy 1o npasoj r = ' N~y. Crean na je
S,08s = S,. Heka cy ”,+ paBuu koje ce ceky 110 mpasoj x u Mehycobno cy
Hopmaiiie, npu demy je 7' L of. Taga je S, = Sy 0 Sgr. Ilpema Tome, cieau
naje J =8, 08z 08,y Illpasa CC’ je mapanenna pasuu vy (CC' || AA
kao 6oune upnie npusme ABCA'B'C’, a npasa AA’ npunaja paBHu ), na
HUjeHa Tadka ca npase C'C’ He TpuIaia paBHU 7y, I1a CAMUM THM HU [TPABO]
x. Kako npase C'C’, x npunazajy pasuu ', cieau jJa cy oHe IapaJiesiHe, Ia
Cy TapaJiejiHe U IpaBa r U paBaH .

Heka je y upeceuna npasa pashu o,7'. Kako Hujegna Tauka npase &
He TPUIaIa paBHE o, OHJIa He TPUIAJa HU MPaBOj ¥, a IMOIITO IpaBe T,y
npunaajy pasuu 4/, ciejm ja cy oHe mnapaJjenne. Ako je X Npou3BoJbHA
TavyKa ca IipaBe * W Y MOJHOXKje HopMaJje u3 X Ha 1paBoj y, oHja je XY
HOpMAJIHA U Ha TpaBoj . AKO je p mpaBa HOpMaJiHa HA x y Tadku X Koja
npunajia papan [, onja je yrao uamely npasux p, XY HarubHuU yrao auepa
Koju rpaje pasau 37,4/, mro je npas yrao 360r HOpMaJHOCTH OBUX PaBHIU.
Haxse, XY je wmopmasna Ha nupaBuma x,p pasuu (” na je HOpMa/Ha Ha
pasuu [”. Cimuno ce jnobuja u ga je XY nopmanna na pasuu . IIpema
Tome, o || B" m Sgr o Sy = T, Bexrop Y X je mapanenan pasau 7', ma

. s .~ :

3aK/by1yjeMo fa je IJ=8y0T33 = 97,7217)?, IITO 3HAYM Jla je J KJym3ajyha
pediekcuja.
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6. Oype/iuT TUII U KOMIIOHEHTE M30MEeTpHUje KOja MPEeJICTaB/ba KOMIIO3UIIH]Y
nBejy ocHux pediexcuja S, o S, €yKIMICKOr IIPOCTOpa, Y 3aBHCHOCTH O
y3ajaMHOTI TI0JI0ZKaja TIPpaBUX P 1 (.

Pememwe: Heka je J = S, 0 §,. [IBe mpase y mpocTopy MOry IpuIajaTH
MCTOj PABHU U TaJla Ce TOKJIalajy, CeKy y jeJIHOj TauK! WM Cy TapaJjesHe, a
aKO He TIOCTOjU paBaH KOja WX CaJIPKU, OHJIa CYy OHEe MUMOUJIa3HE.

1° IIpase p, ¢ ce noknanajy. Taga je J =S8,085, = €.

2° Ilpase p, q ce ceky y Tauku S. Heka je m paBan Koja cajipKu 1pase p, ¢,
HEKa je S IpaBa Koja CaJipKu TauKy S ¥ HOpMAaJIHA je Ha PaBHU T, HEKA je o
paBaH Koja caJIpKu IIpaBe s, p 1 HeKa je [J paBaH Koja CaJIpyKu Ipase S, . 3a
CBaKy OJ] paBHU «, 3 BayKu Ja Cajp:Ku IPaBy S Koja je HOpMaJiHa Ha PABHU
7, na Baxku o, B L w. Cienn na je S, = Sy 0 S; u ja je S; = S 0 Sp, 1na je
J=8,08,=8,08,085,083 = 8,083 = Rs24(8,0)- Opujenrucanu yrao
Jiiejipa quje Cy IJbOCHU [, (v jeJTHAK je OpujeHTucanom yriiy usmely mpaBux
¢,p y PaBHH T KOja je HOpMaJHa Ha s, 1a je J = R a/(qp)-

3° Ilpase p,q cy napasienne. Heka je m paBaH Koja caJp»Ku IIpaBe p,(, «
paBaH KoOja CaJp:KU p W HOpMAaJHa je Ha paBHU T W [3 PaBaH KoOja CAJPIKU
¢ u HOpMaJHa je Ha pasHU 7. Tama je §, = S, 0S5, u §; = S 0 S, 1na je
J=8,08,=8,085,085,0853 = S5,08;. Heka je A npoussosbHa Tauka Ipase
p u B nonHoxje HopMmaJe u3 tauke A Ha npasoj ¢. [lomro cy p, ¢ napasense,
cineau g je AB nHopMmasiHa u Ha 1paBoj p. Ako je p’ mHopmasia y tadku A
Ha [PaBOj p Koja HpHIaJa paBHHU «, OHJja je yrao m3mehy mupasux p’, AB
HarubHM yrao Jiuejpa Koju rpajie o, 7, MITO je IpaB yrao 300r HOPMaJIHOCTH
opux pasun. [lakme, AB | «, a ciuano je u AB 1 [, mmo 3Ha4n ja cy
panu «a, 3 napanesnne u jga je J = T,z

P g
al Bl
| |
| |
¢ f |
Al 1B |
] ]
/ /
/ /
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4° Tlpage p, ¢ cy MmumomIa3He. Taja IoCTOj! IUX0Ba Je JMHCTBEHA 3a]e JHIIKA
HOpMaJia n Koja ux cede pejom y tadkama A, B. Heka je a paBan Koja cajipzKu
npase p,n, [ paBaH Koja cajp:Ku IIpaBe ¢,n, Y paBaH Koja cagapxu A u
HOpMAJIHA je Ha IPaBoj 1, a 0 paBaH Koja cajp:Ku B u HOpMaJIHa je Ha MpaBoj
n. PaBHU «,y ce cexy 1o mpaBoj p, a MOIITO PaBaH (v CaJpXKU MpaBy N Koja
je nopmaJjHa Ha paBHHE 7, ciaeau ga je o L 7. IIpema Tome, S, = S, 0 S,
Cauuno, paBaH (3,0 ce ceKy II0 IPaBoj ¢, a MOIITO paBaH [ CaIp:Ku IIpaBy N
KOja je HOpMaJlHa Ha paBHH 0, ciaenu Ja je S L 0. [Ipema Tome, S; = Sgo S;,
majeJ = 8,085, = §,08, 083 0S;s. PaBan [ cagpxum npasy n Koja je
HOpMaJIHa Ha paBHH 7, 1a je B L 7. Cnemn na je J = S, 08308, 0Ss. Heka
je ¢’ npeceuna npasa pasuu [3,v. Taga je ¢’ || ¢ (06e npase npunaajy paBuu
B, a nomro je n L v, onga je n L ¢, a Baxku u n L q), na je yrao usmebhy
MUMOWJIA3HUX MPABUX ¢, p UCTH Kao yrao u3mely mpasux ¢, p. PaBau «, 3 ce
CeKy II0 IIPaBOj N U OPUjEHTUCAHN yrao AueIpa duje cy IJbOCHH [3, (v jeTHaK je
OpHujeHTHCAHOM yTJIy m3Mely npasux ¢/, p y paBHU 7 KOja je HOpMaJIHa Ha N,
na je 8, 083 = Ry o4y p)- Moxkemo pehin 1a je u opujentucanu yrao usmely
MUMOMJIA3HUX [IPABUX ¢, P jeIHaK opujeHTucanoM yriay usmely npasux ¢, p.
Taxobe, pasum 7,0 cy HOpMaJsHe Ha 1paBoj n, na je v || 0. Crequ ma je
S, 085 = T,53- Hpema tome, T =Ry o4(qp) © Togi = Zn,M(q,p),Qﬂ'

)
B

197



7. Heka cy OP,0Q,OR tpu mehycobuo nopmasine jiyku npocropa. /loka-
3aTH JIa je Komuosunuja Z5p 0 Z55 0 Zo3 TpaHc/almja.

Pemmeme:
R

Q
p

Heka je J = Z5p 0 Z@ o Z5z. Iomro Baxu na je Z53 = Sop o Tp,
ZO—Q> = ’TO@ 0Soq u Z53 = Sor © Tgp, cnen na je

3 = Son o Tz, Ty © Soq © Sor © Tog.

Kowmmosuruja Tpancianuja T3 o Tﬁ je TpaHciamnmja Tﬁ | Of & Ha ocHoBy
HPETXOIHOI 3aJiaTKa je Spg © Spp poTalyja OKO Ipase Koja je y Tadxku O
nopMmasHa Ha O P, OQ), mTo je npasa OR, 3a IBOCTPYKHI yrao KOji 3aK/IaIa]jy
npase OP,0(Q), mro je onpy:keHn yrao, jep cy mnpase OP,OQ melycobno
HopMmastHe. Jlakie, Spg o Sop = Sor, na je J = Spr © 72)@+(ﬁ€ o Sor © Tgp-
Ha ocnoBy Teopeme o TpancmyTanuju je Sog © 7'0@+O—R> o Spr Tpamcialmuja,
na je J KOMIIO3UIMja Te TPaHCJIallnje U TPAHCIAIIN]e 7;)—13, IITO 3HAYM Jia je J
TpaHcaImja.
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8. Jlokazarm J1a je y eyKJIUJICKOM IIPOCTOPY KOMIIO3WIINja CACTaBJ/bEHA O]
Tpu paBaHcKe pedJeKcuje KojuMa Cy OCHOBe ojpeleHe IJbOCHMMa TPHE/Ipa
OCHOPOTAITOHA pedJIeKCHja.

Permeme: Heka je o paBan Koja cajipzku 1mbocan Sbe, § paBaH Koja caaprKu

bocaH Sac u vy paBaH Koja cajpxKu 1spocan Sab tpuespa Sabe. [lorpedbro

je nokazarn Ja je msomerpuja J = S, 0 Sg 0 S, ocHOpoTarmona pediiekcuja.
S

Nszomerpuja J je MHIUPEKTHA, jep je KOMIIO3UIUja TPUjy WHIUPEKTHUX
m3omerpuja. Kako Tavuka S mpumaja cBUM TpuUMa paBHUMA «, (3,7, CJiean

3(S) =8, 08508.(8) =S, 085(5) = S, () = S,

ma je S ¢pukcHa Tauka mzomerpuje J. [Ipema Tome, J Huje kauzajyha pediex-
cuja. [IpernocraBumo na je J paBancka pediiekcuja. Ha ocnoBy Teopeme 37,
OHJIa paBHU «, [3,~ IpuUIaaajy jeanom rnpameny. Kako ce paBuu «, § ceKky 1o
1IpaBoj Koja cajipKu uBuity Sc tpueapa Sabc, Taj npaMeH Mopa OUTH KOaKCH-
jaJIHM TIpaMeH paBHU, Te OHJIA PaBaH 7y TaKohe cajpKu Ty IPABY, 1A U UBUILY
Sc. Mehyrum, kako paBaH 7y cagpzxku uBuie Sa, Sb, cjieau j1a cBe UBUIE TPU-
eqapa Sabc npunajajy pasuu vy, mro Huje Moryhe. Jlakie, J He Moxke 6uTH
paBaHcKa pedyiekcuja, 1a Mopa OUTH OCHOPOTAInOHa pedIeKCH]ja.
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8 XwunepbosindKa reoMeTpuja

Jlo caj cMo m3yvaBan €yKJIHJICKY TeOMeTpPHjy, Koja je 3acCHOBaHa Ha D
rpyna akcuoma (MHIUJEHIIMje, PACTIOpe/ia, MOLYIapHOCTH, HEIPEKUIHOCTH 1
napaJiesHocTn ). Bes akcuome mapasiesTHOCTH ce MOXKe J0Ka3aTh Jla 3a CBa-
Ky IpaBy a U Tadky B Koja joj He mpuiiajia BaxKu Jia y mUMa oiapeheHoj
paBHE 1oCcTOju Oap je/iHa IpaBa Koja CaJipyKu Tadky [3, a ¢ IpaBoM a HeMa
3ajeIHMIKNX Tavdaka. AKCHOMa mapaJjie;lTHoCTh ojipehyje Opoj TaKBUX MTPaBUX.

Axcuoma (Ilnejbep). Ioctioje upasa a u wavka B xoja joj ne Uputaga
wakxee ga Yy ruma ogpehernoj pasnu He UOCUWOJU Guwe 0g jeghe TUpase Koja
cagpotcu Wavky B, a ¢ Upasom a Hema 3aJegHUNKUT TAYAKA.

B

a

Mozke ce JjoKazaTn ja ako IOCTOje MpaBa @ U Tadka B ¢ 0BOM OCOOMHOM,
OHJIa CBaKa IIpaBa W TadKa Koja joj He MpHUIaja nuMmajy oBy ocobuny. [Ipema
TOMe, Yy €yKJIMJICKOj T€OMETPUjU 3a CBaKy IpaBy @ W TadyKy B Koja joj He
MIPUTIAJIa BayKNU Jia y IbUMa oJpeheHoj paBHU MTOCTOjU je IMHCTBEHA ITPaBa Koja
caJipKu B u napaJieina je ca a.

OBa akcmoma je eKBHUBAJIEHTHA IeTOM rnoctysiary u3 Eykmmmosux Fire-
Menata. OH je CKOpO JiBe Xm/bajie IojinHa OKyNupao HajBehe mMareMaTudke
ymoBe. Eykjunjacka reomerpuja je cMaTpaHa 3a jeJIMHY ,UCIHPABHY TreoMe-
TPUjy U MHOTH Cy TOKYIIABaJIU Jla JOKaxKy Jia je rmeru EyKaujaoB mocrysiar
MIOCJIE U OCTAJIMX aKCHOMa U rocTysnata n3 Ejnemenara. Y TepMuHMMa ak-
cnoMa Ha KOjUMa ce JlaHaC 3aCHUBA eyKJIMJCKa I'eOMeTpHuja, cMaTpaso ce Jia
je IlnejcdepoBa akcrmoma mocseauna akcuoMa u3 octaiaunx rpyna. Mehyrnm,
HCIIOCTABUJIO ce Jia TO Huje TadHo u jia je [lnejdbeposa akcrmoma HezaBucHa 01
octasux. [Ipema Tome, cacBUM je MCIIPABHO ITOCMaTPaTH NeOMeTPHUjy y K0joj
1opeJ; aKCMoMa MpBe YeTUPU I'pyIie BaxKu U cjejeha akcuoma.

Axcuoma (Jlobauescku). [loctwoje upasa a u Wwavka B xoja joj ne Uputaga
wakee ga Y 1wuMa ogpehenoj pasHy UoCcwoju suue 0g jeghe TUpase Koja cagp-
otcu Wavky B, a ¢ upasom a Hema 3aJegHUNKUT TUAYAKA.

B
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Mozke ce goKa3aTu Jia ako IOCTOje IpaBa a U Tadka B ¢ 0BOM 0COOMHOM,
OHJIa CBakKa IIpaBa M TadkKa Koja joj He IpHIajia uMajy oBy ocobuny. Jlaxie,
aKO YCBOJUMO OBY aKCHOMY, OHJIa 3a CBaKy HIpaBy a U Tadky B Koja joj He
NpUIaJia BaxKd Ja y buMa ojipeheHoj paBHEM TocToje Oap JBe IMpase Koje
caJipKe Tadyky B u Hemajy 3ajeJHUYKUX Tadaka C IIpaBoM a. l'eomerpuja
3aCHOBaHa Ha OBOj aKCHOME HA3UBA CE TUUEPOOAUMKOM TEOMETUDUJOM.

B

a

[Ipumerumo 11a oBje HHUje yHOTPeO/HEH U3pas ,lapaJjeaHe’, Kao IITo je
To O6MO ciIydaj y eyKIuJIcKoj reomerpuju. Pasjor Tome je mro nehemo cBake
JIBE JINCjYHKTHE IpaBe jeJiie PaBHU 3BATU TapaJsie/IHuM, Beh caMo OHe Koje
ucnymwanajy ojipeheno crojcrBo. Hanme, Heka je a npaBa u B Tadka Koja joj
He npuraja. ¥ muMa ojpeheHoj paBHH, TOCMATPajMO CBe TOJIyIIPaBe 4uje je
teme Tadka B. Heke oy Tux mosynpaBux ceKy IpaBy @, a HEKe je He CEKy.
Heka je n nopmasia u3 Tavuke B Ha 1paBoj a. ¥y CBaKoj OJ1 JIBejy TOJIypaBHHU Ha
KOje IpaBa n JIeJIu Ty paBaH Moryhe je CKyIl CBUX TOJIYIIpaBUX ¢ TeMeHOM BB
MIOJIEJTUTH Ha MOJICKYT OHUX KOje CeKY a W IMOJCKYIl OHUX Koje je He ceKy. [Ipu
TOME, CBaKa IOJIyIIpaBa IIPUITa/Ia TAYHO je/IHOM OJI TUX CKYIIOBA U He IIOCTOjU
HUjeJIHa TIpaBa U3 jeHOr MOJICKYIa Koja ce Hajiasn ,u3Mel)y” HeKux jiBejy u3
JIPYTOT TIOJICKYTI&, OJITHOCHO, He ITIOCTOjU MOJIyIIpaBa Koja He cede @, a MPUIiajia
KOHBEKCHOM YTJIy KOjU I'PaJie HeKe JBe MOJIyIIpaBe Koje CeKy IpaBy ¢, Kao HU
MTOJTyTIpaBa Koja cede a, a MpuIaa KOHBEKCHOM YTJTy KOJU T'PaJie HEKe JIBe KOje
He ceky npasy a. Ha ocHOBY akcmoMa HENPEKUIHOCTH W FHeHUX IOCJIE/IATIA
CJIJU JIa Y CBAKO] OJ1 TIOJIyPABHU Ha KOje MpaBa n JIeJn PaBaH IOCTOjU TaTHO
jesia rmoJiynpaBa Koja je TpPaAaHUYHA, Tj. KOja ce HaJla3W Ha T'PAHUIM u3Melhy
OHUX KOje CeKy W OHUX KOje He CeKy IpaBy a. le JBe rpaHUvHE TOJIYIIPaBe
He CEeKy MPaBy @ W IHBUX HA3WBAMO UAPAAEAHUM TIPABOj G, & TAKO HA3WBAMO
U IpaBe Koje caJipzke Te noJiynpase. CBe ocTtalie mpaBe Koje He CeKy MpPaBy a
Cy TUTEPuapaneste IpaBoj a.

OBaksa jiebuHUII]A TAPAJIETHOCTH YBOJIU CE€ U Y €yKJIUJICKO] TeOMeTPH-
ju, a rIaBHy pas/uKy u3Mehy eyKJIMICKEe U XUIMEePOOJIMIKe IeOMeTpHje YNHU
TO IITO Y €YKJIUJCKO] NeOMeTPUjU TOJyIpaBe Koje Cy TapaJieHe MpaBo] a
NpUTIa/Iajy jeTHOj MPaBOj, a y XUIEPOOJNIKO] T€OMETPHUjU OBE IOJIYIIPaBe
[pUIa/Iajy ABEMa pa3HUM ITPpaBUMA.

Xurepbomdka reoMeTpuja UMa J0CTa CJAMIHOCTU C eYKJIMICKOM T'eoMe-
TPHUjOM, jep Jese deTupu rpyie akcuoma. CBe TeopeMe eyKIIMICKe NeOMeTPH-
je, Koje ce Mory Jokasatu 0Oe3 kopwuiihema Ilirejdepose akcnome m mweHmnx
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[IOCJIe/INTIA, Bake U y Xunepbondkoj reomerpuju. [Ipumepn oBaksux Teope-
Ma cy CTaBoBH 0 MOJLYIAPHOCTU TPOYIJIOBa (HABEJEHHU Y TJIABHU 1), mocTOjame
jeIMHCTBEHE MpaBe jeJiHe paBHU Koja CaJIpxKu JaTy TadKy W yIpaBHa je Ha
J1laToj mpaBoj, Komujesa TeopeMa 0 HOPMAJTHOCTH IIpaBe U PaBHE, ITOCTOjAThEe
jeIMHCTBEHE TpaBe y MPOCTOPY Koja CaJp:KW JaTy TadKy W yIpaBHa je Ha
naroj paBuu uTd. McTo Tako, Teopeme eyKJIMJICKe TeOMeTpHje, Koje ce He MO-
ry jgokazatu 6e3 xkopuiihema [liejdhepoBe akcrnome u meHUX MOCTISTUIA, HE
Bazke y xurepOoimikoj reomerpuju. [Ipumepe oBaksux Teopema Bujehemo
KpO3 3aJaTKe, a 3a caJia HaBeIMMO HeKe K/byUYHe CTBapU KOje BaKe y XHIlep-
OOJINIKO] TEOMETPHU]U.

1. 36up yryioBa Tpoyria je mamu o 180°.

2. 30up yryioBa IPOCTOTr, paBHOT Y€TBOpPOyI/Ia je Mamu 360°.

3. IlocToju paBa y paBHI HOpMaJiHa Ha jeTHOM KpaKy OIITPOT yIjia Koja He
ceve HEeroB JIPYTIU Kpak.

4. Hentpasau yrao je Behu o gBOCTpYKOr ojrosapajyher nepudepunjckor
yriia.

5. [TocTtoju Tpoyrao oko Kojer ce He MOKe OIUCATH KPYT.

36up yryioBa y TpOyIiIy MOxKe 6uTu OmIo Koju yrao mamu o 180°, omHo-
CHO HUje UCTH 3a CBe Tpoyrjose. VcTu 3ak/bydak BaxKM U 3a MPOCTE, paBHE
YeTBOPOYTJIOBE.

[TormTo mapaJjeTHOCT HEMa UCTH CMHUCA0 Kao Y €yKJIMJICKO] I'€OMETPHUjH,
HEMAaMO IapaJjiejiorpaM, HUTH TBphema Be3aHa 3a mapasesorpam. [lomro je
30Mp yIJIOBa CBAKOI IIPOCTOL, PABHOI YeTBOpOyT/Ia Mamu o 360°, He mocToju
YeTBOPOYTao C YETUPH TIpaBa yrja, Ia He IMOCTOjU HU MPaBOYTaoHWK. Y Ha-
MepH Jj1a JIokaxky l[liejdepoBy akcmomy Ha OCHOBY aKCHOMa OCTAJUX I'PYyIAa,
marematundapu bH. D. Cakepu u J. X. Jlambepr mocmarpasn cy ompehene
BPCTE YEeTBOPOYIJIOBA U IOKYIIABAJIM Cy Jla JOKaxKy Jila OHU MOpajy OuTH
npasoyraouuti. Haseiumo jedunuimje oBux 4eTBOPOYIIOBa.

Hedbunumuja 56. Heka je ABC'D derBopoyrao y paBHHU TaKaB Jla BarKu
ADAB = LABC = 90° u AD = BC. OBakas derBopoyrao Hazusa ce (Ca-
kepujesum wewmsopoyirom. Crpanuna AB masuba ce ocnosuuom Cakepuje-
BOT' YeTBOpOyIJIa, crpannna C'D HazuBa ce UpotwusoCHOBULOM, & TIOLyIapHe
crpanrutie AD, BC nasuBajy ce 6ounum ciparuyama CakeprjeBor 9eTBOPO-
yTIIA.

D C
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Hedunumnuja 57. Heka je ABC'D derBopoyrao Koju umMa Tpu IIpaBa yrJia.
OBakaB 1eTBOpOyTrao Haszupa ce JIambeptiosum 4elmeopoyiiom. AKo cy yrio-
Bu £ DAB, L ABC, A BC'D upasu, ouga cy crpanune AB, BC' ochosne ctipa-
nuue Jlambeprosor gerBopoyria ABCD.

D
C

A B

VY eykumickoj reomerpuju cy Cakepujeru un JlambepToBM 1€TBOPOYTIOBH
MIPABOYTAOHUIIA. ¥ XHUIIEPOOJNYIKO] FeOMETPHUjU He MTOCTOje MPABOYTAOHUIIH.

Y xurepboJIMIKO] TeOMETPHjU BayKU CBUX IE€T CTABOBA O IOJLY/IaPHOCTH
TpoyrJioBa. VcrocraBba ce jia IOCTOjH jOII jeJlaH CTaB O MO/LY/IapHOCTU TPO-
YTJIOBA.

Cras 6 (VVYYV). Hexa cy gawu wpoyirosu NABC u ANA'B'C'. Axo saorcu
ABAC = AB'A'C'", KABC = LA'B'C’, LACB = LA'C'B’, onga caegu ga
je NABC = NA'B'C".
IMocaeauua. V xutepborunko] leomewpuju, CAUMHOCTE je UCTLO WO U To-
JYJAPHOCT.

[Ipema Tome, y XurepboInydKoj TeOMETPHUjU He Bake HU TajiecoBa TeopeMa

HU IbeHe IIOCJIeIHIIE.
B

b

A a

Bparumo ce akcrnomu JlobadeBckor u jepuHUIIjU TapAJIeTHOCTH ITPABUX.
Heka je a mpaBa n B Tadka Koja joj He npumiaja. Heka je A moHOXK]je HOpMaJe
u3 Tauke B Ha mpaBoj a, Bb jeana oj JBejy HOJIyIIpaBuX ¢ TeMeHOM B Koje
cy napasiesine npaBoj a u L ABb = . Ilomro je nonynpasa Bb rpanudna
OJIyIIpaBa, Koja y ImojaypaBHEH ¢ pyboMm BA kKoja caapzku moJymnpaBy Bb
pa3jBaja moJIyrpase ¢ TeMeHOM B Koje ceKy IpaBy @ OJI OHUX KOje je He CEeKY,
ceau J1a OMJTo Koja moJryipaBa ¢ TeMeHoM B, Koja mpunasia yriay £ ABb, ceue
npaBy a. Jlakie, ako je momynpasa Bp Taksa 1a je £ ABp < @, oHga Bp ceue
a, a ako je ¢ < LABp < m,ouna Bp He cede a, aJin HEje HU apaJie/iHa IpaBoj
a. ¥Yrao ( ce Ha3UBa YLAOM TaAPAAeAHOCTY, TadKe By ogHOCY Ha IIpaBy a.

Yrao napaJieJTHOCTH je, HapaBHO, Moryhe jedunucaTH U y €yKJIUJICKO]
reomerpuju. MehyTum, y eyKJIMICKOj F€OMETPHJH je yrao HapasaeIHOCTH YBEK
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[paB, 11a HUje MpeTepaHo 3aHNMJ/bUB 3a Pa3MaTpambe. 3a Pa3IuKy O eyKJIN/I-

CKe reoMeTpuje, Yy XUMepOoJIUIKOj TeOMETPHUjU je yrao MapaJie/IHOCTU YBEK

omrap. Huje Termko mokazaTn ga yrao mapaJie;IJHOCTH 3aBUCH CaAMO O] [Ty K-

ne jyxun AB. 3aro je moryhe nedunncaru dynkuujy IT : (0, +00) — (0, %),

KOja cJIMKa JiyzKu y ojrosapajylhie yriose mapasnenaoctu. laxie, [I(AB) = .

OBa dynkiuja nasusa ce pynryujom Jlobavescror. Ona je HenpekuiHa, CTpo-
™

ro onagajyha u saxknu lim I(z) = § u lim II(z) = 0. ITomTo je cTporo
z—0+4 T—+00

onaajyha, nocroju men uuseps 1171,V szamamuma hemo cmarparu ja cy
dbynxnuje 11, 117! nosnare.
[MITo ce Tnue xunepnapaJieJJHOCTH, BaxKu cJiejieha Teopema.

Teopema 48. Jlse tpase y pasru cy ruleplapasesne axo U Camo aKo To-
CWOoJu TUPasa n Koja je YyupasHa Ha obema. Ako WaKea Upasa TOCUWOJU, OHA je
JEGUHCTILBEHA.

Ako 6u mocrojasie jBe 3ajeHUYKe HOpMAaJe XHUIeprapaseJHuX MpaBuX,
bUXOBE IIpecedHe TadKe Ca THM IIpaBUMa 6I/I.He 6I/I TeMeHa IIpaBOYI'aOHUKa
(deTBOpOYIUIA KOJU MMa YeTHPH MPaBa YIJia), a MPaBOyTaOHWK HE MOCTOJU Y
XUTIEPOOJTMIKO] T€OMETPH]U.

CrioMeHnMo joIIt KOju TUIIOBHU ITPAMEHOBA IIPABUX MIOCTOje Y PABHU XUIIEP-
OoJImvIKe reoMerpuje.

Hedbunumuja 58. 1. Ckyn cBUX NpaBUX je/iHE PABHU KOje CaJIpKe HEKY
TadKy S Te PaBHU YUHE EAUTLWWUYKU UPAMEH, Tj. TUPAMEH KOHWKYPEHUHUL
upasux. Tadaka S je cpeguwiiie TOT MpaMeHa.

2. CKyn CBUX IPAaBUX jejHe PABHU KOje Cy THapaJsieHe HEKOj IMOIyrnpaBoj As
Te paBHU, 3aje/THO ca IIPAaBOM KOja CaJIpXKU Ty HOJIYIIPABY, YUHE UAPaAOOAUYKY
upamen, Tj. upamer Uapareanur upasur (y MCTOM CMepy).

3. CKyI cBUX IIPABHUX je/IHe paBHU KOje Cy yIIPaBHE Ha HEKOj IIPABOj S Te PaB-
HU YUHE TUUEPOOAUYKY TPAMEH, Tj. TUpameH TUUEPTUAPANeAHUT UPLEUT KOje
UMajy UCTY 3ajeHu4YKy HopMaJsy S. [IpaBa s je ocnosuuya Tor npameHna.

T\

Heka je X mpamen npasux y paBuu m X HpPOM3BOJ/bHA TadKa T€ paBHU
KOja HHje CPEJHUINTE eJUNTHIKOr IpaMeHa (ako je X' eJMNTUYKU [PaMeH).
Eruuyuxa je ckyn Tavaka y paBHH KOje Cy OCHOCUMETPUYHE Tadyku X y OJI-
HOCY Ha mpaBe mpamena X. Ako je X eIunTWakyM nmpaMeH ca CPeIuIITeM S,
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eMUIWKII je kpyl ca cpequwitiem (yeniipom) S u woayupewnuxom SX. Axo
je X mapabo/m4Ku mpaMeH, emuiuKk je opuyukas. Ao je X xumepbomakn
[IpaMeH C OCHOBHIIOM §, EIUIMKJI je CKYIl CBUX Tadaka Y y mojypaBHu $X
rakBux Ja je YY' = XX’ e cy Y/, X' perom nmojHoxKja HOpMasta u3 Y, X
Ha 1paBoj s. Taj enuIuKII je exsuguctluaniia ¢ 0CHOBUUOM S U BUCUHOM h.

1. [Ipase ompehene ocuoBuom n mporuBOoCcHOBUIOM CakepujeBOr IeTBOPO-
yIula cy xuneprapaJsende. [lokazaTn.

Pememwe: Heka cy M, N pemom cpemutita ocuoBuile AB 1 IPOTUBOCHOBUIIE
CD CaxepujeBor derBopoyriia ABCD. Hokaxumo jga je M N 3ajegnmaka
HopMmasta nipaBux AB,C' D, omakie he ciaeauTu j1a ¢y oBe IpaBe XHUIleprapa-

JIEJTHE.
D C

A M B

[Tocmarpajmo tpoyriose AAM D, ABMC'. Tlomro je AM = M B (jep je
M cpenumre AB), K DAM = LCBM = 90° u AD = BC (jep je ABCD
Cakepujes ueTBOpoyTao), na ocuoBy crasa CYC cieau ja cy OB TPOYTJIO-
Bu nojynapuu. dakie, ciemn na je MD = MC, ADMA = ACMB = ¢ u
AMDA = AMCB = 1. llocmarpajmo cama tpoyrsioe ADNM, ACN M.
[Tomro je DN = CN (jep je N cpemumre CD), DM = CM (nobujero
u3 nperxojaHe noaynapuoctn) u NM = NM, cieau ja ¢y OBH TPOYTJIO-
Bu noaynapau. [Ipema Tome, omapae ciaemu jga je LMDN = AMCN = 0,
ADMN = LCMN =nu AMND = LMNC = «. [lame, creaun na je
LADC = LADM +£LMDN =9+60 = LBCM+AMCN = £BCD u na je
LAMN = LAMD + £ADMN = ¢+n=4ABMC+ LCMN = LBMN = 3.
[Tomro je 180° = LAMB = LAMN + ABMN = 5+ 3 = 20, ouga je
8 =90°, ma je MN 1 AB. Taxobe, momro je 180° = K DNM + LCNM =
a+a=2a, ouga je a = 90° ma je MN L C'D. Jlakne, M N je 3ajeqnuaka
nopmaJia nipaBux AB, C'D, mTo 3Ha4n jia Cy OHE XUIepIapaJsiesHe.

Teopema 49. Ilpasa xoja cagporcu cpequuiia 0CHOBUUE U TPOTUBOCHOBUUE
Caxepujesor wetwsopoyiig je Hurosa 3ajeqHuvka HOPMAQ.
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2. YruoBu Ha nporuBocHoBHIM CakepujeBOT YeTBOPOYIJIA Cy IMOIYIAPHU W
omtpu. /lokazaru.

Pemmeme:
D C
A B

Y mperxomHOoM 3a7aTKy cMo jgokazann ja je LADC = ABCD = 7.
Jlake, yrjioBu Ha TPOTUBOCHOBUIM Cy ToayaapHu. lIpernocraBumo cympoT-
HO, Jla Cy OBHU YTJIOBM IpaBW WiIW Tymu, Tj. Aa je v > 90°. Tanma 3a 30up
yrioBa derBopoyria ABCD Baxu £ DAB + £LABC + ABCD + £LADC =
90°490° 4~y 4+~ > 180°+2-90° = 360°, mTO je y KOHTPAJIUKITU]I C INHHEHU-
IIOM J1a je 30up yIJioBa IIPOCTOT, PaBHOI YeTBOpoyIJia Mamu o 360°. lakire,
npeTocTaBka Ja je v > 90° muje Tavyna, na je v < 90°, mro 3HaYM J1a Cy
YIJIOBU Ha MTPOTUBOCHOBUIIN TIOJTY/IAPHU U OIITPH.

3. JHokazaru ga cy xasa Jlambeprosa dersopoyria ABCD u A'B'C'D’ ca
omrrpuM yriaosuma D u D' nogynapsa ako je:

a) AB = A'B', BC = B'C"; rYAD = A'D', CD = C'D';
6) AB = A'B', AD = A'D'; 1) AD = A'D', 4D = £D';
B) AD = A'D', BC = B'C'; §) AB = A'B', D = 4D/

Pemteme: Heka cy ABCD, A’B'C’' D’ Jlamb6epToBI 4€TBOPOYTJIOBH C OLITPUM
yriaoBuMa Koji remena D, D'

a) AB = A'B', BC = B'C"

B A

Heka je AB = A'B', BC = B'C'. Kako je u LABC = LA'B'C" (upaBu
yruon), npema crapy CYC cienn na je AABC = AA'B'C'. Tlpema Tome,
AC = A'C', ABAC = LB'A'C" = p u LBCA = LB'C'A’ = 3. Yruosu
£DAB,{D'A'B’" cy npasu, na cieau ja je L DAC = 90° — o = LD'A'C’.
Cimano, L DCA =90° — ¢ = LD'C'A’. lakie, npema craBy YCVY ciequ na
je ADAC = AD'A'C' naje AD =A'D',CD =C'D'"u LADC = LA'D'C".
[Tpema Tome, yerBopoyriosu ABC D, A'B'C' D’ umajy nojysapHe cTpaHuie
U YTJIOBE, I1a Cy U OHH MelycoOHO oIy IapHu.
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6) AB = A'B', AD = A'D
D D’
C c’

A B A/ B/

Heka je AB = A'B',AD = A'D'. Kaxko je u £ BAD = AB'A'D’ (upaBu
yrsiosu), pema crapy CYC ciuenn ja je AABD = AA'B'D’. Tlpema Towme,
BD = B'D', XABD = LAB'D' = p u LADB = LA'D'B’ = 4. Yruosnu
LABC, L A'B'C" cy npasu, na ciean ja je LDBC = 90° — ¢ = LD'B'C".
Takohe, L BCD = AB'C'D’' (upasu yryioBu), na npema craBy ¥ YC cie-
m ABCD = AB'C'D’. Jakue, ciequ na je BC' = B'C', CD = C'D' n
ABDC = AB'D'C" = 0. Kako je LADC =+ 0 = LA D'C’, cnequ na cy
gerBopoyriaosuma ABC D, A’B'C' D' nonynapse cBe cTpaHuIle U yIJIOBH, &
cy u oHu MehycoOHO 1oy TapHU.

Hanomena 14. lonarno, gokasauu Mo jga ako cy ABCD, A'B'C'D’ Jlam-
6epTOBM YETBOPOYIJIOBU C OINITPHUM yIJIOBHMa Koj Temena D, D’ taksu ja
je BC = B'C',CD = C'D', ouna cy onn meljycobHo mnomymapau. 3aucra,
ako mpomMeHnMo uMmena tadkama A, B,C, Dy P,N,M,Q uw A", B, C'", D" y
P N' M, Q' ouna cy MNPQ, M N'P'Q)" JlambepTroBu 4eTBOPOYIJIOBU C
OIITPHUM yTJIOBUMA KOJI TeMeHa ), Q' raksu naje MN = M'N', MQ = M'Q)’,
na je, Ha ocHoBY nperxojuor, M N PQ = M'N'P'Q)’. C o63upom Ha TO J1a Cy
MNPQ, M'N'P'Q)' npyra nmena 3a derpopoyrsioee ABCD, A'B'C'D’, cne-
mu na je ABCD =2 A'B'C'D’.

B) AD = A'D', BC = B'C

D/

C c’

D DI/

A A B A B’

[Tpernocrasumo na je AB # A'B’. Bes ymamera OIIITOCTH, MOXKEMO
npernocraput ja je AB > A'B’. Tana wa ayxwu AB nocroju tauka A”
takBa 1a je A”B = A'B’. Heka je n nopmana Ha AB y tauku A”. [Ipasa n
ceue ayxk C'D. 3aucra, npaBa n cede jay:xk AB y tauku A” u He cede ayx
BC, 3aro mrro cy n u BC xunepnapasesne (AB uum je 3ajeHrndka HOpMAaa),
na ua ocuoBy llamose akcuome n ceue ayxk AC. Ilomro n He ceve HU JTyK
AD, 3aro mro cy n u AD xuneprnapasesnse (AB uM je 3ajeJHIYKA HOPMAJIA),
Ha ocHoBy llammose akcuome n cede myxxk C'D y nekoj tauku D”.
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D, pr D’

A A B A/ B/

Yerpopoyrao A" BC' D" je Jlambeptos, ¢ omTpuM yriaoM Koj Temena D"
u Baxu A’"B = A'B' u BC = B'C’. Ha ocHoBy jnena a) cieiu ja je
A'"BCD" =2 AB'C'D’, na je A”D" = A’D" = AD. Cneju ja je 4eTBopoyrao
AA"D"D Cakepujes, na cy yriaosu L ADD" £ DD"A” na nporunBocHoBuu
DD" omrrpu. Mehyrum, u yrao £ A”D"C je omrrap, na je 180° = L DD"C =
LDD"A" + LA"D"C < 90° + 90° = 180°, mrro je memoryhe.

Hakne, npernocraska ja je AB # A'B’ je norpemna, na je AB = A'B’.
[Tormro Jlambepropu werBopoyriiou ABC D, A’B'C'D’ 3anoBoibaBajy ja je
AB = A'B’, BC' = B'C’, na ocHoBy nena a) ciean na cy onn MehycobHo
HO/YIapHU.

r) AD =AD" CD=C'D'

[Ipernocrasumo ja je AB # A'B’. Be3 ymamema OIIITOCTH, MOXKEMO
npernocrasutu Ja je AB > A'B’. Tana wa nyxu AB nocroju tauka B”
rakBa Ja je AB” = A'B’. Heka je n nopmana na AB y tauku B” u neka je
C" nonnoxkje HopmaJie u3 D Ha paBoj n. Kako cy AB, DC" xunepnapasesite

(n um je 3ajeqautka HOpMasa), ciaean aa Baxu D, C” = AB.
D/

X C
ok

A B B A/ B/

Yersopoyrao AB"C" D je JlambepToB, ¢ OIITPpUM YIJIOM KOJ TemeHa D u
Baxu AB" = A'B', AD = A’D’, na na ocHOBY jiesia 6) cJie/iu Jia cy 4eTBOpOy-
riosu AB"C"D, A'B'C' D' nogynapun. Jakne, DC" = D'C' = DC. Cimuno
Kao MaJIolpe, Ha ocHoBy Ilamose akcrome npasa n cede Hajupe ayx AC, a
sarum u jiy2K C' D y nekoj tauku X . Baxxu D, X = AB, na 360or D,C" = AB,
cnequ na Baxku X,C" = AB. Tauka X je pasymunta oj tauke C”, jep 6u y
cynporaoM 360or DC” = DC rmauke C,C” 6uje ujaeHTHIHE, IITO 3HAYU JIa
6u u3 Tauke C' mocrojasie JiBe pasjauduTe HopMase Ha npasoj AB (mpase n u
CB). llpema tome, Baxxu B(B",C", X)) nmu B(B”, X, C").

Heka je B(B"”,C”,X). Kako noaynpasa C”X ceue ayxx CD, cieau ja
ona upunaja yriay £DC"C. Yrao £DC"”X je npas, na ciean jia je yrao
ADC"C ryn. Mebhyrum, tpoyrao ADC"C' je jemHakokpak, Ia Cy yIJIOBA
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L£DC"C, £DCC" nonynapuu u omrpu. Jlakse, yrao £ DC”C je uctoBpeMeHo

U OIITap U TYII, MITO je nemoryhe.
/

C// C Cl

B" B A B’

Heka je B(B", X,C"). Kako moaynpasa C”X ceue gy CD, crenn ja
ona npunaga yriay £ DC"C. Y¥rao £ DC"B" je npas, na cieau Ja je yrao
£DC"C tyn. Mehyrum, tpoyrao ADC"C je jeqHAaKOKpakK, ma Cy YIJIOBH
LDC"C, £ DCC" nopynapuu u omrpu. Jdaxie, yrao £ DC"C je ucroBpeMeHoO
U omrTap M TYIL, IITO je Hemoryhe.

Haxuie, npernocraska ja je AB # A’'B’ je norpemna, na je AB = A'B’.
[Tomrro JlamGeprosu uyersopoyriosu ABC D, A’B'C'D’ 3anoso/baBajy 1a je
AB = A'B'JAD = A'D’, na ocHoBy nesa 6) cuenn ja cy onu mehycoGHO
HOYIapHU.

n) AD = A'D', LD = LD’

/

C// C C/

A B// B A/ B/

[Tpernocrasumo ja je AB # A'B’. Bes ymamema OIIITOCTH, MOKEMO
npernocraput ja je AB > A'B’. Taga na jayxu AB nocroju tauka B”
takBa ja je AB” = A'B’. Heka je n nopmana va AB y Tauku B” u Heka je
C" nognOXKje HOpMaJie u3 Tadke [ Ha MpaBoj n.

Yersopoyrao AB"C"D je JlambeproB ¢ omrpuM yrjiom Koy temena [
u Baxu AB" = A'B', AD = A'D’. Ha ocuoBy jenia 6) cienn ja cy 9eTBO-
poyrsosu AB"C" D, A'B'C'D’ nonynapuu, na je LADC" = LA'D'C’, a no
npernocrapiu, dersopoyriaosu ABC'D, A'B'C'D’ umajy nopymapHe yrioBe
Koz remena D, D' na je LADC"” = LADC. Ilpema tome, tauka C” npura-
na upasoj C'D, ma yerBopoyrao B” BC'C” uma derupu mpasa yrija, IITO je
Hemoryhe.

Haxuie, npernocraska ja je AB # A’'B’ je norpemna, na je AB = A'B’.
[Tomrro JlamGeprosu uyersopoyriosu ABC D, A’B'C'D’ 3anoso/baBajy 1a je
AB = A'B'JAD = A'D’, na ocHoBy nena 6) caenn ja cy onu MehycoGHO
MOy IapHU.
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§) AB = A'B', D = 4D

D o
D" C
C// O/
A B A/ B/

[Tpernocrasumo sa je AD # A'D’. Bes ymamema OIIITOCTH, MOXKEMO
npernocrasutu ja je AD > A'D’. Ha nyxu AD nocroju tauka D" taksa ja
je AD" = A'D’. Heka je C" nogaoxje nopmase u3 D" na npasoj BC.

Yerpopoyrao ABC” D" je JlambeprtoB, ¢ omTpuM yriaoM Koj Temena D"
u Baxku AB = A'B') AD" = A'D’. Ha ocuoBy jieia 6) ciequ jia Cy 9eTBOPO-
yrinosu ABC"D", A'B'C'D’ nonynapun, na je LAD"C" = LA'D'C" = ¢, na
je LC" D" D = 180° — . 1o npernocrasuu, yersopoyriosu ABCD, A’B'C'D’
nMajy mojyapue yriaose koj remerna D, D' na je £ D" DC = . Jlakne, 36up
yrsoBa dersopoyriaa D"C"CD je 180° — ¢ 4+ 90° + 90° + ¢ = 360°, mrro je
Hemoryhe.

Haxuie, npernocraska ja je AD # A'D’ je norpemna, na je AD = A'D’.
[Tomrro Jlam6eprosu uersopoyrinosu ABCD, A'B'C'D’ 3anoBomasajy na je
AB = A'B')AD = A'D', na ocnoBy nena 6) ciaeau na cy onn Melycob6HO
HOJLy/IaPHU.

4. Jlokasatu ga cy jasa Cakepujea derBopoyria ABCD u A'B'C'D’ ca
ocuoBama AB u A’ B’ noaynapha ako je:

a) AB = A'B', BC = B'C", r)AB = A'B', LC = £C;
6) AB=A'B', CD =C"'D'; n) BC = B'C', £C = LC";
B) BC = B'C', CD =C'D'; h)CD =C'D', LC = LC".

Pememe: a) AB= A'B', BC = B'C'

D c D c’

A B A/ B/

Heka je AB = A'B’, BC = B'C". Kako je u LABC = LA'B'C" (upasu
yryiosu), npema craBy CYC ciequ ja je AABC = AA'B'C’. IIpema Towme,
AC = A'C', ABAC = AB'AC" = p u ABCA = £B'C'A’ = 4. Yriosu
ADAB,AD'A'B’ cy upasu, na cieau ja je LDAC = 90° — o = AD'A'C".
Takobe, uerBopoyrimosu ABC D, A'B'C'D’ cy Caxkepujesu, na je AD = BC
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u A'D' = B'C', na saxku AD = A’'D’. Jlakne, npema crapy CYC cienn ja
je ADAC =2 AD'A'C’, na cnemm na je CD = C'D', LADC = LA'D'C'
u LACD = LA'C'D" = 0. Tllpema tome, LBCD = ¢+ 0 = LB'C'D’,
na gerBopoyrinosu ABCD, A'B'C' D' nmajy nogymapre crpanuiie u yriioBe.
Crnenu j1a cy oHu MelycobHO Moy apHu.

D c D o
A B A/ B/
6) AB=A'B',CD=C'D
[Tpernocrasumo sia je BC' # B'C’. Be3 ymamema OIIITOCTH, MOKEMO
npernocraputu Jja je BC > B'C’'. Tana wa ny:xxu BC' nocroju tauka C”

takBa Ja je BC” = B'C’. ITomro je AD = BC u A’D' = B'C’, na nyxxu AD
nocroju rauka D" raksa ma je AD" = A'D’.

D N C
A M B A M’ B’

Yersopoyrinosu ABC"D", A'B'C'D’ cy CaxepujeBu 4mje Cy OCHOBHIIE
AB,A'B" taksu ga je AB = A'B',BC” = B'C’, na cy na ocHOBy jeja
a) osu verBopoyryosn noxygapan. Crenn na je C"D" = C'D' = CD. He-
ka cy M, N, N"” pemom cpemumra crpanutia AB, CD,C"D". Tlpasa M N je
zajeannuka Hopmasia npasux AB,CD, a upasa MN" je 3ajeaguudka HOP-
masia pasux AB, C"D". Tlomro y Tauku M 1ocroju jeIMHCTBEHA HOpMAJa
na npasoj AB, ciemu na cy tauke M, N, N” konuneapue, na je NN 3ajes-
Huuka HopMmasta npasux C'D,C"”D". Yersopoyrao N"NDD" je Cakepujes,
jep je N'D" = %C’”D” = %C’D = ND u D"N", DN 1L N"N, na cy yrio-
Bu ANDD" L N"D"D nonynapuu u omrrpu. Mehyrum, u yrao L AD"N” je
omrap, na je 180° = LAD'"N" + AN"D"D < 90° 4+ 90° = 180°, mro je
nemoryhe.

Jake, npernocraBka ja je BC' # B'C' je norpemna, na je BC' = B'C'.
[Tormro Caxkepujeu derBopoyriosu ABC'D; A'B'C'D’ 3anoBo/baBajy 1a je
AB = A'B',BC' = B'C’, na ocHOBy Jiesia @) cjejan Ja cy oHu MehycoGHO
Oy IaPHU.
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B) BC =B'C',CD =C'D’

[Tpernocrasumo jia je AB # A'B’. Bes ymamema OIIITOCTH, MOKEMO
npernocraput ja je AB > A'B’. Taga na jnyxu AB nocroju tauka B”
takBa 1a je AB” = A'B’. Heka je n npasa koja je y Tauku B” HOpMasHa Ha
AB u Heka je C" mauka npase n taksa ja je D,C" = AB u B"C" = B'C".
D X CD c’

C//

A B// B A/ B/

Yersopoyriosu AB"C"D, A'B'C'D’ cy CaxepujeBu 4dmje Cy OCHOBHIIE
AB" A'B’, raksu na je AB" = A'B', B"C"” = B'C’, na cy na ocHoBy Je-
7a a) oBu deropoyrsosn nogyiaapuau. Ciemn ga je C"D = C'D' = CD.
[IpaBa n cede myx C'D. Bancra, npaBa n cede jnayK AB y taukun B” u ne
ceue BC' (jep cy n, BC xunepnapaJjesse), na Ha ocHoBy [lammose akcuome,
npasa n cede jpyxk AC. Ilomro n we ceue uu nyx AD (jep cy n, AD xu-
neprapasiesne), Ha ocHoBy [lamose akcuome n cede jyxk C'D y HEKOj Taukn
X. Hakne, saxxu D, X = AB, na nomro Baxxu D,C"” = AB, ciieju jia BaxKu
X,C" = AB. Tauka X ce pasnukyje ox Tauke C”, jep 6u ce y cynpoTHOM

36or DC"” = DC rauke C”,C nokianaje, rma 0u u3 Te Tadke IOCTOjasle JIBe
pasyimanre HopMmasie Ha npaBoj AB. Ilpema Tome, Baxku B(B”,C", X) wimn
B(B", X,C").

Heka Baxxu B(B”,C", X). Tpoyrao ADC"C' je jenHakokpak, 11a €y yrio-
Bu £DC"C u £DCC" nonymapau u omrpu. Yersopoyriosu B”BCC” n
AB"C"D cy CakepujeBu, jep cy AD,B"C",BC 1 AB uw AD = BC =
B'C" = B"C”, na cy yrnosu £B"C"C, £B"C" D omrrpu. Ciean ja je 360° =
ADC"C + LCC"B" + A£B"C"D < 90° +90° 4+ 90° = 270°, mro je Hemoryhe.
C//
D c D c’

A B" B A B’

Heka Baxxu B(B”, X,C"). Tpoyrao ADC"C je jenHakokpak, ma cy yrjio-
Bu £ADC"C u £DCC"” nonynapuu u omrpu. Yersopoyrao B’ BCC” je Ca-
kepujes, jep je B"C" = B'C' = BC u B"C”",BC 1 B"B, na cy yrio-
Bu £B"C"C u £BCC" noxynapuu u omrrpu. Melhyrum, onjga cieau ma je
ADC"C > LB"C"C = LBCC" > £DCC" = £DC"C, miro je nemoryhe.
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Haxue, npernocraska ja je AB # A’'B’ je norpemna, na je AB = A'B’.
[Tommro Cakepujesu dersopoyriosu ABCD, A'B'C'D’ 3anoBo/basajy ja je
AB = A'B’, BC' = B'C’, na ocHoBy nena a) cieam na cy onn MehycobHO
HOYIaPHU.

r) AB=AB LC = L'

[Tpernocrapumo jia je BC' # B'C’. Be3 ymamema OMIITOCTH, MOXKEMO

npernocrasutu Ja je BC > B'C'. Taga na ayxxu BC nocroju tauka C”

takBa ja je BC" = B'C' n na pyxu AD nocroju tauka D" taksa ja je
AD" = A'D' = B'C".

D C
D// C// D/ Cl

A B A/ B/

Yersopoyrinosu ABC"D", A'B'C'D’ cy CaxepujeBu 4mje Cy OCHOBHIIE
AB, A’B' raksu ja je AB = A'B’, BC" = B'C’, ma cy Ha OCHOBY Jie/ia a) OBI
gerBopoyriaoBu nopynapan. Cuenn jna je £ D"C"B = LA D'C'B" = A DCB, na
je AD"C"C =7 — £DCB. Cimuno je u £C"D"D =1 — £DC B. MehyTuwm,
36up yriosa dersopoyria D"C"CD je £LDD"C" + £D"C"C + £C"CD +
LCDD" =2(r — LDCB) + 24 DCB = 27, miro je nemoryhe.

Hake, npernocraBka ja je BC' # B'C' je norpemna, na je BC' = B'C".
[Tomro Cakepujesu dersopoyriiosu ABC D, A'B'C'D’ 3anoBo/baBajy Ja je
AB = A'B',BC' = B'C’, na ocHOBy Jniesia a) cjean Ja cy oHu MehycoGHO
HOJLyIaPHU.
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n) BC = B'C', LC = LC'

[Tperniocrasumo jia je AB # A'B’. Bes ymamema OIIITOCTH, MOXKEMO
npernocraput ja je AB > A'B’. Taga na ayxu AB nocroju tauka B”
trakBa Ja je AB” = A'B’. Heka je n nopmasna wa AB y Ttauku B” u Heka je
C" rauka HOpMasie n Taksa jJa je C,C" = AB u B"C" = B'C' = BC.

D o' C D c’

A B// B A/ B/

Yersopoyriosu AB"C"D, A'B'C'D’ cy CaxepujeBu 4dmje Cy OCHOBHIIE
AB"  A'B" raksu na je AB" = A'B', B"C" = B'C’, na cy na ocHOBYy Je-
Ja a) oBH deTBOpOyryioBH moiynapau. Takobe, yrmosu xom temena D, D’
gerBopoyriiosa ABC D, A'B'C' D’ cy nogynapuu, na ciean na je L ADC" =
LA'D'C' = LADC'. Hdakine, tauka C” npunana ayxu DC. Mehyrum, u de-
tBopoyrao B”"BCC" je Cakepujes, na je £ B"C"C = L BCC" = £BCD =
£B"C"D. OBu yriioBu cy omTpu, jep ¢y yriaosu Ha nporusocuosuiu Cakepu-
jesor derBopoyriia omrpu. Mehyrum, kako cy nanopejan yriaosu £ DC" B,
£ B"C"C nonynapHuu, ciiefu jia ¢y TO MPaBH YIJIOBH, I1a Cy OBU YTJIOBU UCTO-
BPEMEHO U OIITPH U MPaBH, IITO je Hemoryhe.

Haxuie, npernocraska ja je AB # A’'B’ je norpemna, na je AB = A'B’.
[Tommro Caxkepujesu dersopoyriosu ABCD, A'B'C'D’ 3anoBo/basajy ja je
AB = A'B’, BC' = B'C’, na ocHoBy nena a) cjieand na cy onn MeljycobHO
HOYIaPHU.

b) CD =C'D', LC = L'
D N C D' N’ o

A M B A M’ B’

Heka cy M, N u M’', N’ cpequinra crpanuna AB,CD u A'B',C'D’ ve-
tBopoyriiosa ABCD u A'B'C'D’. Tana cy NMBC, N'M'B'C" JlambepTosu
YeTBOPOYTJIOBHU € OIITPpHUM yriiosuma Kojl reMena C, C' u Baxxu NC' = %DC’ =
%D’ C"=N'C"u £C = £C'. Ha ocHoBy niesia ) TIPETXOHOT 3a/aTKa, CJIe/N
na cy dersopoyrsosu NMBC, N'M'B'C" nonynapau. Onasie cieau ja je
BC' = B'C’, na na ocHOBY Jiejia 1) OBOT 3ajiaTKa CJIe/IH Jia Cy YeTBOPOYIJIOBH
ABCD, A'B'C' D' nonynapun.
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5. Ako cy tauke P u @) cpeaurita crpanura AB u AC tpoyrma ABC, no-
KasaTu Ja cy nupase BC u P(Q) mehy cobom xurepriapaJesme.

Pememe:
A
B P/ |A Q c’
B C

Heka cy A', B', C' penom niogaOK]ja HOpMaJia u3 tadaka A, B, C' Ha IpaBoj
PQ). 3a tpoyriose ABPB' u NAPA' Bazku BP = AP, ABPB" = L APA’
Kao yHakpcHu yryosu u £ BB'P = L AA’P = 90°, na cy oBU TPOYIJIOBH I10-
nynapau. Crean na je BB = AA’. Cimuno, tpoyrinosu AAQA" u ACQC’
cy nomynapuu, jep je AQ = CQ, LAQA" = LCQC’ kao yHakpcHH yIJIO-
Buu LAA'Q = £CC'Q = 90°. Ciequ na je AA" = CC', ma umamo na je
BB = CC'. Kako je BB',CC" 1. B'C’, cneqn na je gersopoyrao B'BCC’
Caxkepujes, n1a cy mwerosa octosuiia B'C’ u nporusocHoBuiia BC' xunepnapa-
Jiesine, Ha ocHOBY 1. 3anarka. Jlakie, npase PQ u BC' cy xunepiapasieste.

6. Ako cy A, B, C Tpu pasHe tauke Heke npaBe [ 1 O Tadka M3BaH Te IpaBe,
nokazaru jia cpemumra A B/ C' nyxu OA, OB, OC we npunajajy jeHoj
11paBoj.

Pereme:

0]
Ar A /M \B B C’ N’ Ch
A M B N C

[Tpernocrasumo ja rauke A, B', C" npunanajy npasoj . Heka cy Ay, By,
C penom noaHoxKja nopmasia u3 A, B, C na npasoj I’. Ha ocHoBy nperxoHor
3ajiaTKa, deropoyriosu A ABB, BiBCCy cy Cakepujesu, na ako ca M, N
osHaunMo cpejuinTa crpanuia AB, BC, a ca M’', N' cpeaumrra crpanuna
A1 By, B1C1, na ocnoBy teopeme 49 cienn ga cy MM', NN’ nopmasue Ha
npasuma [, [’. Meljyrum, To auje moryhe, jep je oHja 36up yrjoBa IPOCTOT,
pasnor derBopoyryia MNN'M’ jennax 4 - 90° = 360°.
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Haxue, npernocraska ja Tauke A’ B’ C' npunasiajy je/iHoj npaBoj je mo-
rpemtna, na tauke A, B’ C' ne npunajajy jeJHoj Ipasoj.

[Toncernmo ce craBa 5, Koju je HaBesgeHn y riasu 6. OBaj craB BaxKu u y
EYKJIMJICKO] M y XUIIEPOOIUIKO] FeOMETPH]jU.

CraB 5. Hexa cy NABC, ANA'B'C" wpoyinosu waxsu ga je AB = A'B" u
AC = A'C". Taga je BC > B'C’" axo u camo axo je LBAC > £LB'A'C".

A A

B C B
c e
Hoxkas: : Heka je L BAC' > A B'A'C". O3nauaumo ca C” tauky TakBy J1a
je AC" = AC" = AC u ABAC" = £B’A'C". Ha ocnoBy crasa CYC Baxu
NABC" =2 NA'B'C', na je BC" = B'C'. Tlomro je L BAC” < ABAC,
nosynpasa AC” ceue nyx BC. Axo je npeceuna tauka yupaso Tauka C”,
ounryieiHo ce jobuja ga je BC' > BC"” = B'C’. IlpernocraBumo 3aTo Ja
rauka C” we npunaua npasoj BC.

Osnaunmo ca K npeceuny tauky 6ucekrpuce yria £C”AC u nyxu BC.
Ha ocuoBy craBa CYC Baxu NAKC =2 NAKC" (AK = AK, AC = AC" n
LCAK = LC"AK jep je AK 6ucekrpuca yria £C"AC), na je CK = C"K.
Bakspyayjemo ga je BC = BK + KC = BK + KC" > BC" = B'C’, na
OCHOBY HejeJIHAKOCTH TPOYTJIA.

: Heka je BC' > B'C’. He moxe 6utu £ BAC = £B'A'C’, jep 6u Ha
ocuopy crasa CYC ouno AABC = NA'B'C’, na 36or tora u BC' = B'C".
Takobe, ve moxke outn Hu £ BAC < A B'A’C’, jep 61, Ha OCHOBY cMepa
ouio B'C' > BC'. Ilpema tome, mopa outu £ BAC > A B'A'C". O
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7. Jlokazatu ja je y CakepujeBOM YeTBOPOYIJIy MPOTUBOCHOBUIIA Beha O
OCHOBUIIE.

Pemmeme:
D C
A B

[Tocmarpajmo TpoyrimoBe AACB u ACAD. Tlomro Baxxu CB = AD n
AC = C'A, na ocuoBy ctaBa b Tpeba yCTAHOBUTH Y KAKBOM CY OJIHOCY YIJIOBI
LACB nu £CAD. Kako Baxu ja je L BAC + LCAD = £BAD = 90° n
ABAC + LACB + £CBA < 180°, ciemn na je LCAD = 90° — L BAC n
LACB < 180° — 90° — L BAC = 90° — L BAC'. Haxne, LACB < LCAD,
ma mpema craBy b ciean fa je AB < C'D, 1j. na je ocaopunia CakepujeBor
YETBOPOYTJIa Makba OJl FheroBe MPOTHBOCHOBHUIIE.

8. Ako cy P u Q) cpemumra crpanuia AB u AC Tpoyria ABC', nokazaTtn
na je PQ < %BC’ :

Penieme:
A
B P/ A Q c’
B C

Heka cy, kao y 5. zamarky, A', B', C' pegom noaHoKja HopMaJia 13 Tadaka
A, B, C na npasoj PQ. Y 5. 3agarky cMmo jpokasammu ja je B'BCC’ Cakepu-
jes derBopoyrao ¢ ocaopurioM B'C’ u nporusocuosuniom BC. Ha ocHoBy 7.
sajarka caenan Ja je BC' > B'C’. Takobe, y 5. 3a1aTKy ¢MO J0Ka3a/u Jia je
ABPB = NAPA" u ANAQA' = ANCQC’', na je BBP = AP u A'Q = C'Q.
Cnenu na je B'C' = B'P + PA'+ A'Q + QC" = 2PA' +2A'QQ = 2P(Q), na je
PQ = %B’C” < %BC’.
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9. Heka je A; cpemumrre xunorenyse BC' npasoyriior Tpoyria ABC. [loka-
3aTh Ja je JyK AA; Mama 0J1 TOJOBUHE XUITOTEHY3e.

Penieme:
C

Ay

A B

[IpernocraBumo j1a je AA; > %BC. Tama je AA; > A B, na je Ha OCHOBY
nejeanakoctu Tpoyria L ABA; > £ BAA,. Takohe, raga je AA; > AC, na
je Ha ocHoBy HejennakocTu Tpoyria £ AC A, > LCAA,. Tlpema Tome, cienu
na je LABA, + LACA; > ABAA| + LCAA, = £LBAC = 90°. Mehytuwm,
ABAC + LABC + LACB = 90° + LABA, + LACA; > 90° + 90° = 180°,
mTo je HeMoryhe, jep je y XurepOoJIMIKOj reoMeTpHju 30Up yriioBa TPOyT/ia
Mamu ox 180°.

ake, npermocraeka ja je AA; > %BC je morperxa, a je AA; < %BC ,
Tj. nyk AA; je Mama O] TOJIOBUHE XUIIOTEHY3e.

Hamomena 15. OBuMm je JIOKa3aHO Jia KO MOCTOJU IIEHTAP OIUCAHOD KPyra
npasoyryor Tpoyria AABC, oHla OH HUje CPeuIlTe HeroBe XUIMoTeHY3e.

10. Axko je BuCHHaA eKBUUCTaHTe Beha oJ1 Hy/Ie Tajla Ta eKBUINCTAHTa HIje
npasa. /lokazaTu.

Pemmeme:
A M BN (C ¢

A’ M’ B' N’ Cl S

[IpernocraBumo J1a je ekBuauctanTa &, ynja je OCHOBUIIA IIpaBa S U BUCHU-
Ha h Beha oj myste, mpaBa. Heka cy A, B, C' mpon3Bo/bHE TauKe €KBUINCTAHTE
¢ u A, B, C'" perom nogHoxKja nopmasa usz tadaka A, B, C' Ha OCHOBUIU S
re ekBujucranre. Taga je AA' = BB’ = CC’' = h, na ¢y 4eTBOpPOYIJIOBU
A'B'BA, B'C'CB Cakepujesu. Ha ocrnoBy Teopeme 49, ako ca M, N peaom
osHaunMo cpeuinta crpanuta AB, BC' u ca M', N’ penom cpejurira crpa-
nuna A'B', B'C’, cnenn na cy nipase M M', NN’ nopmasse Ha npasuma s, €.
MebhyTum, Taja je 36up yriosa mnpocror, pasuor yersopoyriaa M N N'M' jen-
nak 4 - 90° = 360°, mrro je memoryhe.

Jlakye, mpernocraBka Jia je exkBujauctanta €, yumja je BucuHa Beha o1
HyJie, IpaBa, HUje TadHa, Ita eKBujuctanTa ¢, 4mja je BUCMHA Beha oJ1 HyiIe,
HUje TpaBa.
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11. [Ipase p u q ceky ce y Tauku S. OJpeauTn NpaBy a napajesHy IpaBoj
q y oapeheHOM cMepy U HOPMaJIHY Ha MPaBoj p.

Pemmeme:
q

Axo cy nipaBe p, ¢ MehycoOHO HOpMaJIHe, OHJIa je CBaKa IpaBa HOPMAaJIHA

Ha [IPaBO] p XUIMepIiapaJjesia 1IpaBoj ¢, Ila TpaKeHa IpaBa ¢ He MOCTOjU.
/ a
q

q

Heka ce p, ¢ cexy y Tauku S u Heka Hucy mehycodbno nopmastae. [Iperro-
CTaBUMO JIa je TIpaBa ¢ HOpMaJiHa Ha IIPaBoj p y Tadku P u ja je mapaJjesHa
npaBoj q y ogapehenom cmepy. Heka je Sq¢’ ona nosrynpasa npase ¢ ¢ TeMEHOM
S koja je mapasienna upasoj a. Ilo pedunurnuju, yrao £ PSq’ je yrao napa-
JIEJIHOCTH Tavuke Sy OJHOCY Ha mpaBy a, Tj. Baxu £ PSq = II(SP), ogaocHo
SP =T1"Y(£PSq). Yrao £ PS¢ je omrap yrao koju rpaje mpase p, q.

Heka je ca ¢ oznaden omrap yrao Koju rpaje rpase p,q. Koncrpywurie
ce myx d = II71(p). Barum ce na 1pasoj p osHaue Tauke P, P, Takse Ja
je SP, = SP, = d, a 3aTuM ce KOHCTPYWUIILy HOPMaJie ap,ds HA MPABO] P Y
taukama Py, Ps.
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12. TIpase p u ¢ cy napasjentae. OpeanTu IpaBy a MMapaJiejiny MpaBoj q y
oJipeheHoM cMepy U HOpMaJIHy Ha [PaBoj p.

Pemmeme:

A P p

[IpernocTaBuMo J1a je mpaBa @ HOpMaJiHa Ha TPaBoj p y Tadyku P u ja
je mapaJiesiHa mpaBoj ¢ y ojapehenom cmepy. Heka je A mpousBosbHa Tadka
mpaBe p u Heka je Ab mosynpaBa ¢ TeMeHOM A Koja je mapaJiesiHa IpaBuMa
¢,a (u Huje cajgpxkaHa y mnpaBoj p). Ako ce tauke A, P noksamajy, oHja
npaBa a cajpxku nosyipasy Ab, ma je Ab L p. Ako ce He ToK/1amajy, oHIa je
AP =TT"Y(LPAD).

Ha mpaBoj p ce osmaum npousBospbHa Tauka A. 3aTUM ce KOHCTPYHUIIE
nosiynipaBa Ab Koja je mapaJiesina MpaBoj ¢ U HHUje cajpzKaHa y IpaBoj p.
Ako Baxxu Ab 1 p, oHzma ce ca a 0O3HaAYM IpaBa KOja CAJIPXKU MOJIYIIPABY
Ab. Axo Baxku Ab [ p, onja je jeman o yryioBa Koju nosyipasa Ab rpajun
¢ mpaBoM p omTap, a Apyra je Tym. O3HAYUMO ca ¢ OHAj KOju je ormrrap.
Heka je d = I17!(p). Ca P ce oznaun Tauka npase p Taksa ja je AP = d
u 1a je £ PAb = ¢, onnocho ja nosynpasa AP Oyje oHa ToJymnpaBa Koja ¢
noJsiypaBoM Ab rpajin ormrap yrao . 3aTHM e KOHCTDYHIIe HOPMAJIa a Ha
npaBoj p y Tauku P.
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13. Ilpage p u q cy xunepuapasesnne. OJIpeuTu IpaBy a NapaJjeiHy IPaBoj
q y oapeheHOM cMepy um HOPMaJIHY Ha [PaBoj p.

Pemmeme:
q

\_//b a

O

p A P

[IpermiocTaBuMo Ja je mpaBa a HOpMaJIHa Ha MPaBoj p v Tadku P u j1a
je mapaJiesiHa mpaBoj ¢ y ojpehenom cmepy. Heka je A mpomsBosbHA Tadka
nmpaBe p U Heka je Ab mosiynpaBa ¢ TeMeHOM A Koja je mapaJiesiHa IpaBuMa
q,a. Axo ce Tauke A, P nok/anajy, oHJIa IpaBa a CaapzKu moayupasy Ab, ma
je Ab L p. Ako ce ne nokanajy, omja je AP = 1171 (£ PAb).

Ha nipaBoj p ce o3Ha4m mponsBo/bHA Tauka A 1 KOHCTPYHIITY Ce MTOJIyIIpaBe
Ab, Ac ¢ Temerom A Koje cy mapaJesre mpaBoj q. Axo Baxu Ab L p, onma
ce ca @; O3HAYNU IpaBa Koja cajpxku nosaynpaBy Ab. Axo Baxxu Ab [ p, onja
je jeman oj yriioBa Koju noJynpasa Ab rpaju ¢ mpaBoM p omirap, a Jpyru
je Tym. OznaunMo ca ¢ onaj koju je omrap. Heka je d; = 1171 (p). Ca P; ce
O3HauM TadKa rpase p Taksa ja je AP, = dy u na je L Py Ab = p, omHOCHO 118
nostyripaBa AP Oysie oHa moJiynipaBa Koja ¢ mojymnpaBom Ab rpajum omrrap
yrao . 3aTuM ce KOHCTPYUIIIe HOpMaJia @1 Ha paBoj p y Tauku P;. Anajoran
[OCTYTIAK ce IpuMemyje n 3a nosynpaBy Ac. Ako Baxu Ac | p, onjga ce ca
(o O3HAYM IIpaBa Koja cajpxku noaynpasy Ac. Axko Baxku Ac [ p, oHjma je
jemaH oJ1 yrjioBa Koju TOJynpaBa Ac rpaju ¢ IpaBoM p OIITap, a JPYru je
tyr. Oznauumo ca 1P oHaj koju je omrap. Heka je dy = II71(¢)). Ca Py ce
o3Ha4YM TadKa IpaBe p Takpa ja je AP, = dy u ja je £ PyAc = 1), onHOCHO 118
nostynipaBa AP, Gyzie oHa moJiylpaBa Koja ¢ HOJIyInpaBoM Ac rpaju omrrap
yrao 1. 3aTuM ce KOHCTPYUIIe HOpMaJa ap Ha MpaBoj p y Tadku P;.
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14. Heka cy a, b u ¢ mehycobHo mapaJiesiHe mpase, ajii He CBE Y UCTOM CMEPY.
Heka cy 0 u ¢ ynpasne u3 Tauke A npase a Ha npasama b u c. Oapeauru
yrao nsmehy npasux b’ u .

Penieme:
C

a A

Heka je Ap monymnpasa ¢ Temenom A koja je mapasesina npaBuma b, ¢ n
Heka cy B, C' penom 1moaHoXKja HOpMaJia u3 Tadke A Ha npasuma b, c.

[To pedunnnmju, yriosu Koje mosaymnpasa Ap u oHa mojynpasa npase a ¢
temeHoM A, Koja je mapaJiesHa mnpaBoj b, 3akiariajy ¢ mosaymnpasom AB jecy
YIJIOBH HapaJieTHOCTH 3a JyKuuy BA (jep cy one mapasesnHe npasoj b u3
tauke A), ma cy mehycobno nogyaapau. O3HaqmMMO UX ca .

Takobe, mo peduHUIMjA, YIJI0OBUH KOje mojymnpaBa Ap m oHa moJsynpasa
paBe a ¢ TeMeHOM A, Koja je mapaJiesina IpaBoj ¢, 3aKJjalajy ¢ I0JIyIPaBoOM
AC jecy yrmoBu mapaJenanocTs 3a qyxuny C'A (jep cy oHe mapaJiesae npasoj
¢ u3 tauke A), ma cy mehycobHo nomygapau. O3HadmMO UX ca 1.

Yrao usmehy npasux b, je LBAC = ¢ + 1, a momro je 180° = ¢ +
e+ 41 =2(p+1), cienn na je p + 1 = 90°. IIpema Tome, npase V', ¢’ cy
MehycoOHO HOpMAaJTHE.
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15. /IBa pazna napabosndka mpaMeHa nMajy sajeHudky npasy. Jlokazarn.

Pememe: Heka cy Xy, X, n1Ba pasna napabosmaka npamena. Heka je A mpo-
M3BOJbHA TadKa y PaBHU U HeKa je Ap mojymnpaBa Koja je HapaJjejHa CBUM
mpaBuMa rpamMena X; u Aq noJiympasa Koja je mapaJsiesiHa CBUM [IPaBUMa, Ipa-
Mena Xp. Ako nosynpase Ap, Aq nipuriajiajy je/iHoj mpaBoj r, OHJIa je mpaBa
7 3aje/IHNYKa [paBa TUX JBajy IIpaMEeHOBA.

A

Xl X2

S

T
Axko monynpase Ap, Aq He mpumaajy jeJHOj IIpaBoj, HEKa je OHJa I10-
naynpaBa As Oucekrpuca yria £pAq, S tauka Oucekrpuce As TakBa ja je
AS =TT (£sAp) u r npasa koja caapxu S u HopMasna je na As. Kako je
£LSAp = TI(SA) yrao nmapasensoctn Tadke A y onHOCY Ha MpaBy T, CJIEIH
Jla je r mapaJiesiHa mosynpaBoj Ap, ma mpumaja npameny Xj. Kako je As
Gucekrpuca yriua £pAq, ciequ na je £sAp = £sAq, na je £sAq = TI(SA),
[ITO 3HAYM Jla je mpaBa r mnapaJenda u noaynpasoj Aq. Ciuenu na npasa r
npuIaia npameny Xa, 1a je upasa r 3ajeJHi4YKa IIpaBa THX JIBajy IpaMeHoBa.
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16. Heka cy A, B,C, D rtauke TakBe ja cy pegom nojynpase AB u DC,
onnocuo BC' u AD mnapasienne. /lokazartu ja cy cumerpaJsie YHYTPAITbUX
yriioBa Koi temena A u C' u cniosparisbux yriioBa Kol TeMena B u D npase
HCTOT TIpaMeHa.

Penieme:

| p

Heka je X} mpamen mpaBux Koje cy mapaJjiesne nojynpasuma AB, DC
u Heka je A, mpaMeH HpaBux Koje cy mapajenne nojynpasuma BC, AD.
[Ipamenosu X7, X5 cy mapaboJimiku, 11a Ha OCHOBY IIPETXOIHOT 3aJaTKa OHU
nMajy 3aje/IHIUKy IpaBy p. Kpamy crnosparimer yria KoJl TeMeHa B cy 1o-
JlynpaBe ¢ TeMeHOM B mapaJiesine mpaBoj p, Ha CJIeJu Jia je cuMeTpaja Tor
yIJla HOpMaJiHa Ha 1pasoj p. Takobhe, Kpaly CIOJballliber YIjia KO TeMeHa
D cy nosnynpase ¢ TemeHoMm [ Koje cy mnapaJesiHe IIpaBoj p, Ia CJIeIu Jia je
cuMeTpaJia TOr yriia HopMmaJsHa Ha mpaBoj p. [losynpase AB, AD ¢ temenom
A cy mapaJiesHe TipaBoj p, na je cumerpaia yriaa £ BAD (yHyTparimer yria
ko1 TeMena A) nopmasna wa npasoj p. Konauno, yrao ynakpcan yriry £ BC'D
(yryTpamimem yriry Koj reMena (') nmMa Kpake KOji Cy TOJIyIIPpaBe ¢ TEMEHOM
C' napaJiejiHe 1paBoj p, 1A je meroBa cuMerpaJa (Koja je yjeJHo u cumerpa-
Jla yHyTpalimer yria koj temeHa (') HopMmajHa Ha 1paBoj p. /lakie, cBe
YeTUPHU CUMETpaJie Cy HOpMaJiie Ha IIPaBoj p, Te MPUIIAJIA]y XUIIEPOOTTIKOM
IIpaMeHy IIpaBUX 4hja je OCHOBUIIA IIPaBa p.
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17. [dokazaru ja 3a Tpu HekoauHeapHe Tadke A, B, C' Baxu

T(2C) < L(LABC + £ACB + £{BAC).

2

Pemmeme:
A

B P/ |A Q c’

IAN

Heka cy, kao y 5. 3amarky, P,() cpemgumra crpanuria AB, AC Tpoyria
ANABC n neka cy A, B',C" penom nogHoxja HopMmaJia u3 tadaka A, B,C
Ha npaBoj PQ. Heka je A; cpemumnre crpanuiie BC u HeKa je m meHa Me-
aujarpuca. ¥ 5. 3aJaTKy cMO JloKazau Ja je dyersopoyrao C'B'BC Cake-
pujes, ma je MeamjaTpuca merose nporupocHosuile BC' nHopmasna Ha B'C'.
Kako je nmonynpasa BB’ xuneprapaJjeita MeJIujaTpUcy m, jep UM je rpasa
B'C’ zajeganuka ynpasHa, 110 JTeDUHATINN YIJIa TAPATETHOCTH CJIEIH JIa je
II(A1B) < LA, BB’. Jlakue, 11 (32—0) < ACBB'. Tpeba jou camo uzpadyHa-
tn yrao LCBB’.

Jacro je na je LCBB' = L{CBP + APBB" u {CBB' = {BCC" =
ABCQ + £QCC'. Y 5. zamarky cMo jokazanu ja je LPBB = APAA n
L£QCC" = LQAA'. Cnenn na je

B C

94{CBB = {CBB + ABCC' = KOBA+ {PAA' + {BCA+ £QAA
L ABC + £ACB + 4 BAC,

na je LCBB' = 3(LABC + £LACB + £BAC). Ilpema ToMe, Baxku 1a je

IT(£5) < $(LABC + £LACB + £BAC).
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18. Axo je y pasunu Jlobadesckor jgar Tpoyrao ABC' koj kora je £C mpas,
1j. £C = R, 3atum LA =11(a'), £B =11(V/), BC = a u AB = ¢, nokazaru
Ja je:

a) LA =TI(b) — T(c+V);

B II(c—=b)—1I(b) ,3al <c
6) LA = { 2R —TI(b) = TI(V/ — ¢),3a b > ¢’
S[M(e—=V)—T(c+ V)] ,3ab <c
_ 2 ? .
B) LA = { R— 1[I +c)+ ¥ —c¢)],3ab >c’
S[M(c+0)+T(c—V)] ,sab <c
_{ 5l : .
r) TI(b) = { R— 1[I —c) —TI(V' +¢)], 32 b > ¢’
n) (a —b)+(a+0b)=R, T —a)+I(b+d)=R.
Pememe: a) LA =11(b) — II(c + V')
v/ |\
D
B
C A

Osznaunmo noaynpasy C'B jormr ca Cp. Heka je Aq monymnpasa ¢ Teme-
HoM A Koja je mapasenna nosaynpasoj Cp. Taga je LCAq = II(CA) = T1(b).
Heka je r mpasa ympasaa Ha mpaBoj AB koja je mapaJsesiHa MOJIylIpaBuMa
Cp, Aq (mocrojame u jeJMHCTBEHOCT TaKBe IIpaBe MMaMo Ha OCHOBY 11. 3a-
Jarka) u Heka je D mpecedna rtauka npasux r, AB. Ilo medunnnmju yria
napasiesinoctu je £ DBp = II(DB), a kako cy yriosu £DBp u LABC
yHakpcHn, ciaean ga je LB = II(DB), onnocro na je DB = . Kako je
AD = AB+ BD = c+V, ciemn na je LDAq = II(DA) = Il(c + V). Kona-
qHo, caeau a je LA = ALCAq— £DAq =T1I(b) — II(c+ V).
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I(c—b)—1(b) ,3ab <c
2R —1I(b) = II(V/ —¢),3a b/ > ¢
B

6)4,4:{

Heka je Aq monynpasa ¢ remernom A koja je mapaJsienHa mosynpasoj BC.
Tana je LCAq =TI(C'A) = 11(b). Heka je r mpaBa HopmaJiHa Ha mpaBoj BA
Koja je mapasiesina nostynpasuMa BC, Ag (ocrojarbe u jeJIUHCTBEHOCT TaKBe
npase umamMo Ha ocuoBy 11. 3azarka). Heka je D mnpecedna tadka IpaBux
r, BA. Tana je, no nedununuju yria napasiensocru, £ DBC = [1(DB). Kako
je ADBC = LABC, cnenn jna je DB =1/,

Axo je O < ¢, onma Baxxu B(B, D, A), na je DA = BA— BD =c—1.
Cremn na je LDAq = II(DA) = Il(c — V'), na je LA = LDAq — LCAq =
(c—b') —TI(b).

Axo je V' > ¢, onna Baxku B(B, A, D), na je DA= DB — AB =1V —c.
Cremnn na je £DAq =1I(DA) = II(0' — ¢). Kako je 2R = LDAB = LDAq+
LCAq+ £CAB = II(I — ¢) + I1(b) + LA, cnequ na je LA = 2R —I1(b) —

Iy — ¢).
O(c—=bV)—H(c+ V)| ,3al <c
B) £A = { R— S [II(V' + ¢) + TI(V —]c)}, 3a b > ¢
Ako je I < ¢, onma je LA =11(b) — H(c+ V') = II(c — V') — 11(b), ma je
2dA=Tl(c = V) —Tl(c+V), 1j. LA =$[lI(c =) —TI(c+ V).
Axo je b’ > ¢, onga je LA =11(b) —II(b' +¢) = 2R —11(b) — II(V/ — ¢), na
je 24 A =2R —TI(V 4+ ¢) = II(V/ — ¢), 1j. LA = R — $[IL(V + ¢) + II(V' — ¢)].
IM(c+V)+T(c—¥)] ,zal <c
r) 1(b) = { R 2—[% [TL(V — ¢) — TI(V/ +]c)}, za bl > ¢
Ako je I < ¢, onna je LA =T1I(b) — H(c+ V') = [I(c — V') — I1(b), ma je
2L1(b) = I(c + V') + H(c = V), 7j. IL(b) = 2 [II(c + ') + II(c — ¥')].
Axo je b' > ¢, onma je LA =11(b) —II(b' +¢) = 2R —11(b) — II(V/ — ¢), na
je 211(b) = 2R —TI(V — ¢) + TI(¥' + ¢), 7. TI(b) = R — L[II( — ¢) — T(1/ + ¢)].

1
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W —b)+M(a+V) =R, T —a)+T(b+d)=R
q 3 FE

B

D C A

Osnmaunmo nosrynpaBy AB jomr ca Ap. Heka je ¢ npaBa koja je HOpMaJIHA
Ha npaBoj AC u mapasenna nosynpasoj Ap (mocrojame M jeMHCTBEHOCT
TakBe TpaBe mMaMmo Ha ocHoBy 11. 3azmarka). Heka je D mpecedna Tadka
npasux ¢, AC. Kako nopmana C'B ceue nonynpaBy Ap (y tauku B), cienn
na Baxu B(A,C, D). Tana je II(DA) = {DAp = LCAB, na je DA = d'.
Cunemn na je DC = DA—CA=ad — 0.

Heka je C'r monynpasa ¢ temenoMm C' Koja je mapaJiesHa moJyipaBoj Ap u
upasoj q. Tana je L DCr = [I(DC) = I1(a’—b). Heka je s mpaBa HopmaJiHa Ha
npasoj C'B koja je napasenna noaynpasuma Ap, Cr (moctojarbe u je ImHCTBe-
HOCT TakKBe IpaBe uMamo Ha ocHoBy 11. 3ajarka). Heka je E npecedna Taduka
npasux C'B, s. Kako je £C BA omrrap, ciie/in Jia je ibeMy yHAKpPCaH yrao TaKo-
De omrrap, na Tauka F npuia/ia moynpaBoj Koja ¢ moynpaBoM Bp 3akiama
taj omrap yrao (omxHocHo Baxku B(C, B, E)) u IlI(EB) = {EBp = LCBA,
1j. EB = V. Jdakne, EC = EB 4+ BC =V 4+ a. Kako je Cr napaJenHa ca
s, caemn ja je LECTr =11(EC) = II(a + b'). Konauno, kako je L DCE = R,
cienn jga je R = ADCr+ LECr =1I(a' — b) + [I(a + 1).

q S E

A

D C B

[Tormyno anasorno ce nobuja na Baxu R = I1(6' —a) + I1(b + a').

9 IloenkapeoB AUCK MOdeJI

Kasa ce 3acnuBa Heka MaremMaTHdKa Teopuja (HIP. €YKJIMJICKA WM XU-
nepboJIMIKa PeOMeTprja), 1M0JIa3h Ce OJ OCHOBHHUX II0jMOBa, a ojHOCH MeDhy
BIMa ce ucKaldyjy akcumomama. OCHOBHHU IIOJMOBH OHJIO KOje Teopuje Cy ail-
crpakTHU. /la 6M HeKM KOHKPETHH OOjEKTH MOIVIM OMTU peau3aliija OCHOB-
HUX TI0jJMOBa HEKe TeOopHje, HEOIIXOJIHO je YCTaAaHOBUTH Jia JIM TaKBU O0jeKTH
3a/10B0JbaBa]y CBE aKCHOMe Te TeopHje. YKOJIUKO je OJIroBOp IOTBP/IaH, 3a Te
KOHKDEeTHe 00jeKTe ce KaKke Jia MPEeJICTAB/bajy MOgea Te TeopHje.
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OcHoBHE TIOjMOBH reomeTrprje (M eyKJIMJICKe U XHUIEepOOJINIKe) jecy He-
pasaH CKyIl S, KOju ce 30Be IIPOCTOP U YHUjU Cy €JIEMEHTU TadKe, JIBE BPCTE
IO/ICKYTIOBA IIPOCTOPa S, KOjU ce 30BYy IpaBe U PaBHU, Kao u penanuje B u =.
[Ipu Tome je penammja B TepHapHa HaJ CKYIIOM Tadaka, a pejanuja = je Ou-
HapHa HaJl CKynoM ypehenunx maposa Tadaka. Mojien eykinjicke reomMerpuje
je HeKM HempasaH CKYI C jaCHO Ha3HAYEHUM IOJICKYIIOBUMAa KOjU Cy IpaBe u
paBHU U jacHO JiebuHICAaHUM pesanujama B u =, YKOJIMKO 3a/I0BO/baBajy CBe
aKCcuoMe WHITUJIEHIIN]e, paciope/ia, MOJIyIapHOCTA U HEIIPEKUIHOCTU, Kao U
[1nejdeposy akcmomy. Jenan Takas ckym je R?, a onpehusame Koju cy Tadno
IO/ICKYTIOBH TIpaBe W PaBHU, Kao U JeduHncame penaruja B u = ouhe mpe-
IIYIITEHN YUTAOILy. Y OBOM IIOIVIAB/bY HAC MHTEPeCYyje CKYI KOjU IIPe/ICTaB/ba
MOJIeJI PABHE XUIIEePOOJIMYKe reOMeTpuje, IIPU YeMy CMaTpaMo Jia HaM je JIaT
HEKH MOJIEJI eyKJINJICKe paBHU. TakaB Mojies1 XuepOoaniKe reoMeTpuje hemo
Ha3uBaTU h—paBHU U CBe MOjMOBe HaszHadaBahemo rpedukcom h.

Heka je k mpousBosban Kpyr eyK/amjicke paBuu u neka je O meron IeH-
tap. Kpyr k ce HazuBa aticoaymiom, a mHeropa yHy TPAIIHOCT (OTBOPEHH JIUCK )
npejicrassba jeany h-pasan. Cama arcoJiyTa HUje y OKBUDPY MoJIesa, Tj. HUje
J1e0 h—paBHI U cMaTpa ce Jia Cy Ha 10j OECKOHATHO Jajieke Tadke. Taduke Tor
OTBOPEHOT JINCKa HasmBaMo h—Tadkama. OTBOpeHE NMPETHUKE ATICOTIYTE, O/I-
HOCHO OTBOPEHE TETUBE Kpyra k Koje cajipyKe IheroB IeHTap, Kao U OTBOPEHE
KpYy’KHe JIYKOBe KPYTOBa KOjU Cy YIIPABHU Ha allCOJIyTH, UUje CY KPajihe TauKe
HA alcoJIyTu, Ha3uBaMmo h-1pasuma. /lakie, h-1paBe cy JeJ0BH €yKJINJICKIX
[IpaBUX aKO CaJIprKe TEHTAP AIICOJIyTe, OJHOCHO JIeJIOBH €YKIUJICKUX KPYTroBa
KOjU Cy yIIpaBHU Ha allCOJIyTH, aKO He cajpKe IeHTap arcosyre. Moxe ce
JIOKa3aTn Jla Cy UCIIyHeHe CBe aKCHOMe MHIN/IeHIje KOje ce TUIy PaBHU.

Axko siBe pasne h—rauke npurajiajy h—1paBoj Koja je J1eo eyKInJICKe Ipa-
Be, OHJIa eYKJIMJCKA JIy»K KOja UX CIiaja MpeJcTaBsba yjeaHo n h—mayx. Axo
JBe pasne h—tauke M, P npunajajy h-1paBoj Koja je J1eo eyKJIHICKOT Kpy-
ra, oHja Kpahu JIiyK MP ror Kpyra npejcraBba h—mayxxk M P. Tpu h—rauke
M,N,P cy y penanuju h-usmely, 1j. Baxku By(M, N, P), ako h-tauka N
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npunajia orsopenoj h—mayxu M P. Moxe ce jokazatu Jla Cy UCIHYHEHe CBe
akcuome pacropejia. [lomohy penanuje h-usmely nedunucanu cy u mojMoBu
h-nosynipaBux, h—yryiosa, h—Tpoyriaosa uti. V3 akcnoma HENPEeKUTHOCTH 38
eYKJIUICKE TIPaBe U HBUXOBUX MTOC/IEINTA 38 €yKIUJICKH KPYT CJIEIN J1a BayKe
aKCHoMe HeNpPeKMTHOCTH 3a h—TipaBe. Moxe ce jlokazaTn jia y h—paBHU I10-
croje h—TipaBa n h—Tadka Koja joj He IpHUIajga TaKBe Ja I[IOCTOjU BUIIE OJ1 jeI-
He h-1paBe Koja ca/ip:ku Ty h—Tadky, a ¢ ToM h-T1IpaBoM HeMa 3aje[HUIKUX
tadgaka. [Ipema Tome, ncnymena je u akcuoma Jlobauesckor. /Ise h-1pase cy
h—TrapaJiesine ako ce J0UpPYjy y TAYKHU KOja MPUIA/Ia alcoayTu. AKO Cy JiBe
h—1paBe JUCjyHKTHE W HUCY h—TapaJjiejiHe, OHJa Cy OHe h—XwuieprnapaJiesite.

[Ipeocraje jomr ma ce pedunuite h—T0IyIaPHOCT 1apoBa h-Tadaka. 3a
TO je JOBOJBHO JepMHUCATH TpecimKaBamba h—paBHU y cebe (mpecimkaBa-
ha KOja CJIMKajy YHYTPAIIBOCT alcoiayre k y cebe) Koje he mpemcraBbarn
h—uzomerpuje. Kao mro 3namo, cBaka mzoMmerpuja pasHu (OUI0 €yKIIMJICKE,
6110 XUIEepOOIMIKE) MOZKE Ce MPEJCTABUTU KA0 KOMIIO3UIIja HAJBUIIIE TPH]Y
ocHux pedyJiekcuja, 1a je J0BOJ/bHO Jedunucaru ocue peduiekcuje h—pasHH,
1j. h—pedekcuje. AKo je h—TpaBa p €0 eyKINUJCKe TpaBe (O3HAYNMO je
takobhe ca p), gedununmmnvo h—pedekcujy 8]? Ka0 PECTPUKIIN]Y eYKIUJICKE
octe peduiiekcuje S, Ha Tadyke h-paBHU, OJJHOCHO Ha yHYTPAIIHOCT allCOJIyTe
k. Ako je, mak, h-tpaBa p J1e0 eyKJIUJICKOr Kpyra (03HaYMMO Ta Takobhe ca
p), nedunumumo h—pediiekcujy S;j Ka0 PECTPUKIIN]Y eYK/IUJICKEe UHBEP3Uje
1), Ha Tauke h-paBHU, OJHOCHO Ha YHYTPAIIHOCT arcoiayre k. OBo je cacBum
npupojIHa JiebuHUIMja, jep je MHBep3uja, Ha HeKH HaduH, pedJiekcuja y ojl-

Hocy Ha KpyT. [laposu Tavaka (A, B), (C, D) cy h—mogyapau, 0JJHOCHO BaxKu
(A, B) ’é (C, D), ako nocToju KOHAYHO MHOTO h—pedJiekcuja S]}D’l, o 751};” Ta-
kBux Jja je C =8 o---08" (A)u D =8 o---08" (B). Moxe ce okasaru
Jla, Cy HMCITyEeHe CBe aKCHOME IMOJLyJaPHOCTH, IIPeMa, TOMe, UMaMO JeJaH MO-
JieJ1 XUIepOoImIKe paBHU, KOJU ce HasuBa [10eHKkapeosum quck MOGEAOM.
YumeHnna J1a eyKIMICKa HHBEP3Mja He 9yBa €yKIUICKY IIOLyapHOCT He

IpejcTaB/ba mpodJieM, jep je moTpedHo Ja cBe h—pedJiekcuje, a 1 OHe Koje Cy
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PeCTPUKIje eyKINJICKIX NHBEP3Uja, 9yBajy h—TI0ayIapHOCT, a He eYKJIIICKY
noayaapuoct. Illto ce mepe my:xu Tuve, h—ny:kKuHa h—IyKu HUje jeJHaKa ey-
KJIMJICKO] JIy2KUHU ojiroBapajyhe eyKnicKe Jy»K1 U eYKIUJICKOT KPYZKHOT
nyka. [lomro eykimjicke ocae pediekcuje u €yKJInJICKe NHBEP3Kje TyBajy €y-
KJIMJICKE yIJIOBe M3Mel)y KpUBUX, CJIe/ I jda cy JiBa h—yria h—1ojiyiapHa aKko
U caMO aKoO Cy YIVIOBH KoOje Tpajie oJroBapajyhu eyK/IugIcku KpyroBu /wim
eyKJInIcKe mpase Melhycoono noaygapuan. Huje temko mokazaru ja je h—yrao
n3Mmel)y HeKux h—1paBux IpaB ako U caMo ako je ojrosapajyhu yrao usmelhy
eYKJIMJICKUX KPYTOBa U/ WM eyKJINJCKIX IPaBUX Takohe 1mpas, Ia ce IPUpPOJI-
Ha h—Mepa h—yryioBa (Mepa yrjioBa y CTeleHnMa WJIN PajijaHiMa) MOKJiama

C IPUPOAHOM MEPOM YyIJIOBa Yy HOCManaHOj eyKJII/I,ILCKOj PaBHU.
t n

Beoma je kopucna dumenuiia jia ¢y h—1pase Koje caJipzKe IeHTap arcosIy-
Te JIEJIOBH €YKJIUJICKUX MTPABHX, I1a jé BeOMa 3HAYAJHO 3a MPOM3BOJHHY TAUKY
A nponahu h—u3omeTpujy Koja je ciauka y mentap amcosuyre O. J[oBosbHO je
nahu h—pediekcujy, jep 3uamo ja HahemMo cjauke Tadaka, eyKJIUJICKUX IIpa-
BUX W €yKJIMJICKUX KPYTrOBa IPU eYKJIUJICKUM pedJieKcrjaMa U eyKIUICKAM
nnBep3ujaMa. KoncrpyummnmMo eykanjacKy nopmaiay n na OA y tauknm A,
O3HAYUMO j€JIHY O] FheHUX MPECeTHNX TadaKa ca alcoayToM ca 1’ U KOHCTPY-
UIIMMO TaHTeHTY ¢ Ha arncostyTu k y Tadku 1. Hben npecek ¢ moymnpasom O A
ozraunmo ca A'. Kpyr [(A’; A'T') nma ocobury jia My IeHTap [PHUIAIa TaH-
TeHTH arcoyiyre k, 1a je opToronaJjaH Ha alCoJIyTH, IIITO 3HAYU JIa je IHeroB
IIpeceK ¢ YHYTPAIIHOIINy ancoyyre h-1pasa, Kojy heMo ucTo 03HauYuTH ca [.
Tpoyrmosu AA'AT, ANA'TO wumajy 3ajennndru yrao Koy remera A’ u mosy-
napue npase yriaose L A’AT, L A'TO, na cy cimunn. Cemu 1a je ﬁ%‘, = %,
1j. naje A/A- A'O = A'T?, na je ¥ (A) = O, mrro snauu na je u SP(A) = O,
Osume je onpehena h-tpasa | Taksa ja ce h-pediekcujom S h-rauka A
ciauka y menTap amcosryre (. OBa KOHCTPYKIHja HAM je BeoMa BaykHa, jep he
ce KOPUCTUTHU Y BeNWHN 3a/1aTaKa.
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1. V IloenkapeoBoM JiuCK MOjiesly XUepOoIMdKe paBHU JlaTe cy h-mipaBa a
u h-tauka A. Ogpenuru h-ipaBy n Koja cajpxKu Tadky A u ymnpasHa je Ha
IIpaBy a.

Penieme:

1° Heka ce h—rauka A mokjamna ¢ 1neHTpoM arcosyte. Tajga h—tipaBa n Ko-
jy Tpeba jia KOHCTPYUIIEMO CAJIPXKU IIEHTAp AIlCOJIyTe, Ia je JIe0 eYKJIUJICKEe
npage. [lorpebHo je j1a ona OyJie yrpaBHa Ha h—11paBoj a, I1a ako je h—1pasa a
JIeO €yKJINJICKE MpaBe, KOHCTPYHUIITNMO €yKJIUJICKY IIPaBy KOja CapKU TadKy
A n HOpMaJTHA je Ha IMpaBOoj Koja cajp:Ku h—TpaBy a, a ako je h—TpaBa a J1eo
eYKJIUICKOT KpyTa, KOHCTPYUIINMO €yKJIUJICKY IIpaBy Koja caJpKu Tadky A
U HOpMAJIHA je Ha KPYTY KOju caJip:Ku h—TpaBy a, Tj. eyKJIUJICKY IIpaBy Koja
caJIpyKu Tadky A U meHTap Kpyra Koju caJip:Ku h—1paBy a.

2° Heka ce h—-tauka A pasnukyje o nenrtpa amcoayte O. Korcrpyurmimmo
h—tipaBy | TakBy Jia ce h—pedJiekcnjom y ofgHOoCy Ha by h—radka A ciauka y
nierTap arcosxyre O (KOHCTpYKIHja je omnmcana y yBogHOM Jeiy). Koncrpy-
umumo h-1pasy @’ Koja je ciauka h-upase a nupu h—pedJiekcuju y ogHocy Ha
h—tipaBy [ (cimKa eyKJIHJICKe TIpaBe WK Kpyra [pU eyKJIUJICKO] HHBEP3WjH).
Jakite, h—peduiiekcujom y omHocy Ha h—tipaBy [ npecaukaan cMo h—radky A
y nienrap arconayre O u h—tipaBy a 'y h—tupaBy a’ u Tume ¢MO Ipob/IeM CBeJin
Ha OHaj KOjU yMeMo Jia pemumo. IIpema Tome, KOHCTpYUIIUMO h—lipaBy n'

232



Koja cajpxku h—rtadky O u yrnpasHa je Ha h—TipaBoj a’, Kao y IPBOM CJIy4ajy.
[Tomrro cy h—pediekcuje HHBOIyIHje, TOHOBHOM IIpUMeHOM h—pedekcuje y
ojiHOCY Ha h—1paBy [ ce h—tauka O u h—tpaBa a’ ciukajy pejom y h—rauky A
u h-1paBy a, a nomro cy h—pediekcuje yjeano u h-u3omerpuje, IpUMEHOM
h—pediexcuje y ogrocy Ha h—tpaBy [ ce h-tpaBa n’ ciuka y h—tpaBy n Koja
caqpKu h—Ttadky A um HOpMAaJIHA je Ha h—TIpaBoj a.

2. ¥V IloenkapeoBom juck mojmeny jgare cy h-tadke A m B. Onppemntu h-
cumerpaJgy jayxu AB.

Pereme: 1° Heka ce jenna o h—Tavaka A, B mok/ara ¢ EHTPOM AICOIyTe
(Heka je To, 6e3 ymamema ommroct, h—tadka A). Y yBOJHOM JIeJIy CMO BU-
JleJIn KaKO ce KOHCTpywuIle h-T1paBa s TakBa Jia ce h-pedekcujom y oHocy
Ha Wy h-Ttaduka B cimka y mentap armcosnyre A. Ho, nmpumernmo ja je ta
h—1paBa s ynpaso h—cumerpana h—ayxu AB, Te yipaBo iy Tpedba KOHCTPY-
HCATH.

2° Heka ce h-tauke A, B paznukyjy of nenrpa amcoayre O. Koncrpywurm-
Mo h—cumerpainy | h—nyxu OA u o3naunmo ca B’ ciuky h—rauke B npu
h—pednekcuju y omnocy na h—mpasy [ (cimka Tadke NpH €YKJIUICKO] UH-
Bep3uju). lakie, h—pediekcujom y omnocy Ha h-tipaBy [ mpecjmkaim cMO
h—rauke A, B y nenrap ancosyre O u h-taduky B’ u Tume cMo 1npobJieM cBesu
Ha OHaj KOju ymemo jia perumo. [Ipema Tome, KoHCTpyHuImmmo h—cumerpalsty
s" h—nyxu OB’. IlonoBHoM mpuMeHoM h—pediiekcuje y ojHOCy Ha h—TpaBy
[ ciimkamo h—tauke O, B' y h—-tauke A, B, a h—cumerpainy s’ h—nxyxu OB’y
h—cumerpaiy s h—nyxu AB.
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3. V lloenkapeoBoM muck Mojeny jare cy tadke X u Y. Koncrpymcarn
h-xpyr [ ca nieaTpom y Tauku X KOjU CaJPKU TadKy Y .

Pemnteme: Ako je X' eqmnmuakn mpaMeH IpaBuX ca cpejumreM X, OHJA je
KpyT ¢ 1menTpoM X, KOju CaJIpyKu Tadky Y, enunuk ojpehen npamernom X
U TAYKOM Y, Tj. CKYIl CBUX TadaKa Koje ce oJl Tauke Y j100ujajy OCHUM pe-
dekcujama y OJIHOCY Ha IIpaBe IpaMeHa X .

1° Heka ce h—tauka X rok/ana ¢ nenTpom arcosyre. Tajga cy h—tpase eur-
THYKOT TIpamena X ¢ h—cpeaumreM X JIeJIOBU €yKJIUJICKUX MPABUX, I1a Cy
h-pednekcuje onpehene h-npaBuma npamvena X PeCcTPUKIIHje €YKJIUJICKUX
ocaux peduiekcnja. Tauke h—kpyra [ ce nobujajy h—pediiekcujama h—radke
Y y oxnocy Ha h-1ipaBe npameHa X, Tj. eyKJIUJICKUM OCHUM pedyieKkcujaMa y
OJIHOCY Ha eyKJIMJICKe IpaBe IipaMeHa X, 1ma cjeju Jia ce h—Kpyr [ mok/amna
¢ eykimckuM Kpyrom [(X, XY).

2° Heka ce h-tauka X paznukyje oj nenrpa ancosyre O. Koncrpyuiunmo
h—cumerpaity s h—uyxu OX u 3aruM o3Ha4YUMO ca Y’ ciuky h-rtadke Y mnpu
h—pedtekcuju y ognocy na h-tpaBy s. lakie, h—pediiekcujom y ogHOCyY Ha
h—tipaBy s npeciukasan cMo h—-rtadke X, Y y nenrtap amcoayre O u h—Tadky
Y’ u Tume cMo mpobJieM cBeJi Ha OHAj KOju yMeMo Jia permmMo. [Ipema Tome,
KoHCTpyumumo h—kpyr [ ¢ h—nenrpom O koju cajpxku h—raduky Y. Ilo-
HOBHOM IIpuMeHOM h—pediekcuje y oJHOCY Ha h—TIpaBy S caukaMo h—radke
O,Y" y h-rauke X,Y, a h-xpyr ' y h—kpyr [ ¢ h—tiearpom X Koju cajp:Ku
h—rtauky Y.
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4. V IloeHkapeoBOM JHCK MOJIETY XUIepOOINIKe paBHU jare cy h-tauke A
u B. Koncrpyucaru h-rauky C takBy j1a je h-tpoyrao ABC npaBuias.

Pemmeme:

HckopucTtuMo pererbe MpPeTXoIHOT 3a/IaTKa U KOHCTPYUITUMO h—KpyT [y
¢ h—tienrpom A koju cagpzxku h—radky B u h—kpyr ls ¢ h—tienrpom B Koju ca-
npxku h—rtadky A. Jeany oj npeceunux h—rtadaka h—Kpyrosa [y, ls O3HAYNMO
ca C'. Tana je h—tpoyrao AABC npasuna#, jep h—tauka C mpunaiga h—Kpyry

h

h
l1, ma Baxku AC' = AB, a nomro upunajia u Kpyry ly, Baxku BC = BA (y
UTay je h—ToyiapHoCT h—1yKn).
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5. V IloerkapeoBoM JUCK MOJIETy JjlaTe Cy JBe Ipase Koje ce ceky. Opeautn
h-6ucekTpucy yria Kojer onpelyjy.

Pememe: Oznagnmo ca S mpecek jparux h—IpaBux p, q.

1° Heka ce h-rtauka S mnokJjara ¢ meaTpom arcosiyre. Taja cy h-tupase p, q
JIEJIOBU €YKJINJICKUX IPaBuX u h—yrao 4 pSq ce mokamna ¢ eyK/JInJICKUM yTrJIOM
£pSq. BucekTpuca yria je mojynpaBa Koja Ipuiiajga TOM yIJIy TakKBa Jia ce
OCHOM PedJIEKCHjOM Y OJIHOCY Ha IIPaBy KOja je CaJIpPxKU je/laH KpaK TOT yIjia
caMKa y Apyru u oOpHyTO. AKO je SS eyK/InmJIcKa OMCEKTpUca eyKJIUJICKOT
yriaa ApSq, oHjia ce eYKIUJICKOM OCHOM pedJIEKCHJOM Y OJHOCY Ha IPaBy
KOja je cajipaKu Kpak Sp cimka y Kpak Sq u obpuyto. Kako h-pediekcuja y
0JIHOCY Ha h—TIpaBy Koja CaJIp:Ku OUCEKTpUCy Ss Jeayje NCTO Kao U eyKJIN/I-
cka ocHa pediekcuja, cien jia ce u h—pedekcujom y ojiHOCY Ha h—TIpaBy
Koja cajipxku Ss h—kpak Sp ciauka y h—kpak Sq u oOpHYTO, OJHOCHO Jia je
h-tonynpasa Ss Tpaxkena h—OucekTpuca.

2° TlpermocraBumo cajia jia ce h—Tadka S pas/uKyje OJ1 IMEeHTPa AlCOIyTe
O. Koncrpyumumo h—cumerpainy [ h—xyxku OS n o3naunmo ca p',q ciauke
h—tpaBux p, g upu h—pediekcuju y ognocy na h—tipasy [. Hakije, cBesu cMo
pobJIeM Ha IPEeTXOIHH, KOjI YMeMO Jia pemnmo. [Ipema Tome, KOHCTPYHIIT-
Mo h—6ucektpucy Os h—yria £p'Oq'. [lonoBHoM npumenom h—pediiekcuje y
ojiHOCY Ha h-TipaBy [ ciukamo h—tpase p', ¢’ y h—1pase p, ¢, a h—-0ucekTpucy
Os' h—yrna £p'Oq’ y h-6ucekrpucy Ss h—yria £pSq.
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6. V IloenkapeoBoMm JIMCK MOJIeJy KOHCTpyHUCATH h-Iy>K Mepe H’l(g).

Pemmeme:

[Torpe6an naM je h-yrao &, ma koncrpynmmmo h-yrao £pOq Takas 1a My
J Yy 2 y

Teme GyJie TleHTap arcoJiyre (Taja cy My Kpalld JIeJIOBU eYKJINJICKUX [PABUX ).
Ha 6ucnmo gobun h—myx h—mepe I171 (%), norpebna HaM je h-1pasa Koja je
yrpaBsHa Ha jeJHOM h—Kkpaky Tor h—yriaa (Hup. Ogq), a h—mapajejiHa ¢ bero-
BuM Jpyrum h-kpakom (Hip. Op). Ta h-mpaBa He MOXKe CaIpKaTh EHTAD
arcosyTe, jep onjia Hehe OnTn mapaJsieHa HI ca jeJHOM KPAKOM yTJIa, [a CJIe/ N
Jla MOpa IPUTAJIATH eyKJIHICKOM KPYTY Ydju ce (€yKJINICKN) TeHTap Halasu
HA eyKJIMJICKO] TpaBoj Koja cajpxku kpak (Og. Taj eykiaujacku Kpyr mopa
caJipxkaT Tadky X y Ipeceky arcosyre u nosynpase Op, na 6u h-mpasa
KOjy OH cajipxku Outa h—mapasenna ¢ h—kpakom Op. Takobhe, Taj Kpyr Mmopa
OuTH yrpaBaH Ha alCoJyTH y Tadku X, I1a CJIeIU J1a IeroB IEeHTAp IPUIaia
tanrenTn arcosyre y tadukn X. Jlakie, nentap Op Tor Kpyra Hajasu ce y
npeceky Te TaHrenre u (eyk/ujcke) nosynpase Og, na KOHCTPYHUIIUMO KPyT
n(O1,01X). Osnaunmo ca A h—-rauky y npeceky h-tipase n u h—kpaka 0q.
Tama je OA h—nyx koja je, o necdununuju dyukiuje Jlobauesckor, h—mepe

171 (£AOp) =171 (4pOq) = I (£).
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