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1 Iloaymapnoct

[Tojam oty aprocTH o3HaT HaM je jorr oJ1 panuje. Ha npumep, 1Ba Tpo-
yrina AABC u ANA'B'C" cy nonynapaa ako uMmajy UCTH OOJUK ¥ BEJIUINHY.
MebyTum, To Huje n1ob6pa jedununuja, jep Mu He 3HAMO HU IITA je TO OOJIUK
HU IIITa je TO BeJIMINHA TPOYTJIa. 3aTO MOPAMO IIPOdATH JIa BUIUMO KAKO jOII
MOKEMO CXBATHUTH TOY/IAPHOCT TPOYIJIOBA. AKO y3MEMO jeJlaH Ol IbUX, HIIP.
AABC n momepaMmo ra cBe JOK ce y MOTIYHOCTH He TPEeKJIONN Ca JPYTUM,
OHJIa je jacHO Jia Cy OHM TOAyJdapHU. A, 1Ta 3HAYU TO Ja r'a MOMepamMo?’
Hu oBo nuje npenuzna jgedunuiuja, a HayIuwm cMO Ja y MaTeMaTUIId MOPa
cBe cTporo Jia ce jiepunnire. OBo MpemymraMo Teopuju, a oBJie hemo moapa-
3yMeBATHU Jla HaM je IOJYJIapHOCT TPOyIJjioBa jeduHucana U Kao mojaM y
IIOTIIYHOCTH! jacHA.

JlBe my)u cMaTpasn MO TOIYJAPHUM aKo MMajy uUCTy jayxuHy. Mehy-
THM, ITOHOBO MMaMO IPOOJIEM, jep MU HUCMO CTPOTO JIe(bUHUCAH TITa je TO
Jry2KuHa JryKu. Ay, Ha Harry cpehy, MoJiyJapHOCT JIyKU MOYKEMO JiepuHu-
caru u 6e3 mojMma JyxKune, a u To hemo npernycrutu teopuju. Oje hemo
caMo HAIIPABUTHU MAJIy JIUCKYCHjy OKO TOTa Jia JIM MOPaMO 3a, JIBe TOLy/IapHe
nyxu ABu A'B' mucatu AB = A’ B’ nimn MoxkeMo, Kao IITO CMO ce HaBUKJIN,
mucatn AB = A'B’ (ty cmarpamo ja cy gyxune nyxu AB u A'B’ jennake).
VY cymrrunu, crporo dpopmasHo riegano, samuc AB = A'B’ o3nauasa ja cy
nyxu AB u A'B’ jennake Kao CKylOBU Tadaka, Tj. Jla e Te JIBe JIyKHU Ca-
cTOje U3 ucTux Tadaka. lTaja cy one mjaentuune. MehyTtum, Mu He 2KeJIMO
Jla ce OTPAHMYMMO CaMO Ha Taj CJIydaj, 11a heMo YCBOJUTH JIOTOBOP Ja KaJia
Hanuiemo Ja je AB = A'B’) ro snaun na cy ayxu AB u A'B' nogygapne, a
HE UgeHTUYHe, Tj. jeJIHAKE KA0 CKYIIOBU TAYAKA.

Cimano, 3a jBa yria £pOq u £p'0'q’ cmarpamo jia cy TO/yJJapHu aKo
nMajy UCTy Mepy y CTelleHuMa mind pajujanuma. Ha mpumep, ako oba yria
umajy mepy 60°, Tj. %, onma cy onm mogygapnu. [lonoso mmamo uctu 1mpo-
6J1eM, jep HECMO CTPOro JebuHUCAIN T je TO Mepa yriaa. Ajm, Mepy yria
hemo mpenusno jiecpunucaTu y Teopuju, Tj. Ha IpejaBambuMa, a oBje hemo
cMaTpaTH Jla HaM je Mepa yriia Jedunucana u jacHa Kao mnojam. Takobe, ka
Cy O3HAKE 3a IOJYJAPHOCT yIJIOBA y HUTAIby, CTPOro (hopMaJiHO 3HAUYEHHE
uspaza ApOq = £p'O'q' jecre na ce T yrjioBU MOKJIAIA]Y KAO CKYIIOBU Ta-
JaKa, Tj. Ja Cy WJICHTUIHU, a KaKO MU He KeJNMO Ja C€ OIPAHUINMO CaMO
Ha Taj ciaydaj, cMarpaheMo Jia Taj u3pa3 3HAYU Ja Cy UM Mepe jeHaKe, a
caMUM TUM U Jia cy nojyaapuu. Jlakie, c/1000/HO MOXKEMO HHUCATH Jia je
£ApOq = £p'O'q" ymecro £pOq = Lp'0'q .

[oacerumo ce caga CraBoBa O HOJYAAPHOCTH TPOYIVIOBA. JacHO HaM je
Jla JIBa MOJyJIlapHa TpoyT/ia uMajy MehycobHno mojytapue ojrosapajyhe crpa-
nure u yriaose. Ob6parno, 3a jBa Tpoyria NAABC u ANA'B'C' nososmHO je



JIOKa3aTU caMo 3a HeKa TPpU Iapa CTpaHulla WX yIVIOBA Jla Cy IOIY/IapHHU.
CraBoBu KOju ce JIOKa3yjy y TEOpUjU U KOjU Jiajy OBE JIOBOJbHE YCJIOBE 3a
HO/LYIAPHOCT J1Ba TpoyTiia 30By ce CTaBoBH 0 MOy apHOCTH TpoyTioBa. Mma
UX 1EeT U caJla heMo UX HABECTH.

CraB 1. Hexa cy gawmu wpoyirosu NABC u ANA'B'C'. Axo sasrcu newtio
0g caegehet:

1° (CYC) AB=A'B', {BAC = LB'A'C'", AC = A'C";

2° (CCC) AB=AB", AC=A'C', BC = B'C’;

3° (YCY) LBAC = AB'A'C", AB=A'B', {ABC = LA'B'C";

4° (CCY) AB=AB'", AC=A'C", LACB = LA'C'B', a yiosu £LABC u
LA'B'C' cy oba owtipa, oba upasa uau 0ba Wyta;

5° (VYC) AB = AB', LACB = LA'C'B', ABAC = LB'A'C";

onga je NABC = NA'B'C'.

c c’

A B A/ B/

Jlaxje, cBaku 0J1 cTaBOBa, 1°-5° eKBUBAJICHTAH je ca IOJLy/IapHOIINY TPO-
yrinosa AABC u ANA'B'C’.

[Ipumerunmo ja Beh KOJ TPOYIJIOBA HE MOXKEMO TEK TAKO IMHCATU 3HAK
»,= ymecTo 3HaKka ,=~=". Ko /y>Ku u yrjioBa ce TO MOYXKe TOJIepUcaTu, jep ce
TY YMECTO jeJIHAKOCTU CKYTIOBa TavaKa MUC/IU Ha jeJIHAKOCT JIYKUHA LYK,
0JIHOCHO Mepa yrioBa. Mehyrum, ojroapajyha Mepa 3a Tpoyriose je moBp-
IIHA, & JIBa TPOYIJIa KOoja MMajy UCTY HOBPIIUHY He MOPajy OUTH MOy IapHa.
Bancra, ako y3MeMo JiBa TPOyIJIa KOja MMAajy UCTY OCHOBUILY W BUCUHY, O]
Jera je jeJlaH OIITPOYIVIM, & JAPYI'd TYLOYIVIM, OHJa je jaCcHO Jla OHU HUCY
HOJIy/IapHE, & UMajy UCTY HOBPIIUHY.

Bparumo ce cazma na CraBose o nojyjapHoctu Tpoyriosa. Ha mnpsu 1o-
rJIe/T HaM ce MOKe ydauHuTH Jjia ¢y crapopu YCV u YYC uctu, jep yKOJIMKO
Cy HaMa II03HaTa HeKa J[Ba yIvia TPOYIJIa, MO3HAT HaM je u Tpehu 300r Tora
mTo je 30up ymiosa y Tpoyriay jeanak 180°, ognocno w. U To je mormyno
tadyHo. Ho, 3acTtanmMo oBje 3a TpenyTak. Ha oBom mpenmery ce msyda-
Bajy /IBe TeoMeTpHuje, eyKIMICKa 1 xunepbosmdka. Bykanjicka reomerpuja
je cranjiap/iHa, yoondajena reoMerpuja ¢ KOjoM ce cycpehemMo joIn y OCHOBHO)]
IIKOJIU, & O XUIEePOOJIMIKOj reoMeTpuju hemo yuauTu Kacuuje. 3a cajia hemo
pehu 1@ ce ucrocrasba Jia he y xunepOoMIKoj reoMeTpuju 30up yriosa y
TPOYIJIy YBEK OMTU Marbu OJ T W Jia Taj 30up Moxke Outu 6myio Koju 6poj



u3mehy 0 u 7. VI3 Tor pasjiora ce oBa JiBa cTaBa U HaBOJE OJBOjeHO, jep he
y XUIIEPOOJIMIKO] T€OMETPHUjU OBO OUTH JIBa IOTIIYHO OJBOjeHa U HE3aBUCHA
cTaBa O MOJYJIAPHOCTH TPOYTJIOBA.

Ocum craBoBa O TOYJIAPHOCTH TPOYIJIOBA, KOPUCTUNEMO jETHO BeOoMa
Mohno TBphere Bezano 3a napasiesiorpam. Hajipe najmo jpedununmjy mapa-
JIeJIOIPaMa.

Hedununmja 1. Yersopoyrao ABCD je uapasenotpam axo je AB || CD u
AD || BC.

Teopema 1. Hexka je y pasru gawi xkoneekcan wetwsopoyiao ABCD. Caegeha
wepherva ¢y eKeusaecHTTINE.

1° Yewsopoyiao ABCD je uapanreaoipam.

2° Csaxa gsa cycegha yina wewsopoyina ABCD cy cytsemenuna.

3° Ilaposu nacupamnuz yirosa wetweopoyira ABCD cy uaposu Gogygaprux
YIA06a.

4° AB || CD v AB=CD

5 AB=CD u AD = BC

6° Jujaionane AC u BD umajy 3ajegruvko cpequuite.

OBy Teopemy nmehemo mokasmbarm. [lojcerumo ce cajia TMEHTPAJHUX U
nepudepujcKux yrioBa.

Hedunnunuja 2. Heka je k kpyr, neka je O mweros niearap u veka cy A, B, C
Tadke ca Tor Kpyra. Yrao £ AC'B 30Be ce tepugepujcru yiao, a yrao £L AOB
30Be Ce UECHTUPAAHU YTaO.



Axko cy mauke C' m O ca ucre crpane npase AB, oHja 3HaMO Ja je
£LAOB = 2L ACB. 3ato ce y ToMm citydajy Kaxke ja nearpaann yrao £ AOB
ogrosapa niepupepujckom yriy £ ACB. C tum y Besu, ako je C' Heka jpyra
tauka Ha Kpyry k maksa ga cy C,C’, O ¢ ucre crpane npase AB, oHjga u3
LAOB =2LACB u £LAOB = 2L AC'B cneqmn na je LACB = LAC'B. 3a
nepudepujcke yriose L ACB u £ AC'B kaxe ce Jja cy Hag UCTUM AYKOM
WA Hag UCTLOM WeWu6oM (y OBOM CIIydajy, JIyKOM AB , OJTHOCHO TETHBOM
AB). Mebyrum, ako je D rmauka Ha Kpyry k Koja ce ca CyIpPOTHe CTpaHe
npaBe AB ox rauaka C,C’, O, onja uwehe outn L ADB = £ ACB. Pasior je
Taj IMTO HEroB o/roBapajyhu nearpaann yrao auje yrao L AOB. Y crBapw,
IbETOB [EHTPAJIHUA yTao je Ha CJIUINA O3HAYEH Ca @ W IPEJICTaB/ba JIOMYHY
yria £ AOB jo nynor yria. U y oBom ciiydajy Baxku Jia je ojrosapajyhu
MEeHTPAJTHI yTao JBa myTa Behn o nepudepujckor, mpakiae ¢ = 2{ ADB. Us-
paayHajmMo koymkn je yrao £ ADB. Kako je myH yrao jeanax 27, ciean ja
je LAOB + ¢ = 27w, ma je p = 2n — LAOB = 21 — 2L ACB. Opagne
zakJpyayjemo ja je LADB =71 — LACB.

[Ipumernmo ma nepudepujcku yriosu £ AC'B u L ADB Hucy HaJi nCTUM
JiyKoM, jep je yrao £ AC'B HaJt JiyKOM @, JI0K je yrao £ AD B HaJt JIyKoM
ACB. DOPMYJIUIITNMO TEOPEMY.

Teopema 2. [lepugepujcru yirosu nag uctwum Aykom cy mehycobrno uogy-
gapru. Iepugepujcku yiio06u nag ucwom WETUBOM CY UAU TOGYJAPHU UNU
CYTUNCMENTIHY YLAOBU.

Baxku u obparno. Haume, neka cy y pasuu jare tauke A, B, C' na Kpyry
k n rauka C’ 3a KOjy He 3HAMO Jia Jin je Ha KpyTry. YKosmko cy C,C’ ca ncre
crpane mpaBe AB u L ACB = L AC'B unu ykonuko cy C,C’ ca cynpoTHux
crpana npase AB u LACB + LAC'B = 7, cneqn ja C' € k.

Axo cy Tauke A, B ca kpyra k Takgse ja je AB npeunux u ako je O menrap
kpyra k, onjya je nenrpasan yrao £ AOB onpyxenn yrao, 1j. £ AOB = 7.

Teopema 3. Ilepupepujcku yiao nag upewHurxom je upas.



Teopema 4. Yiao xoju wpage wanientia v Wewusa Hexkot kpyia k Gogygapar
je uepugpepuickom Yiny Hag Wom WeUGOM.

Hapasno, kako 3naMo Jla y OIIITEM CJIy4ajy MOCTOje JiBa HEIo/y/lapHa
nepudepujcka yria HaJl ICTOM TETUBOM, IIOCTaB/ba C€ MUTAhE KOjeM O]l Ta
JIBa yIJIa je mojyJdapan yrao Koju rpaje terusa u tanrenta’ MehyTum, Kau
MaJio 60/be PasMHUCIUMO, BuJeheMo Jia TaHIe€HTa U TEeTHBA I'PaJie JBa YIVIA.
VY ommrrem ciydajy, jeJaH ojl TUX YIJIOBa je olITap, a JAPYTH je TYI, a KaKo je
jenan nepudepujcku yrao HaJl TETUBOM OIIITap, a JAPYTU TYII, OHJIA je jaCcHO Jia
he omrrap yrao Koju rpajie TeTUBa U TAaHI'€HTa OUTHU MOy IapaH OIITPOM YTy
HAJI TOM TE€TUBOM, & TYII yrao KOju I'pajie TeTUBA U TaHI'eHTa OUTH IOy IapaH
TYIIOM TIepudepujcKoM YIJIy HaJl TOM TETHBOM. YKOJIMKO Cy IaK oba yriia
KOjU T'pajie TaHT'eHTa W TEeTWBa NPaBU, OHJA je Ta TETHBA IPETHHUK, Ia Cy
oba mepudepujcka yria HaJj TOM TETUBOM IpaBa. A CBU NpaBU yTJIOBH CY
MehycobHO oMy IapHu.

3aBpIIUMO OBY YBOJHY IIPUUY JIBEMa TeopeMaMa.

Teopema 5 (YrioBu ca napasennnm kparnuma). Hexa cy £pOq u £p'O'q
waxeu ga je Op || O'p' uw Oq || O'q'. Taga je £pOq = £p'0'q" uru £pOq +
LpO'q =m.

Teopema 6 (YrioBu ca HopmasnuMm Kpanuma). Hexa cy £pOq u £Lp'O'q
wakeu ga je Op L O'p' uw Oq L O'q". Taga je ApOq = £p'O'q" uaru £pOq +
£p'O'q = .



B

Heka je D rtauka na nosynpasoj CB; taksa ja je C1B; = B1D. Tana
je Tauka B; cpemumire nujaronana AC' u C1D, na je gerBopoyrao AC1C'D
napajesorpam. Caemn na je ACy || CD u na je AC; = CD. Kako je
AC, = C1B jep je C) cpemumite AB, mmamo na je C1B = CD, a xKako cy
npase AC, u C1B ucre, ciequ ga je u C1B || CD. Onasue 3ak/bydyjemo
1a je gersopoyrao BC' DCY mapasesnorpam, na umamo ja je BC || C1D n
BC = CyD. Kako umamo jga cy npase C1B; u CiD wucre, ciean ja je
C1B; || BC, akako je By cpeaumire C1 D, cienu na je Cy By = %CID = %BC,
IITO je U Tpedaso JJOKa3aTH.

Hedwunnunuja 3. lyx C; By 30Be ce cpegroa aunuja tpoyria NAABC.

2.



A M B

a) lyxx MN je cpenmwa Jsmauja tpoyria AABC, ma 3akspydyjeMo na je
MN || AC u MN = %AC’. Takobhe, KL je cpenma smnuja tpoyria NACD,
na crean ga je KL || AC u KL = 1 AC. Bakmyuyjemo na je MN || KL n
MN = KL.

Cmmano je u QK cpenma qunauja tpoyria ABCD, na je QK || BC' u
QRK = %BC. Takobe je M P cpeama smnuja tpoyriia AABC, na je MP ||
BC u MP = %BC, na 3akspyuyjemo ja je QK | MP u QK = MP.

6) I3 gema a) mvmamo na je MN || KL u MN = KL, na je 9eTBOpoyrao
MN KL napanenorpam. Crenn ja mwerose gujaronage MK u LN uwmajy
3ajeHIYKO cpeauinre. Takobe, u3 nmena a) 3akmpydyjemo aa je QK || MP u
QK = MP, na je uerBopoyrao K PM (@ napasenorpam. OjiaBie 3aK/bydy-
jemo na merose jujaronasie KM u P() umajy 3ajepnudko cpejuriire. Kako
cvmo nokazain Ja u MK n LN mvajy 3ajeTHIYKO CpeJUITe, a CBaKa JTy’K
MMa jeIMHCTBEHO CpeJIITe, caeau da cee Tpu ayxu (MK, LN u PQ) nmajy
3ajeITHIIKO CPETUIITE.

B) [yx PM je cpeama smauja tpoyria AABC, naje PM || BC, a nyx MQ
je cpemma smauja Tpoyria AABD, na je M@ || AD. Ako ca £(AD, BC)
o3HaUINMO yrao koju rpaje npase AD u BC, ouma taj yrao u yrao £ PMQ)
nMajy napaJiesine Kpake, mma cy noaynapau. lakiae, LPMQ = £(AD, BC).

Hyx PN je cpenmwa munuja tpoyria AABC, na je PN || AB, a myx
NQ@ je cpeamwa ymnuja Tpoyria ABCD, na je MQ || CD. Yrao koju rpaje
npaBe AB u C'D u yrao £ PN(@) umajy mapaJjiejine Kpake, 1ma Mopajy ourn
jemraxu, onnocno Baxku £ PNQ = £(AB,CD).

Konauno, LM je cpenmwa qunuja tpoyria AABD, na je LM || BD, a
MN je cpenma mmauja tpoyrina AABC, na je MN || AC. Cana sBugumo
na yriaosu £LLMN u £(AC, BD) umajy napajesne Kpake, Ia CJIejan Ja je
LLMN = £L(AC, BD).



Osnaunmo ca C' nojgHoxje Bucune u3 remena C' Ha npasoj AB, a ca H'
TauKy Koja je cumerpudna oprorentpy H y omnocy na crpanuiy AB (y mu-
tamy je ocaa cumerpuja). Taga je HH' 1 AB u rauka C’ je cpeauiire jiyxKu
HH' 1tj. HC" =C'H'. Kako jeu L HC'A = £LH'C'A, jep cy oba yria mpasa
(jenmaxa 90°, ogmocno §) u AC" = AC”, na ocnosy crasa CYC 3axbyHuyjemMo
na je AHC'A =2 AH'C'A. Jlobujamo na je LAH'C' = LAHC'. Hama je
b Jga Jokazkemo ga cy yrinosu £AH'C' m £ ABC nonynapuu, jep hemo
onjia umaru jia je yrao £ AH'C nepudepujcku Hajl JIyKOM @, na he H’
npunajatu omucasom Kpyry tpoyriaa AABC. Yrimosu LAH'C' v LAH'C
cy ucTH, 1a je j10BoJbHO joKasaTu ja je LAHC" = L ABC. Mebhyrum, Kako
je HC" 1. AB jep je HC' Bucuna, u AH 1 BC jep je AH BucuHa, ciean
na yrinosu L AHC' u L ABC umajy HopMaJiHe Kpake, Te cy Meljycobno mory-
JIAPHU.

0)




Osznraunmo ca C cpeaurire crpanuiie AB tpoyina AABC u ca Hy Tadky
cuMmerpuuHy oprorentpy H y ommocy na tauky C) (caza je y nuramy IeH-
TpaJita cumerpuja). Tana je rauka C cpemumire nyxu H Hy. Y aeTBopoyriy
AH,BH nujaronane AB u HH; umajy 3ajeanndko cpeaurire, tadky Cf,
Ia je y mnurTamy mnapajenorpaMm. 3akibydyjemo jga je BH || H1A u na je
AH || HiB. Kako je BH Bucuna, cieau jna je BH 1 AC, na ciaenn u jia je
H\A 1L AC, 1j. LH,AC = 7. IIpema Tome, Tpoyrao AACH, je npasoyrimu,
a je IeHTap HEroBor OMKMCAHOr KpyTa (Jakie Kpyra KOju CaIpKu HeroBa
remena A, C, Hy) cpeaurire xunorenyse C'H;.

Comano, AH je sucuna, na je AH | BC, a nomrro je HiB || AH, cienn
na je HiB 1 BC, 1j. naje LH,BC = 7. Ilpema Tome, Tpoyrao ABCH,
je mpaBOyrM, ma ce IEeHTap HEeroBOrI OMMUCAHOT Kpyra (Jakje Kpyra Koju
cajp:ku meroa temena B, C| Hy) cpenninre xunorenyse C Hy.

Ommcann xkpyrosu tpoyrioBa AACH; n ABCH, nmajy ucrtu 1eHTap
(cpemumre jyxu C'Hy) u uctu noiaynpednuk (nososuna jgyxu CHip), Te
TH TPOYIVIOBH MMajy MCTH onucanu Kpyr. Jlakie, jejan uctu Kpyr cajipu
tauke A, B,C, H;. Kako ce okO cBakor Tpoyrjia MOKe OIHCATH CaMO jeJlaH
KpyT, Tj. 3a CBaKe TPHU TadyKe IIOCTOjU j€JIMHCTBEHM KPYT KOJU HUX CaJIPKH,
caenn g ormcaru Kpyr Tpoyria AABC (1j. oHaj KPYT KOjU CaJIp:Ki HeroBa
temena A, B, C') mopa 6utn ucTi Kao 1 Kpyr Koju caapxu tTauke A, B, C, H;
(makse, 3ajepnnuku onucanu Kpyr tpoyrioa AACH; u ABCH;). Osum
CMO JIOKa3aJu Jia ce Tadka Hi Hajasu Ha ornmcanom kpyry tpoyria AABC,
IITO je U Tpedaso JJOKA3aTH.

[MITaBurie, y oBoMm 3ajaTKy cMO JoKazaju u ciejiehe. Kako ce menrap
3ajeJIHIIKOT OIMMCAHOT KpyTra 3a mpasoyrie Tpoyriose AACH, n ABCH;
nasiasu Ha cpegumnty C'Hy, cienn ja je CHy meroB npednuk. A 1omiTo je
Taj Kpyr UCTU Kao U omumcanu Kpyr 3a Tpoyrao ANABC, creqn na je C'Hy
pevHuk onucanor kpyra rpoyria AABC.

Hamomena 1. Y 3a/1aTKy ce TpayKujo Ja JOKaKeMO Jia U TaIKe CUMETPUIHE
oproriearpy H y omnocy na crpanune AC u BC, Kao U Tauke CUMETPUIHE
CPEJIMIITUMA TUX CTPAHWIA, MPUNAJajy onucanom kKpyry tpoyria AABC.
MebhyTtum, To HUje mOTpeOHO TMocebHo joKazuBaTu. Hawmme, cBe Tpu crpa-
uure Tpoyria AABC melhycobHO ¢y paBHOIpaBHE, I1a WCTH JIOKA3 KOjU je
IpUKAa3aH 3a Tadke cuMeTpudHe oprorenTpy H y ogHocy Ha crpanuiy AB u
cpepurire crpanuie AB (tauke H' u Hi) Baxkuhe u 3a npeocrajie Tadke, y3
npoMeny ojroapajyhux ciosa (Hrmp. caoBo A 3aMeHHMO CJIOBOM B, CJI0BO
B zamenumo ciaosom C', cioBo C' 3amennmo ciioBoMm A, cioso C' cioBom A’
U MMaMO JIOKa3 3a TadKe Koje Cy CUMeTpudHe opToneHTpy H y oamocy na
crpanutty BC' u cpemumire crpanure BC).
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Heka je H; Tauka u3 3. 3ajarka, Tj. Tauka CUMeTpPUYHA OPTONEHTPY H
y onuocy na cpemumre () crpanute AB. I[locmarpajmo tpoyrao ACH H.
Kako je C cpeaurmre merose crpanute Hy H, ciienn ma je myxx C'C Texxuina
ay2k Tor Tpoyria. Takobhe, ayx C'CY je n texurnina ayx Tpoyria AABC,
jep je C} cpemumre mwerose crpanute AB. U3 3. 3agarka ciaean ga je C'Hy
npedHuk onucanor kpyra rpoyria AABC, ma je mweros nentap O cpeuiire
nyxu C'Hy. Jdaxie, qyxx HO je texkummna jy2k Tpoyriaa ACHy H, ma je mwen
npecek ca texkumaoM jyxu C'Cy rexxumire Tpoyria AC H1H. O3raanmo ra
ca Ty u nokazxkumMo ja je To y crBapu Tadka 1 (rexuinre Tpoyriaa AABC),
Tj. jaje Ty =T1T.

Kako je Texkurre cBakor Tpoyria Tadka Koja JIeJI HEroBe TEXKUIIIHE
qyxRu y ognocy 2:1, ciaenn ga rexurire T tpoyria AABC nenu meroBy
rexkumny jyk C'Cy y omnocy 2:1, 1j. Baxku CT : TCy = 2 : 1. Takobe,
texkurnre 17 tpoyria ACHH nemn mwerosy texuniay iy C'Cy y omHOCY
2:1, 1j. Baxku CT7 : T'Cy = 2 : 1. Kako je Tauka Koja JieJin HEKY YK
y HEKOM OJIHOCY jeJIMHCTBeHa, ciequ jga je 17 = T. Hakie, T je Texuiire
u tpoyriia ACH{H. Tlpema tome, Tauka T Hpuiajia mHeroBoj TEXKUITHO]
nyxu HO (ma cy H,T,O konuxeapue) u jgeiu je y omHocy 2:1, Tj. BaKu
HT :TO =2 :1. Kako T npumaja 6am jgy:xxu HO, ciean jga Bekropu H
u ﬁ nmajy nctu emep, a w3 HT : TO =2 : 1 cneqm na je HT = 2T0O, nia je
zancrta H1' = Qﬁ.

Hedunumnuja 4. Ilpasa koja caapxu xoauHeapue tadke H,T, O 3oBe ce
Ojaeposa tpasa.

5.
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A c’ Ch B

Heka cy A, B', C' penom nojnnoxja Bucuna u3 remena A, B, C' na crpa-
nuriama BC, C' A, AB tpoyria ANABC u neka cy Ay, By, C pejioM cpejuiira
crparuta BC, C'A, AB. Jlyxu koje ciajajy Temena u oprorerTap H Tpoyria
ANABC cy nyxu AH, BH, CH, na o3aaaumo pejom ca D, E| F' wuxoBa cpe-
qumra. Tpeba joKasaTn J1a TMOCTOju KPYT KOjU CaJIPyKU OBUX JIEBET Tavaka
(A, B, C" Ay, B,C, D, E, F).

[TocmaTpajmo gerBopoyrao DE A1 By. [yx BiA; je cpeimba JmHuja TPo-
yra AABC, na je BjA; || AB u B1A; = %AB, a qyx DFE je cpeinma
munnja tpoyrna AABH, na je DE || AB u EF = 1AB. Bakmyuyjemo zna
je DE A, By napasenorpam. Ilopes tora, DB je cpeama JiMHEAja TPOYTJIa
ANACH, na je DB, || CH. Kako je CH 1 AB jep je CH Bucuna, cieiu
na je DBy 1 AB. Mebhyrum, umamo na je B1A; || AB, na je DBy L B A;.
[Ipema Tome, yrao £ DB1A; je mpaB, mma Kako je mapajejorpaM KOju nuMa
jesaH mpaB yrao y CTBapu IMPaBOyTAOHUK, CJIeIu Ja je deTBopoyrao DE A By
nmpaBoyraonnk. Kako ce OKO paBOoyraoHHKa MOXKEe OIMCATH KPYT, CJIEIN J1a
[IOCTOjH KPyT Koju caap:ku tadke Aq, By, D, E.

Cimano, gyerBopoyrao BiC1EF je npaBoyraoHWK. 3aucTa, OH je Iapa-
jeyorpam, jep je B1CY cpeama munuja tpoyriia AABC, na je BiCy || BC
n BiCy = $BC u EF je cpeawa smunja tpoyrna ABCH, na je EF || BC
n FF = %BC, ofakse 3ak/pydyjemo jga je B1Cy || EF u BiCy = EF.
[Mopen rora, C1F je cpemma smanja tpoyriia AABH, na je C1F || AH, a
nomro je AH 1 BC jep je AH Bucuna, Baxku u C1E 1 BC. A xako je
B,Cy || BC, cienn na je C1E L B1CY, 1j. na je yrao £B;C1E upas, na je
geTrBopoyrao B,C EF mapaJeiorpam ca jeJJHUM IIPABUM YTJIOM, OJTHOCHO OH
je TpaBOYTaOHUK.

Kako je jumjaronasia mpaBoyraoHuKa IPEYHUK FHEIOBOI OIMKUCAHOT KPyTa,
CJIEJIN JIa je IheroB IEHTAp CPEJUINTE JInjaroHasie, a moJIyIIPEeIHUK TOJIOBUHA
aujaronase. Jlyx By FE je 3ajennutdka jaujaronasia npapoyraonuka DFEA; By
n BiC1EF, na ciean ja Onucann KPyroOBU TUX MIPABOYTAOHUKA UMajy UCTU
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[EeHTap W UCTHU MOJIYIPEIHUK, OJHOCHO Ta JBa IPABOYTAOHUKA MMAjy WCTH
ormucanu Kpyr. Jlakie, Kpyr koju cajpxu tauke Ay, By, D, E caapxu u
tauke By, C1, F, F. Jlakye, mocToju Kpyr, HA30BUMO Ta k, KOJU CaJIP:KN TadKe
Ay, B,C1, D, EF.

Ocraje Ham jorr ja jgokaxkemo Ja tauke A, B’ C' npunajiajy Tom Kpyry.
Hyx By FE je npeunuk kpyra k, a yrao £ By B'E je npas, jep je B'FE Bucuna, a
upasa BB’ je ucra xao u npasa AC. Kako 3Hamo jia je nepudepujcku yrao
HaJ[ IPEIHUKOM IpaB, caean na je £ By B'E nepudepujckn Haj NPEeTHUKOM
B1E xpyra k, na tauka B’ npunaja kpyry k. CimdHO J0Kasyjemo u ja
tauke A’ C' npumayajy kpyry k. Yoummo aujaronany DA; mpaBoyraoHuKa
DEA;B; u upumerumo ja je yrao £ DA’A; upas, jep je DA’ Bucuna, a
npasa A’A; je ucra kao u npasa BC. Ouya je £ DA’ Ay nepudepujcku Ha,x
npeunukoM DA; xkpyra k, na A’ npunaga kpyry k. 3a Tauky C’ yoummo
mujaronany F'Cy npasoyraonuka ByCy EF u npumernvo 1a je £FC'Cy = §
jep je FC’" Bucuna, a upasa C'C, ucra xkao u npaBa AB. Ownjga je yrao
£ FC'Cy nepudepujcku Haj npeanukom F'Cy, na je C' € k.

Hedunnunuja 5. Kpyr koju caupxu rauke A, B, C', Ay, B,,Cy,D,E,F
soBe ce 0jaepos Kpiyi.

Hedunumnuja 6. Yersopoyrao ABCD je Wetwusan aKo ¢ OKO Fhera MOXKe
ormcaTn KPyT, Tj. aKO MOCTOjU KPyT KOju caJip:Ku mweropa temena A, B, C, D.

[TocmaTpajmo kouBekcan derBopoyrao ABC'D. Heka je on teruBan. Ha-
cupavuan yriioBun £ BAD u £ BC'D cy nepudepujcku yriioBu HaJ TETUBOM
BD u npu tome cy taure A, C' ca cynporaux crpana npase BD. Cnenn ma
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je ABAD + ABCD = w. O6paTHo, HEKa HE 3HAMO JIa JI je 9eTBOPOyTrao
ABCD reruBam, a umamo ja je £ BAD + £ BC'D = 7. Ilocmarpajmo Kpyr
k ommcan oko Tpoyria AABD. Kako ce tauke A,C' Hajaze ca CynmpoTHHUX
crpana npaBe BD, ciequ ma je yrao £ BC'D nepudepujcku HaJl TETHUBOM
BD, na meroso Teme C' npunasa kpyry k. Jlakie, kpyr k caapxku Temena
gerBopoyria ABC D, na je werBopoyrao ABC'D teruBan.

Jlakje, ycjioB ja Ccy HacHpaMHH yTJIOBH KOHBEKCHOI YETBOPOYIJIA CY-
[UIEMEHTHHU MOoTpebaH je U JI0BO/baH (JlaKjie eKBUBAJIEHTAH) Jia 9eTBOPOYTa0
ABCD 6yne terusan. Crenujaano, yKOJIUKO CY HAIIPAMHEU yTJIOBH YeTBOPO-
yruta ABC'D tpaBu, OHJla Cy OHHU CYILUIEMEHTHH, ma je derBopoyrao ABC'D
reruBaH. (OOpaTHO, HAPABHO, HE BaKH, Tj. I[OCTOje YETBOPOYIJIOBU KOjU
Cy TETUBHE a HACIPAMHH YIJIOBU HUCY IPaBHU YIJIOBU (y CYHPOTHOM OH TO
MOpaJIo BayKUTH 3a 00a mapa HAaCIpaMHUX yIJIOBa, Ia O Taj 4eTBOpOyrao
MOpao OMTH MPaBOYTAOHUK, & 3HAMO Jia TOCTOjeé W TeTUBHU YEeTBOPOYTJIOBU
KOjU HUCY TIPABOYTAOHUIN).

O/ eKBUBAJIEHTHUX YCJIOBA 32 TETHMBHOCT KOHBEKCHOI YETBOPOYIJIA JIa-
hewmo jomr jegan. Axo je uerBopoyrao ABC'D kousekcan u £ ADB = L ACB,
oHJia je Taj deTBopoyrao TeruBaH. OBaj yCJIOB je y CTBApU YCJIOB IOJLyIap-

noctu nepudepujckux yriiosa L ADB = £ AC' B naj 1yKom AB (rauke C, D
cy ca ucre crpade npase AB).

Heka je M mpousBo/bHa Tauka Ha KPYry ommcanoMm oko Tpoyria ANABC
u Heka cy P, Q, R pejom nojgnoxkja nHopmadsia u3 M wa npasuma AB, BC, C A.
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Vkouko jokaxkemo ja je L PQB = LCQR, oujga he 360r KoJmmHEAPHOCTH
radaka B, Q,C (Q je nognoxje vopmasie uz M ua npasoj BC, ma npunaja
Toj npaBoj) yriaosu £ PQB u ACQR 6utn yHakpcHH, Ta lie OHIa u Tadke
P, (), R npumajiatu jeiHOj IpaBoj, Tj. Ouhe KojmHEeapHe.

Younmo gerBopoyrao APM R. Ou je reruBai, jep ¢y My CYIPOTHU YIVIOBA
LAPM u £LARM mupasu, na cy cymwiementan. Cregn jga cy u Japyra jaBa
cynporta yria cymiementaa, 1j. L PAR + APMR = w. [ame, younmo
gerBopoyrao CQM R. U ou je Tetusan, jep cy my cyupornu yriiosu £CQM
u LC'RM mupasu, na cy cymaemeratan. Ojasae heMo 3aK/byduTu Jia Cy Iie-
pudepujcku yriiosu LCQR u LCM R naj jiykom CR nogyaapau. lakie,
LCQR = LCMR.

[Tocmarpajmo casia gerBopoyrao PBMQ. Hbemy cy yrimosu £ BQM u
£BPM wnan BM nomymapuu, jep cy To upasu yriosu. Crean ja je 9eTBo-
poyrao PBM () teruBan, ma je L PQB = £PMB, jep cy To nepudepnjcKu
YIJIOBH HaJI JIyKOM PB. Konauno, gersopoyrao ABMC' je teruBan (10 Jie-
dunumuju, mwerosa remena A, B, M,C' npunajiajy jelHOM Kpyry # TO Oari
ormcaroM Kpyry Tpoyria AABC), na cy cynporau yriaosu £ BAC u LBMC
cymiementan, 1j. L BAC + ABMC = 7.

Caja, kako je L BAC = £ PAR jep je y nnuramby UCTH yrao ¥ KaKO BayKu
na je LBAC + £ BMC = mu £PAR + APMR = m, 3ak/bydyjemMo Ja je
ABMC = APMR. A kako nmamo ja je L BMC = £BMP + APMC
u {PMR = APMC + {CMR, cineqn na je {BMP = LCMR. Opasne
cienn, 300or L PQB = APMB u ACQR = £CMR, na je APQB = LCQR,

IITO CMO M 2KeJIieJIn J1a JOKazKeMO.

Hedbunumnuja 7. IIpaBa koja cagp:xkxu tauke P, (Q), R 3oBe ce Cumconosa
upasa.

Hedbunumnuja 8. Yersopoyrao ABC'D je Wwanieniar YKOJIUKO Ce y Hera
MOYKe YIMCATH KPYT, Tj. YKOJUKO IOCTOJU KPYT TaKaB Jla Cy CTPAHUIE TOT
quBOpoyFﬂa TaHI'€HTE€ Ha TOM prFy

AKko ce KoJ1 9eTBOpOyT/Ia OUCEKTPHUCE YHYTPAIIHLUX YIJIOBA CEKY Y jEIIHO]
TavdKM, OHJIA je Ta] 9eTBOPOYyTra0 TaHTE€HTAaH.

7. a)
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Heka je P nogaOXKje HopMmaste u3 S Ha crparutin AB u Heka je () mpecedHa
tauka npase PS u crpanune C'D. Oszmaunmo yrao £ BAC = «a un yrao
LAABD = . Kaxko je {BAS = ABAC = au {ABS = {ABD = [,
3 £ BAS + LABS + LASB = 7 u LASB = 7 (aujaronaje 4eTBopoyria
ABCD cy mopmaine) ciean ja je a + S+ 5 =7, 1j. jaje a+ = 7.

Hame, ABDC = ABAC = a u LACD = LABD = [ (nepudepujcku
yriosu maj uctuM JTykoMm). Kako je LAPS = § u £LPAS = £BAS = «,
cnemn ja je LPSA=m—LAPS — {PAS =7~ 4 —a=4—a=[3. llopex
Tora, Kaxo je L ASB = 7, cinemu na je {PSB = LASB—4PSA =5—f=q.

Cayia mpumernmo j1a cy yriou £ DSQ n L PSB yHakpcHH, Ta cjien ja
je £DSQ = LPSB = «. Takobe, yrnosu £CSQ u £ PSA ynakpchu, ma je
u £CSQ = £LPSA= .Y tpoyrny ADSQ cy yrimosu £DSQ = aun £SDQ
noxynapuu (jep je £SDQ = £LBDC' = «), na je ou jeanakokpakuu. Cienn
naje DQ = QS. Ay tpoyrimy ACSQ cy yrimosu £CSQ = f u £L5CQ 1o-
aynapuu (jep je £SCQ = LACD = f3), na je u Taj TpOyrao jeJHAaKOKPaKW.
Crnemn na je C'QQ = @S, ma 3ajeano ca DQ = QS ciequna je CQ = DQ,
ojtHOCHO J1a je () cpemurire C'D.

6)
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Jokaxkumo ma cy A'S, B'S, C'S, D'S cumerpajie yHyTpallbux yIIoBa KO
remena A’, B',C’', D' werBopoyrna A'B'C'D’. Tana hemo mmaru ja je cu-
MeTpaJjie YHyTpallmbux yriosa dersopoyrina A'B'C'D' cexky y jennoj tadxku
(rauku S), ma he To GUTH IEHTAP HETOBOI YIMCAHOT KPYyTa, a caM YeTBOPO-
yrao he OuTH TaHrC€HTHH.

Yeropoyrao A'BB'S je reruBan. 3amncra, Hacupamuu yriosu £ BA'S n
£BB'S cy oba mpasa, ma cy u cymiemertan. Canaso, yersopoyrao B'C'C'S
je Terusan jep cy nacupamuu yriosu £CB'S u £LCC'S cy oba npasa, na cy
CyILJIEeMEHTHH, 3aTuM je derBopoyrao C'DD’S terusan jep cy My HaclpaMHu
yraosu £ DC'S u £DD’'S oba npasa, na cy CyIIeMEHTHH, U, KOHAYHO, T€TBO-
poyrao D'AA'S je reruBan jep cy my Hacupamun yriosu £ AD'S uw LAA'S
oba mpasa, 1a cy cyieMenTHu. uade, cBE Masonpe HOMEHYTH YIJIOBU CY
upasu jep cy, no gedununuju, tauke A, B’ C', D’ nognoxja Hopmasia u3 S
penom Ha crpanunama AB, BC,CD, DA.

[Tpe HEro mTo MCKOPUCTUMO TETUBHOCT TOPEIHOMEHYTUX YE€TBOPOYIJIOBA,
osHaunmo yriose: £SA'B' = a, LSB'C' = 3, LSC'D" = ~, LSD'A" = 6.
N3 rerusnoctn versopoyria A'BB'S cnemn na je LKSBB' = £SA'B = «
(mepudepujcku HaJT JyKOM @) Mebhyrum, L DBC = £SBB’' = «, na
u3 reruBnoctu dersopoyria ABCD cinenn na je L DAC = ADBC = «
(mepudepujcKn HAJT JIyKOM Z/DE’), a caga n3 £LSAD' = LCAD = « u TeTus-
Hoctu derBopoyria D'AA'S cnemn na je LSA'D' = LSAD" = . Jlakie,

17



L£SA'B = a = LSA'D’, na je zaucra A'S cumerpana yrna B'A'D') 1j.
yHyTpalbher yria Koj remena A wersopoyria A'B'C'D’.

CacBum camuno ce pokasyje ga je f = £SB'C' = £LSCC" = LACD =
LABD = LA'BS = LA'B'S, 1j. na je LSB'C' = £SB'A’ = (3, a 3atum
u na je £SC'D' = LSC'B" =~y u LSD'A" = LSD'C'" = 6. [akie, 3aucra
ce Tadka S Hajla3M y [IPECEKy CUMeTpaJjia yHYTPaIbIX yIJIoBa YeTBOPOyTIIa
A'B'C'D’, na je Taj ueTBOpOyrao TaHr€HTAH.

[Tpumernmo ma cy ynyrpammbu yriaosu kou temena A, B', C', D' gerso-
poyrina A’B'C'D' noxynapuu pejgom yriouMma 2a, 203, 2y, 29. Ha 6ucmo J10-
kazasu ja je A'B'C’'D’ reruBaH, J0BOJBHO je JIOKa3aTH Jia je 30up Heka JBa
CynpoTHa yrja, HIp. yriaosa koj remena A u C') jelHaK ONPYKEHOM YIJIy.
Jpyrum peunma, JOBOJBHO je JIOKa3aTu Ja je 2« + 277 = 7, OJHOCHO Jia je
a+ vy = 3. Uz nperxoxunor umamo ja je £SBC = a n ga je £SCB = v, na
Kako n3 ycsoBa Hopmasinoctu jujaronasa AC' u BD dersopoyriia ABC'D
umamo Jia je L BSC = 7, ciequ ja je

T

a+7:4530+4503=w—43502w—g:5.
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Osznaunmo npecedne Tadke opux npasa ca A, B, C, D, F/, F', Kao Ha CJIUIIN.
Tana numamo gerupu tpoyria (to cy ADEF, ABCD, AABF, ANACE). Heka
cy ki, ko, ks, ky peioM IUXOBU OlMcaHu Kpyrosu. zKeamMo ja J0KaxKeMo Jia
ce oHU CeKy y jeqnoj tauku. Heka cy X, D npecedne tauke Kpyrosa ki u k.
Osznaunmo yriose L EDF = a, AEXD = u ADXB =+. Yriosu £ BDC
u L EDF cy ynakpcuu, na cy nogyaapuau. Jlakine, L BDC = a. Yrao LAEXF
je mepudepujcKu HaJT JTyKOM EF, na je noaymapan yry L EDFE. Cnenn ja
je LEXF = «. Takobe, yrao L BXC' je nepudepujcku HaJI JIyKOM Z}Z‘, na
je mogynapan yriuy £ BDC. Cremn na je u L BXC = a.

Nmanvo u j1a je LEFD = LEXD = 3 jep ¢y To niepudepujcKu yrjioBu
HaJI JIYKOM EZ\), kao U LADCB = ADXB = ~ jep cy 1o nepudepujckn
YIJIOBU HAJI JIYKOM DB. Oxapenumvo yrao L BAF = LCAE, nomrro je 1o
3ajeIHUIKN yHyTpalimu yrao dersopoyrioa ABXF u ACXE. Y tome he
nam nomohu yrao LC'EFA koju je croJbalimu yrao Koju TeMena F Tpoyria
DEF, na je jeinak 30Upy IHEroBa JiBa HECYCeIHA YHYTPAIlba yIya, a TO
cy LEFD = f u AEDF = «. [Hakne, LCEA = a+ . Cnean jga je
LCAE =71 — ACEA—-—LACE=mm1—a—[—7.

Cama jokazyjemo ja cy derBopoyriosu ABXF uw ACXE terusHu, jep
hemo TaJta 100UTH 78 FBUXOBO 3ajeIHIIKO TeMe X TPHUIaa KPyroBUMa KOju
casipke Tatuke A, B, F', omrocno A, C| E, a To cy baI onucann KpyroBu Tpo-
yrioBa AABF, omnocio AACE. A kako je ABXF = ABXD + £DXF +
AEXF =a++vy,kaou LCXE = LCXB+ABXD+4ADXFE = a+ 5+,
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cienn jia cy cynporau yruiosu £ BAF u £ BXF qerBopoyria ABXF, on-
nocio LCAFE n £CXE gersopoyria ACXF, cymiementru. [lakie, To cy
TETUBHY YeTBOPOYIJIOBH, T1a nMaMo ja X npuraja kpyrosuma ks, ky (omnmca-
M OokO Tpoyriosa AABF, omrocao AACE).

[Ipema Tome, Tauka X npunajga Kpyrosuma ki, ks, ks, ky. Kako ce kpy-
rosu ki, ko ceky y Taukama D, X, a pecek cBa Y€TUPHU KPYTa CAJIPKHI TAIKY
X u Mopa 6uUTH MOJICKYI CKyIa KOJju je mpecek ki u ko, cleu Jjia je mnpecek
ca wernpn kpyra mm ckyn {D, X} wmm ckyn {X} (1j. camo tauka X).
Mebhytum, Tauka D mHe npurajia ou Kpyry ks om Kpyry k4, 1a cjaejau jia He
NpUIIaJia IpeceKky cBa deTupu Kpyra. Jlakie, mpecek kpyrosa ki, ko, ks, ky je
camo Tadka X, Tj. Ta YETHPHU KPyra CeKy ce y jennoj tauku (tadku X ).

Hedunumnuja 9. Heka je o paBan u Heka ce y 1\0j Hamase qyxK AB u yrao
ApOq. Megujamupuca nyxu AB je mweHa cumerpaJsia, Tj. TO je IpaBa y PABHH
' KOja CaJpKU HEHO CPEeJIUIITe U HOPMaJiHa je Ha 10j. DbucexWpuca yria
ApOq je monynpasa quje je Teme tadka O, Koja upwuiajia yriy £pOq u Koja
nenn yrao £pOq Ha JiBa TOIyIapHa yIia.

JakJie, Mejiujarpuca JIy>K¥ je UCTO IITO U CUMeTpaJia JIy»KH, JOK je Ou-
CEKTpHCa yIJla UoAYyUpasa Koja Ta JeIu Ha JIBa MOJyapHa yIjla 38 PasJ/InKy
0JI cUMeTpaJe yrjla Koja je Upasa Koja cajp:Ku oucektpucy. Mehyrum, y
JlaJbeM pajty HehemMo OMTH TOJIMKO CTPUKTHH JIa JIM je HEIITO OMCEKTPUca
WIN CUMeTpaJia JIOKJIe ol HaM Huje OUTHO Ja Ji je y [HUTaiby [paBa WIn
MIOJTyITPABA.

Teopema 7. Heka je o pasan u mexa ce y 1oj nanaze gyoic AB u yiao
£ApOq. Megujamupuca gyorcu AB je ckyt ceur Wwavaka X pashu & WAKGUT
ga je XA = XB. Bucexmpuca yina £pOq je ckyu ceux Wwavaxa Y pasHu
a xoje upuuagajy yiny £pOq waxeux ga je YY) = Y'Yy, 1ge je Y1 uognoorcje
nopmane u3 Y na xpaxy Op, a Ys Gognooicje nopmane u3 Y na xpaxy Oq.
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Jpyrum pednma, MejujaTpuca JyzKHU KOja ce HAJa3W Y PaBHU (v je CKYI
CBUX TavdaKa paBHU (¢ KOje CY IOJjeTHAKO yJa/beHe OJI IhbeHUX TeMeHa, a Ou-
CEeKTpHCa yIJa KOjU ce HajJa3W y PaBHU (¢ je CKYIl CBUX TadaKa PaBHU «
KOje TpUTa/iajy yIviy W Koje Cy TO/IjeJTHaKO yAaJheHe O] FheTOBUX KPAKOBA.
Hoka3. Hexka je X npomsBospbia Tauka mejgujarpuce jayxu AB. Ako je X
cpepurire ayxu AB, onma oamax cien Ja je XA = X B (1o pedbununujn
cpepurira jyxku). Heka X uuje cpepurire jyxu AB, a mera (cpeauiire)
oznadumo ca 0. [Tocmarpajmo tpoyriiose AXOA u AXOB. Tu tpoyriosu
nmajy 3ajeandky crpanuity X O, 3atum cy um yriuosu L XOA u £ XOB 1o-
nynapau jep cy to mnpasu yriaosu (X je Ha Memmjarpucy ayxu AB, ma je
XO 1L AB) u crpanutie OA u OB cy um nojypapue jep je O cpewuirre jiyxKu
AB. Ha ocuoBy craBa CYC zak/byuyjemo ja je AXOA = AXOB, na cienn
na je XA = X B, mro cMO 1 XTeJIH Jia JOKazKeMO.

Ob6patno, neka je X Tauka paBau « Taksa ja je XA = XB. Ako je
X cpemumre qyxu AB, oHma 10 JgeduHANAT MeauTpace ciean ga joj X
npunajia. Heka X wuje cpemumire nyxku AB u o3naumvo cpeaumre ca O.
Ha 6ucmo mokasaim ja X mpunaja Meaujarpucu Jayxu AB, J0OBOJBHO je
na jokaxkemo jia je XO 1 AB. Tlocmarpajmo tionoBo tpoyriiose £ XOA u
A XOB. Bbuma je crpanuna X O 3ajeanntka, 3atuMm je OA = OB jep je O
cpeaurnire gy AB u no npernocrasim Baxku XA = X B. 3axibydyjemo
Ha ocuoBy craBa CCC ma je AXOA =2 ANXOB, na je AXOA = £XOB.
Kaxko je L{AOB =71 u LAOB = £ XOA+ A XOB =24 X0OB, cnegu na je
£XOB =7, 1j. naje XO L AB.

q

Yy
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Heka je Y mpoussosbna Tauka 6ucekrpuce yria £pOq. Ako je Y = O,
onjia cy oaroapajyha mognoxkja HopMmasa Y; u Yo Ha kpamuma Op u Oq
yria £pOgq u3 tauke Y (= O) ucro jeanaka tadku O, 1j. Y7 = Ys = O, a
onjia jacuo Baxku YY; = YY;. Heka je tauka Y pazmumanra ox temena O
youta £pOq n Heka cy Y7, Yy mogHOXKja HOpMasa u3 Y pPejoM Ha Kpaluma
Op, Oq yrina £pOq. Tlocmarpajmo tpoyrioe AY OY; u AY OY,. Houma je
YO 3zajeqamuka crpanuna, 3atuMm je £YO0Y; = LY OY; jep je nosynpasa
OY oucekrpuca yriia £Y,0Y,, na ra genm Ha npa nogygapaa yraa £Y OY) u
LY OYs, u yroiosu £YY10 u £Y Y50 cy nogymapau jep ¢y TO IpaBu yIJIOBH.
Bakspydayjemo Ha ocHOBY ctaa Y YC nma je AYOY; =2 AYOY,, ma nobujamo
na je YY) =YY, mro cMo u XTesu Jia JIOKaXKeMo.

Obparno, neka je Y rtauka u3 paBHu « u neka je YY) = Y'Y, rme cy
Y1, Y, mopnHoXkja HOpMasia w3 tadke Y Ha kpaimuma Op u Oq yria £pOq.
Ako je Y = O (1o je moryhe, jep je tauka O mojHOXK]je HOpMAaJje U3 TadKe
O u na xkpaky Op um Ha Kpaky Og, na 6m Taga 6uno Y, = Yo =Y = O
uYY; =YYs), ouna Y npunasa 6ucekrpucu yriaa £pOq (1o medununmju,
TeMe yIJia MpHUIaia meroBoj oucekrpucn). Heka je tauka Y pasimanra o
remena O. Ilocmarpajmo nonoso tpoyriose AOYY; u AOYY;. Houma je
OY 3zajegaumdka cTpaHUIA, 3aTUM je 1o upetmnoctasinn Y'Y, = Y'Y, yriosu
LOY1Y u LOY5Y wnacnpam OY nogynapuu (To cy npaBu YIJIOBH), a YIJIOBH
LY OY; u £Y OY, nacupam YY1, ogrocno Y'Y, jecy oba omrpa, jep y HeKOM
TPOYIJIy MOXKe OUTH HajBWINE jeJIaH IPaB WM TYI yrao, a y TPOYIJIOBUMA
AOYY; u AOYY; Beh umamo 110 jejian nmpaB yrao, ma ocTajim Mopajy OuTu
omrpu, na je npema crapy CCY AOYY; = AOYY;. 3akmpydyjemo jma je
LY OY, = LY OYj,, 1j. nonynpasa OY nemm yrao £Y;0Y; va aBa nogayaapaa
yoira. Chemnn ma je noynpasa OY y crBapu 6ucektpuca yria £pOq, na Y
[PUIIAIA TO] OMCEKTPUCH. O

9.
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Heka je N npeceuna Tauka meujarpuce crpanuiie BC u onucaHor Kpyra
tpoyriia AABC' koja mnpumiajia OHOM JIYKY BC KOjeM He mpuiiaja tadka A
(HamMe, TIOCTOje JIBe TIpecevdHe Tadke Meaujarpuce crpanuie BC 1 onucaHor
Kpyra, I1a MOPaMO IPEIU3UPATH KOjy OJ IbUX KeJIUMO o3Hadntu ca N, a
KAKO ZKeJIUMO Jia T0 OyJ/ie oHa TadKa KOja ce HAJIa3’ y yriy £BAC u xako
IMaMO J[Ba JIyKa BC 3a [N OUpaMoO TauKy HA OHOM JIYKY BC na KOjeM ce He
nasiasu tadka A). Cee mro caja Tpeba JokazaTu jecre ja je nosymnpasa AN
oucekrpuca yrina £ BAC, na je noBosbHo nokazarn ja je L BAN = L NAC.

Tpoyrao ANBC' je jemnakokpaku jep je NB = NC (N je na meauja-
tpucnu jnyxu BC), na ciequ na je LNBC = LBCN. O3naunmo te yriose
ca . Yrinosu £ BAN u A BCN cy oba nepudepujcka HaJl JIYKOM E—N, na
cy oun nopymapau, 1j. L BAN = ABCN = ¢. Cuuuno, yrimosu £NAC
u LNBC cy oba nepudepnjcka HaJ JTyKOM J/V_E’, Ia Cy OHM IOJYyJIapHH,
1j. Baxkum LNAC = ANBC = . OBuMm je J0Ka3 3aBpIleH, jep je caja
ABAN = p =4ANAC.

Hamomena 2. Cianuno Kao y 3. 3aJaTKy, HaMa ce TPAKMIO J1a JTOKAXKEMO
Jla OBO TBpDheme BaXKu U 3a IIpeocTasa JiBa apa MeJIujarpuca u OUCeKTpuca
(mepmjarpucy crpanutie AB u 6ucekrpucy moj Hacupamuor yria £ AC B, kao
u meaujarpucy crpanuie AC u 6ucekrpucy moj Hactupamuor yria £ ABC).
Mebhytum, To HUje TTOTPEOHO TOCEOHO JTOKAZMBATU, jep Cy CBE TPHU CTAHUIE
Tpoyria MehycoOHO paBHOIIPABHE U Y3 IIPOMEHY O3HaKa 3a TeMeHa JI00mhemMo
JIOKa3 3a MpeocTalie apoBe MeujaTpuca U OUCEKTPHCA.

10.

N

N3 9. 3agarka nmamo ga cy P, () tauke takee ja cy C'P, B() 6ucekrpuce
yriioBa L BCA nu L ABC. Kao mrto 3HaM0, OUCEeKTprce yHYTPAITIBbAX YIJIOBa
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TPOyIJIa CEKy Ce Yy IEeHTPY YIUCAHOD Kpyra, I1a O3HAYUMO IPECETHY TadKy
CP,BQ, s, ca S. Takohe, oznaunmo ca X mpeceuny taduky PQ u s,.

[Tocmarpajmo Tpoyrao A X SQ) u u3padyHajMoO HBEroBe YHYTPAIIhe yIJIo-
se. IIpso mmamo ma je £LXQS = LPQB = L{PCB = 3, jep je CP 6u-
cexktpuca yria £ BCA = ~. Yrao £ XS@Q je crnopammbu yrao TpoOyT/ia
ANABS, na je jeaHak 30UpY ErOBUX HECYCEJIHUX YHYTPAIIBLUX YIJIOBA, a
To cy yriosu £ BAS u £ABS. U3 gumenurne jga cy AS u BS 6ucekrpuce
yrinosa L BAC = a u LABC =  cnean na je L BAS = § u LABS = g
Haxne, £XSQ = {BAS + £LABS = ¢ + 5, na je

_atfty

LSXQ=m—£XSQ - 4XQS =1 .

T w
T— ==,

2 2
a To ympaso 3Ha4u ja je QX 1 XS, ogrocHo 1a je PQ L s,.

11.

N

Ha ocnoBy 9. 3ajyarka cjean jia ce tadyka N Ha/la3u HA MeJIUjaTPUCH
crparure BC, na kao u Tadka O mpumaja TOj MEIUjATPUCH, CIeTH Ja je
upaBa ON bam menujarpuca crpanute BC. Omane nobujamo ga je ON L
BC, akako jeu AA" L BC, cnequ na je ON || AA". Cama umamo j1a yriioBu
LA'AN u £LANO nmajy zajeaqnmuku kpak AN u napanenne kpake A’A u
NO, na cy To nomymapuu yriosu. Jakme, LA’AN = LANO. Tpoyrao
AANO je jennakokpak, jep cy OA u ON moJylIpedHuIy OMuCaHoOT KpyTa
tpoyriia AABC, na cy nogynapue ayxu, tj. OA = ON. Cremu na cy
YIJIOBH HacIpaM ux mnojyaapuu, Tj. 1a je LANO = LN AO.

Cajta kaj1a 3HAMO J1a Cy OBH YIJIOBH HOJyIapHU, Tpeba j1a m3pasuMo OUI0
KOju OJ1 1bux 1peko yriaosa [ u v, Tj. yioBa LABC u LACB. Wzpazumo
aip. yrao LA’AN. Umamo ga je LA’/AN = ABAN — £BAA" u na je
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ABAN = %. Kako je trpoyrao AABA’ npasoyrm u £ A'BA = LCBA = 7,
cremn na je ABAA' = — ABAA - LABA=nm—-5 —-3=7— 0. Cana

2
MaMo J1a je

LAAN = ABAN—L{BAA’:%—3+B:%+26
_ a—(a+B+7)+28_ By
> 2

ITO je u Tpebajio J0Ka3aTu.

Harmomena 3. e ce oBnie kopuctuia npernocraBka ja je AB < AC? Axo
3aMUC/INMO JIa CMO Ha MPETXOHO] CJIUIK OOPHYTO o3Hadwau Tadke B u C|
onna nuje LA'AN = (LABC — LACB), uero je LA'AN = (LACB —
£LABC). lloenta je y Tome mro ce npu npermnoctasin AB > AC mema
pacropej; Tadaka Ha CJIUIM U OHJ@ HE Bayke HEKE CTBAPU KOje Bayke KaJla
je AB < AC. Konkperno, ne Baxxu LA’/AN = LBAN — £BAA’, Beh
LA AN = LA'AB — K NAB, na 10 Mermba pe3y/ITar.

Y cTporo gpopMaHOM J0Ka3y, KAKBH Cy HIIP. JOKAa3W Ha MPEeIaBarbuMa,
MopaJs 6ucmo momohy mnpernocraBke AB < AC' jokasuBaTu Jia BaXkKu pa-
criopeJi Tadaka Koju jobujamo nprameMm ciaunke. MehyTum, kaja peraBamo
3a/1aTKe Ha KOJIOKBIjYMY HJIM UCIUTY, MU TO HE MOPaMO J1a ToKa3yjemo, Beh je
JTIOBOJBHO J1a TO ,, BUAMMO ca CIuKe”. 3aTO0 je HeOIXOHO HAIPTATH CJIUKY KOja
oJIroBapa JaToj mpeTrnocTasiiu. KoHKpPeTHO y 0BOM 3aJIaTKy, Tpeba HaIlpTaT
CJIMKY Tako Jia 3aucta Oyine AB < AC, mmo ¢MO U y9IuHUIN.

Hedunumnuja 10. Heka je A tauka Ban kpyra k u meka cy P, () monuphe
Tadke TaHreHTH u3 Tavdke A Ha kpyry k. lyxu AP, AQ) 30By ce wanientme
gyorcu u3 Tauke A Ha Kpyry k.

Teopema 8. Tanientine gyorcu us wawke A na xpywy k cy wogygapne.

Hoxka3z. Ilocmarpajmo tpoyrimoee AOPA n AOQA. Hbhuma je 3ajennntika
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crpanunia OA, crpanute OP u OQ) cy nojyiapte jep ¢y TO MOJIYIPETHUIN
kpyra k, yrosu LOPA u LOQA cy upasu (yrinosu u3mely TaHreHTH u
HOJIyIPETHUKA), 1a ¢y nogyiaapau, a yriaosun £LOAP u LOAQ cy oba omrpa
jep Beh mmamo mpase yrimose y Tpoyriouma AOPA u AOQA, na npeoctaym
YyIJIOBA MOpajy OuTh omTpu. 3ak/bydyjemMo Ha ocHOBY craBa CCY ma je
ANOPA = ANOQA, na je AP = AQ), mTo je u Tpebajio JT0Ka3aTu. !

Hedbwnaunuja 11. Hatiopegnu yiro6u OHU YTJIOBH KOJU UMAjy 3aje/IHIIKO
TeMe U je/laH KPakK, a IpeocTaln Kpaly IPUIaiajy jeJIHOj 1IpaBoj.

Teopema 9. Bucextipuce natopeguur yir06a cy mehycobro 1opmane.

B
Y

c’ 0 ‘A
Hokaz. Heka je LAOB = au £BOC = (. Tama je a+ 3 = w. Axo
je OX oucexkrpuca yrima LAOB, a OY oucekrpuca yria £ BOC, onna je
£XOB = ¢ u LBOY = £. Cnean na je £XOY = £XOB + £BOY =
a | B _o+B _ xw
e pb_ap 7
2 T3

5 5> Tj. Ja cy bucekrpuce OX u OY mehycobno nopmanue. [

Hedunnunuja 12. Yersopoyrao ABC'D je wpates ca ocnosuuama AB,C'D
u xpayuma AD; BC axo je AB || CD.

Nmam cMo cpejiiby JIMHUjY TPoyTIJia, a cajia heMo jiehuHucaT U Cpeimby
JIMHU]Y Tpalesa.

Hedununuja 13. Heka je ABC'D tpamne3 u neka cy E, I’ pejom cpeaurira
kpakoBa AD, BC. [lyx EF 308Be ce cpegra aunuja tpanesa ABCD.

D c

E F

A B

Teopema 10. Hexa je wewmsopoyiao ABC'D wpaues u nexa cy E, F cpegu-
waa kpakosa AD, BC'. Taga je cpegroa aunuje EF wapanseana ocrosuyama
wpauesa, wj. EF || AB u EF || BC u sasicu

a) EF = J(AB + CD) axo je wpaties ABCD xonsercan;

6) EF = 1(AB — CD) axo je wpaues ABCD nexonsexcan u AB > CD.
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Hokas. a)

E F

A B

Heka je X cpemumre nujaronane BD tpanesa ABCD. Cremn na je EX
cpeba muHmja Tpoyria AABD, na je EX || ABu EX = 1AB. Canso,
XF je cpenmwa jmuuja tpoyria ABCD, na je XF || CD u XF = %C’D.
Kako je AB || CD, cnequ na je EX || X F, na cy rauke E, X, F' konmuneapre.

Opnasze nobujamo pa je EF || AB(|| CD)u EF = EX+XF = £(AB+CD).
6) c D

A B

Heka je X cpemumre gujaronasie BD tpanesa ABC'D. Cuenu ja je EX
cpeama smanja tpoyria AABD, na je EX || ABu EX = %AB. Coano,
XF je cpenmwa jmuuja tpoyria ABCD, na je XF || CD u XF = %C’D.
Kako je AB || CD, cnequ na je EX || X F, na cy rauke E, X, F' komHeapHe.
Opnasne nobujamo na je EF || AB(|| CD)u EF = EX —XF = {(AB-CD).

]

Hanomena 4. Mu cmo jiokasanu Jia ¢y ogpehere ayzKu cpejibe Junuje (Tpo-
yIJIa WJIM Tpalie3a) ako 3HaMO Jla Cy HeHU KPajeBH CPeJIuITa oaropapajyhnx
CTpaHUIla ¥ OHJA CMO Jobujasn rapajenaHoct. MehyTum, 10BO/bHO je ja
3HAMO CaMo 3a jeJlaH Kpaj Jy:KU Jia je cpeiuinTe oiroapajyhe crpanuie u
Jla 3HAMO TIapaJIeJIHOCT jJa Ou rmocMaTpaHa Jyzk Omia cpeima Juauja. OBO
yoyayhe MOKEeMO KOPUCTHUTH.

12.
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1) Oso Tepheme nehemo cama mokasupatu, jep hemMo KOPUCTUTH CJMIHOCT.
okaz hemo Bujietn y ciresiehem morsiaBiby.

2) Iyxu AQ, u AR, cy TaHreHTHe Jy»KU U3 Tauke A Ha Clojba yIUCAHOM
Kpyry k,, a ciaegm jia cy oHe mojyiaapue, 1j. jga je AQ, = AR,. Jla 6ucmo
JIOKA3aJIM JIa Cy Te JIyKU jegHake mojryobumy rpoyria AABC, nocmarpajMo
36up AQ, + AR,. Nmamo na je AQ, + AR, = AC +(CQ, + AB+ BR, =
AC + AB + CQ, + BR,, na kaxo je CQ, = CP, w BR, = BP,, jep cy T0
TaHTeHTHe JIy2Ku pejiom u3 tadaka C, B Ha Kpyry k,, ciean ja je

AQ, + AR, = AC+ AB+(CQ,+ BR,
= b+c+CP,+BP,=b+c+ BC
= b+c+a=2p,

na je AQ, = AR, = % = p, mTo je u Tpedasio jokazaru. Takobe, jacHo je
Jla CMO OBHM jlokazasin ja je u BP, = BR, = p, kao u CP. = CQ. = p, jep
cMo Beh HammoOMumbaIN J1a Cy CBa TPU TEMeHa TPOyIJia PaBHOIIPABHA.

Jame, xkako je AQ = AR, jep cy TO TaHTeHTHe JyKHU U3 Tadke A Ha
yrucanoM Kpyry k, ciean ja je QQ, = AQ, — AQ = AR, — AR = RR,.
Takobe, momro 3namo jga je AQ, = AR, = p, Tpeba ja J0KaxkeMo Jia je

AQ = AR =p—a, na 6u 6uno QQ, = RR, = AR, — AR=p— (p—a) = a.
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Y tom by, o3Haunmo AQ = AR =z, BR = BP = y (TanrenTtHe JyXKu U3
Buak)uCP = (CQ = z (taurentre ayxu n3 C #a k). Caja n3 oqnriie/Hux
jeTHaKOCTH

AR+ RB = AB
BP+PC = BC
CQ+QA = CA

caeu Ja uMaMo ciegehn cucrem JuHeapHUX ajaredbapcKux jeJHadnHa ca He-
IIO3HATUM X, 1, Z:

r+y = ¢
Yy+z = a
z+x = b

Cabepumo cBe Tpu jeaHaqdnue u jgobuhevo x +y+y+z2+2+x=c+a+b,
omHOCHO 2(x + Yy + 2) = 2p, oxnocHO x + Yy + 2z = p. Cajya j1ako jpobujamo ja
je

r = z+y+z—(y+z2)=p—aq,
= rz+y+z—(r+2)=p—0> u
z = z+y+z—(r+y)=p—c

Hakie, nokazamn cmo ja je AQ = AR = x = p — a (ycyT cMO JIoKa3ajm u
maje BR=BP=y=p—buCP=CQ=z=p—c), naje

QQ.=RR, = AR, —AR=p—(p—a)=a.

[Ipumerunmo 1a je Q. = CQ. — CQy, a umanmo ja je CQ). = p, Kao u jJa
je CQy = C'P, jep cy To Tanrentre jayxu u3 tadke C' Ha Kpyry k. A Kako
je CP,= BP,— BC u BPF, = p, cieqn na je C'P, = p — a, ma uMamo j1a je

Q. =CQ.—CQy=p—CP,=p—(p—a) =a.

Cmrano, npumernmo 1a je RyR. = BRy, — BR,., 3atum 1a je BR, = p, na je
BR.=BP.=CP.—(CBupajeCP.=p,naje BR.=CP.—CB=p-—a,
IITO 3HAYH JIa je

RyR.= BR,— BR.=p— (p—a) = a,

IITO je U TpedasIo JJOKA3aTH.
3) Cse cmo Beh jokazaam JIOK CMO JIoKasuBajn 2). 3ancra, JOKa3aIl CMO
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na je AQ = AR = x = p — a, 3atum ja je CQ, = CP, = p — a 1 KOHAYHO JIa
je BR. = BP. = p — a. akJe, 3aucra je

AQ = AR = BR. = BP.=CP,=CQy = p —a.

4) Nmamo na je PP, = BP, — BP u 3namo ja je BP =y = p — b. Kaxko
je BP, = BR, jep cy TO TaHTeHTHe Jy»KHU u3 B Ha Kpyry k, M Kako je
BR, = AR, — AB = p — ¢, ciieqin 1a je

PP,=BP,—BP=BR,—(p—b)=p—c—(p—b)=b—c.

Jame, umamo ga je PP. = P,C + C'P,. u 3uamo ja je PB,C =p—a u na
je CP. = p, na ciieqin 1a je

PP.=PRC+CP.=p—a+p=2p—a=a+b+c—a=b+c
ITO je u Tpebaso JoKa3aTH.

5) Ilpakruuno tpeba mokasaru Ja je Aj (cpemumre gyxu BC) cpepuiinre
nyxu PP, u P,P.. Imamo ja je

_a a+b+c+b_a—a—b—c+2b
2 2 N 2

b— 1
- c__pp,

2 2

na je 3aucta A; cpemumre nyxu PP, tj. PA; = P, A;.
Cimaro, mMaMo J1a je
1
PcAl = PCB+BA1:p—a—|—§BC
a+b+c +a_a+b+c—2a+a

a =
2 2 2
b 1
- 2t _pp,
2 2

na je Ay cpequmre nyxu P.P,, omnocuno Baxkn P.A; = PA;.

6) Ilocmarpajmo tpoyrao AS,SpS.. Baxun na je S,A L SpS., jep je S,A
cuMeTpaJsia yHYTPaIlber, a S,S. CUMeTpaJia CIOJballliher yria KOJ TeMeHa
A tpoyriia AABC, a 3a TakBe cumerpajie 3HAMO ja Cy MelhycoOHO HOP-
mastae. Jlakie, raduka A je nmojgHoxje Bucune u3 remena S, Tpoyriaa AS,SyS..
Cimuno cy u tauke B,C pejoM IOJHOXKja BUCHHA W3 TeMeHa Sy, S. Tpo-
yriaa ASySpS.. Kpyr xoju cagpxu tauke A, B,C' jecte ommcanu Kpyr [
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tpoyriia AABC, a kako cy A, B,C nogaoxja Bucuna tpoyria AS,SpS.,
cienn ga je kpyr | koju ux cajgp:xku Ojrepos kpyr Tpoyria AS,S,S.. Ocum
mojiHoKja BucuHA, OjIepoB KPyT CAJIP:KN CPEIUIITa CTPAHUIA W CPEJIUAIITA
nyKu ojipeheHnx TeMeHnMa U OPTOIEHTPOM TPOYTIa. ¥ MPECeKy CHMeTpaJIa
S.A, SpB, S.C yuyTparbux yriosa Tpoyria AABC najga3u nenrap ymimuca-
Hor kpyra tpoyria AABC, tauka S, ciaenu ja je S opToleHTap TPOyT/a
NS, SpS. (cerumo ce, S, A, SpB, S.C cy Bucune Tpoyria AS,S,S.). A norrro
tauka N npunaja Kpyry [ u npunajga ayxu S,S Koja craja reme S, m OpTO-
neatap S tpoyria AS,S,S., ciean ga tatdka N Mopa OuTm Oaln CpeuriTe
nyxu S, S, tj. mopa 6utu NS = N§S,,.

Tpoyrao ASBS, je upaBoyriu ¢ mpaBuM yriaom Koj temena B (SB je
cuMeTpaJia YHyTpaIlmber, a BS, je cuMerpasia CIo/ballliber yIia KoJ TeMeHa
B tpoyrma AABC) u N je cpemumire xunorenyse SS,, na je N menrap
ormmcanor kpyra ASBS,. Cnemu naje NS = NS, = NB, a kako N npunaja
cumerpasu ayxu BC, cienn na je NB = NC|, ma umamo ja je NS = NS, =
NB = NC.

Jokazkumo jta M npunajia 6ucekpucu ASy, criospanimer yria £ C ARy, Tpo-

yria AABC. Kako je AS 6ucekrpuca ynyrpamimer yria £ BAC Tpoyria
ANABC, cnemn na je SA L ASy, 1j. ma je LSAS, = %i. Tauka N mpumnazia
oucexkrpucu AS, na je LNAS, = 5, a MN je npednux omnmcanor xpyra I
tpoyrina AABC, na je K NAM = 7 (nepucdepujcKu yrao Hajl HPETHIKOM).
OgaBie 3ak/bydyjemo Ja tadka M mpwuiaja nosymnpasoj ASy, a caMuM THM
u 1paBoj S.5,. C apyre crpane, kako M npunasa OjiepoBom Kpyry [ Kpyra
AS,SpS. m kako M HuUje TOJHOXK]e BUCHHE, jep je TO Tadka A, cieanm ja
je M cpemumre crpanute S,S.. Tpoyrao AS,BS. je mpaBOyrin ¢ MpaBuM
yruoMm Koy TeMena B (S, B je cumerpasia yHyTparier, a BS, je cumerpasa
crioJpaliber yriaa Koj temena B tpoyria AABC) u M je cpeauiire Xuro-
Tenyse SpS., na cieau ja je M menrtap onumcanor kpyra tpoyriaa AS,BS..
[Ipema Tome, MS, = MS. = MB, a kako je MB = MC' jep M upunama
cumerpasu jayxu BC, na cienn na je MS, = MS. = MB = MC.
7) Yersopoyrao SPP,S, je tpamnes jep je SP L BC u S,P, 1 BC, na je
SP || SuP,. Takobe, A{N L BC jep je npaBa A;N cumerpaina jayxu BC,
na je AyN || SP u A\N || S,P,. Kako je A; cpequmre PP,, cienn ja je
AN cpeama uHEja HEeKOHBEKCHOT Tpanesa SPP,S,. 3akipydyjemo ja je
AN = 1(S.P, — SP) = £ (pa — p).

[IpumeTnmo Jj1a OBJie HUCMO MCKOPUCTHIA YUE-€HUILY Jjia je N cpejuiire
SS, nma 6ucmo jgobmm ja je A;N cpemma auaEja Tpameda. Jla ce HECMO
cerusn OjsriepoBor Kpyra, oBo 6u OHO JIpyrW HAYWH Jia ce JoKaxke jma je N
cpepurire SS, u peru j1eo 6) oBOr 3aaTKA.

Yersopoyrao S.P.P,S, je tpamnes, jep je S.P. 1L BC u SpP, 1 BC, na je
ScP. || SpPy. Takobe, A;M L BC jep je npasa A;M cumerpana ayxu BC,
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na je Ay M || ScP. u Ay M || SpPy. Tauka A; je cpemumre PPy, na cieau ja
je A1 M cpemma smunja (Kousekcuor) tpanesa S.P.P,S,. 3akpyuyjemMo Ja je
AM = %(prb + S.F) = %(Pb + Pe)-

[TorOBO, IPUMETUMO J1a HUCMO MCKOPHUCTHJIA YHE-eHUILY Ja je M cpeiu-

mre S.S, ma oucmo mobmam gma je A M cpenma JuHHja Tpamesa W Jia CMO
MOIJIM H& OBa] Ha4MH Joka3aTu ja je M cpemumire S,.S, jia ce HUCMO CETHIN
Ojneposor kpyra. Ilpu Tome, Kako roj| ja JjokasyjeMo ja je M cpejuiinre
S.Sy, Mopasm OucMo IPBO Ja JoKazxkemo jga M npumanga S.S).
8) Yersopoyrao S.R.R,S, je Tpames jep je S.R. L AB u SyR, 1L AB, na
je SR, || SpRp. Taxohe, MM' L AB, na je MM’ || S.R. u MM" || SyRy,
a M je cpenumire S.Sy, na je MM’ cpeamba JiMHEja HEKOHBEKCHOI Tpare3a
S.R.R,Sy. Ciieqn na je MM' = %(SbRb - S.R.) = %(pb — Pe)-

Yeropoyrao SRR,S, je tpanes jep je SR 1. AB u S,R, L AB, na je
SR || SuR,. Takohe, NN' L AB, na je NN' | SR || SqR, u N je cpenuiire
SS,, naje NN’ cpenma nuamMja KOHBeKCHOD Tpanesa SRR,S,. 3ak/bydyjemo
s jo NN = J(SR+ SuRa) = Yo+ ).

9) 3a npeunuxk M N omucanor kpyra [ rpoyria AABC umamo ¢ jeme crpane
na je MN = 2r, a ¢ apyre crpane jga je MN = MA; + A{N = %(pb + pe +
pa—p). Hakne, 2r = 2(pa+ po+ pe — p), 1a je 4r = p, + py + pe — p, OIHOCHO
Pa"‘/)b+/)c=4'r’+/)-

10) V neny 8) cmo nokaszanu na je MM’ cpeama nmanja tpanesa S.R.RySy,
na je M’ cpemumre crpanune R.R,. Hakne, R.M' = %RCRb = 5. Hame
umamo na je BM' = BR.+ R-M' =p—a+§ = ‘%ﬂ = %(b+c) u Ja
je AM' = BM' — BA=1(b+c)—c=1(b—o¢).

Takobe, y memy 8) mokazamm cmo ja je NN’ cpesima JuHMja Tpamesa
SRR,S,, na je N' cpemumre RR,. Cnenn na je N'R, = %RRQ = 2 ma je

2
AN' = AR, — N'R, = p—§ = W = %(b+c). Takobe, cienn na je
BN' = AN'— AB=%(b+¢)—c=1(b— o).

JlakJie, JloKa3aJi CMO Jia BasKu
/ ;1 , |
AM:BNzé(b—c) " AN:BMzé(bch).

11) Jacro je na je M'N' = M'A+ AN' = 3(b—c+b+c) =b.

2 CJam4HOCT

Kao u oy taproct, cJIMHOCT HaM je TI03HaTa joIT 0/1 panuje. AKO OIMCHO
[IO/Ly/IAPHOCT JIBA 00jeKTa 3HAYHU JIa OHU UMAjy UCTU OOJIMK U UCTY BEJIUIUHY,
OH/JIa OIMCHO CJIMYHOCT JiBa O0jeKTa 3HAYM Jla OHU MUMAjy caMO MCTH OOJIHK,
JIOK MM BEJUYHHA He MOpa OUTH ncta. AKO Cy y HUTalby MHOTOYTJIOBU, UCTH
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00JIMK 3Ha4M Jla OHU UMajy nojyaapHe yriose. Mehyrum, kako ce crpamnuie
OJIHOCE Ha BEJIMYUHY, CJIEJU Jia CTPAHUIE He Mopajy outu nojyaapue. OHo
mTo he 3a HUX BaXKUTH jecTe ja he mUxoB MehycoOHu 0JIHOC OUTH MCTH.

[ITra hemo ca kpyrosuma? OHU HeMa]y HU YIVIOBE HU CTPAHUIIE, aJTh jJACHO
je 1a cBaka JiBa Kpyra umMajy uctu obsmk (06mK kpyra), na cy cananu. Opje
MOpPaMO OUTHU OIPE3HH, jep HIIP. CBaKa JIBa TPOYIJIa uMajy 0OJIMK TPOYIJIa, Ia
OIleT 3HAMO Jia HUCY CBaKa JiBa TPOyIJa CaudHa. AKO je HIp. jejaH Tpoyrao
OIITPOYIJIN, & JIPYT'M TYHOYTJIM, OHE HUKAKO Hemajy mctu obsuk. Ped je o
TOME IITO TIOCTOJU BUIIE PA3JIUIUTUX OOJUKA 3a TPOYTrao, JOK ITOCTOjU CaMO
jenan jeaunu oOJIMK 3a KPYT.

Cse y cBemy, jacHo je ja mperxojna ,aedununuja’ Huje npenusna. Ha
OBOM MecTy Hehemo jaBaTu npenusny JepUuHUIn]y CIMIHOCTH, ajii hemo
yBecTH Herrro mro hie Ham y Tome momohu. Kako je paBan ckyn tadaka (ak-
IeHAT je Ha PeYd CKYII), CJIeJN JIa MOKEMO JepUHUCATH TIPECUKABAEe TOD
cKyma y cebe Koje he camkaTn Tadke Te paBHU y Heke jipyre tadke. Hapasmo,
He YKeJINMO JIa UMaMO HEKO ,JINBJ/be’ Ipec/nKaBaibe, 1a hemMo 3axreBaTu Jia
TO MPECINKABAILE UCIIYHU HEKE YCJIOBE.

Hedbunumnmja 14. Heka je S npousBo/bHa Tavuka HEKe paBHU v U HEKa je
A € R\{0} mpouseospan peasan 6poj pasmumaut o Hyse. llpecimkabarbe
Hsy @ @ — « takso ja je Hga(X) = X', tne je X' € a maksa na je
SX' = )\57 , 30Be ce romowewuja. Ilpu Tome je Tauka S mweH uyeHwmap, a A
EH KOePUUUJEHTT.

Moryhe je nedunucaru xomorernjy ca koedunujeaToM 0, aam TaKBO Ipe-
C/IMKaBarbe CJIMKAa CBAKy TAadKy PaBHU (v y IEHTAp XOMOTETHje, I1a HaM OHO
HUje 3aHUMJbUBO.

Ucnocrasiba ce jia je xomoTeTHja ypaBo MpecjinKaBambe Koje nam tpeda,
Tj. TO je Ipec/mKaBaibe Koje ,ayBa o0/uK’ durypa. pyrum pedmma, Kajia
rIeaMo CJIMKY Heke (urype HEKOM XOMOTETHjOM (CKYIl CJIMKa CBUX Tadaka
Te durype ToMm XoMoTeTHjoM ), tobujera dpurypa (ckyn tadaka) ouhe purypa
ucTor obJIMKa Kao U MoJIa3Ha, & Y 3aBHCHOCTH O Tora jia Jim je |[A| > 1 win
|A| < 1, ona he 6urtu Beha, ogHOCHO Mama oOj1 T0OJIa3He (DUTYDE.

Hanomennmo camo Jia ce cBe IITO OBJE MPUYAMO OJHOCH HA EYKAUGCKY
reoMeTpujy. ¥ XurepOoJUYIKO] reOMeTpuju ce Takohe JieuHUIe CIAUIHOCT,
ayim he Ty OUTU 3HATHUX PA3JIMKa y OJHOCY Ha CJAUIHOCT y €YKJIHJICKO] Ieo-
merpuju. Pehu hemo camo ja he ucrnactu jia je CJAMIHOCT UCTO MITO U IIOMY-
JIAPHOCT, UAKO je Jedunucana Ha JAPyraduju HATNH.

Qopmynumumo cajia TajgecoBy Teopemy, jeJHy O HajCcTapuUjuX TeopeMa
y MaTeMaTHIH.

Teopema 11 (Tanec). Hexa ce upase p,q cexy y wawku S. Hexa cy A, B
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gee pazaunulie Wavke Upase p Koje cy pasiuvuiie og S u nexa cy C, D gse
pasauvutie Upase q Koje cy padauvutie og wauke S. Taga je

SA SC  AC

_ SA_sB_4p
SC  SD OD’
S

[Ipu Tome, yorrnTe He MOpa JIa BayKi paclope]] Tadaka Kao IIITO je Ha OBOj
cauru. Teopema he BaKuTu 1 aKO UMaMO HEKHU JPYTU PACIOPE]] Tadaka.

D

Kao mro emo nmasm CraBoBe 0 MOy IapHOCTH TPOYIIOBa, moctoje u Cra-
BoBU O cimunoctu Tpoyriosa. lllto ce tude mwuxosux dopmysaiuja, uma-
hemo crpanutie u yryioBe, u TO HaIll Kao KOJ CTABOBA O MOJYIAPHOCTH (HIIP.
HeKe J[Be U muMa 3axBalieH yrao), ¢ IITO UMaMO y BHJLY CJMYHOCT dyBa Uo-
gYgapHocl Yino6a U 0gHoCe CTPAHUUGE.

CraB 2. Hexa cy gawmu wpoyirosu NABC u ANA'B'C'. Axo sasrcu newtio
0g caegehet:

1o A8 _ AC 4BAC = 4B AC';
s B~ A

3° QEACACA{B'EYC’ LABC = LA'B'C’;

4° /’Sg, = ﬁg,, LACB = LAC'B', a yinosu LABC u LA'B'C" cy oba
owpa, 0ba Upasa usu 0ba WYL

onga je NABC ~ NA'B'C".
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C/
7\ /\
A B A/ B/

Cajta Ka/1a 3HaMO IIITa, je XOMOTETHja U KaJja ¢Mo ce mojcerusn CtaBosa O
CJIMYHOCTH TPOYTJIOBA, MOXKEMO JIa UX UCKOPUCTUMO J1a JIOKAZKEMO TI0CTO]atbe
OjepoBor Kpyra Ha Jpyru HaduH (3a1arak 1.5), Kao u Jja pemumo jeo 1)
Bemmkor 3amarka (3amarka 1.12).

1.5. l

Heka cy A, B, C' penom nonnozxja sucuna ns temena A, B, C' na crpa-
aurnama BC, C A, AB tpoyriia AABC n weka cy Ay, By, C] peom cpenuiira
crparuta BC, C'A, AB. Jlyxu koje ciajajy Temena u oproreaTap H Tpoyria
NABC cy nyxu AH, BH, CH, na o3aagaumo pejgom ca D, E, F wuxoBa cpe-
quinra. Tpeba jokazaTu ja mOCTOju Kpyr KOjU CajpKKi OBUX JIEBET Tadaka
(A, B, C" Ay, B,C,D,E F).

Younwmo rauke H', H" H" xoje cy cumerpudane tauku H pejioM y OHOCY
na crpanute AB, BC,CA u tauke Hi, Hy, H3 Koje cy cumerpudse tadaku H
pesom y oanocy Ha cpepuiita C, Ay, By crpanunia AB, BC,C'A. Ha ocuoBy
sagarka 1.3 ciaemu pa tauke H', H”, H", Hy, Hy, H3 npunajajy onmcanom
kpyry [ tpoyria ANABC.

Hexka je I = ’HHé(l), Tj. Heka je ' ciuka Kpyra [ XOMOTeTHjOM Hiy, 1.
Kako xomoreruja uysa obiuk, ciean ja je [ kpyr. Illra he 6uru ciouke
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rauaka A, B,C,H', H" , H" H\, Hy, H3 Tom xoMmoTeTujom? Ilo nedununuju,
sa npomssosby Tauky X je Hy 1 (X) = X', mpn wemy je HX' = THX, onno-
CHO KaJI ce ocsioboanmo BekTopa, obulie B(H, X', X)u HX' = %HX. Jlaxkuire,
X' je cpemumire myxu H X, omgHocHO xXoMoTeTHja H H,} CIWMKA TMPOU3BOJBITY
TauKy y CPeJMIITe JIy?KN 9Uju Cy Kpajesu Ta Tadka n tauka H. IIpema Tome,
kako cy D, B, F cpequmra nyxu AH, BH,CH, zarum C’, A', B' cpepumra
nyxu HH', HH", HH" n Cy, A, By cpenumra nyxu HH,, HHy, HHs, ciie-
I 1a je

HH,%(A) = D;
,HH,%(B) E;
HH,%(C) = F;
HH,%(H/) =
HH,%(H”) = A
Hy s (H") = B
Hp,1 (M) C;
HHé(Hz) = Ay
Hy1(Hs) = Bi.

Kaxo kpyr [ caapxxu tauke A, B,C, H', H", H" , H\, Hy, H3, cienn j1a merosa

CJINKA XOMOTETUjOM H p 1, JaKie Kpyr ') cajp:Ku CIMKe THX Tadaka, JaKJe
’2

rauke D, B, F, A", B',C", Ay, By, C}.

Bumumo 1@ je oBo pererse jocta ejerantHuje u Kpahe o1 npBoOUTHOT
pemiema. Caga hemo pemuru jeo 1) Bemukor 3agarka kopucrehu ce Tase-
COBOM TEOPEMOM.

1.12.
1)
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Hexa je P mpeceuna Tauka mpase SP u npase AP,. Kaxo je B(A,S,S,),
cremn ia je B(A, P, P,), ma je nososbHo jokazaTnu ma je P’ = P. Kako Tauka
P’ npuniayia ynmcanom kpyry k tpoyrina AABC u npasoj SP, cieau na je
JIOBOJBLHO JI0Ka3aTu ja je SP = p.

[Ipase SS, u QQ, ce ceky y tauku A u Baxku SQ L AC u S,Q, 1L AC,
na je SQ || SqQq. IIpema TasecoBoj Teopemu crieu aa je :%i = nga = p%'
Taxobe, mumamo u ja ce npase SS, u PP, ceky y Tauku A u jga je SP 1L BC
n S, P, L BC, na je SP | SoP,. Ilpema TasmecoBoj Teopemu cieiu aa je
Si];a = fi = Mebyrtum, S, P, = pq, 1a je i—f = ;%, 0JIaKJIe 3aKJbydyjeMO
na je SP = p, onnocho na je PP = P. Jlakne, saxku B(A, P', P,)

Heka je caga P, npeceuna Tauka mpase S,P, u npase AP. Kako je
B(A, S, S,), cnenn na je B(A, P, P,), na je n1oBo/bHO JoKazath ja je P! = P,.
Kako Tauka P, mpurna/ia crosba yrmcanoMm Kpyry k, tpoyriaa AABC u npasoj

S, P,, cieau fa je J0BOJBHO JoKasaTh ja je S, P, = p,.
AS

Beh cmo noxasamn fa je 45~ = 2. Ilpase SS, u PP, ce ceky y Taukn

Awuwus SP L BC u S,P, L BC saxmyuyjemo na je SP | S,P,, na us
TasiecoBe Teopeme ciejn Jia je Sgllj“ = “i‘% = p—p". Mebytnm, Baxkun SP = p,

na je Sana = %‘l, na je S, P, = pa, 1j. P, = P,. Jaxue, saxu B(A, P, P!).
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By

A\’

Sh

\4‘

Se ‘4'

'R,

P. B C by

Hexa je P, npeceuna Tadka mnpase S, P, u nupase AP, u neka je P, npeceuna
Tauka npase S, P, n mpase AP,. Kaxo je B(S., A, S,), ciemm na je B(P., A, P,)
u na je B(P., A, P,), omnocro B(P,, A, P.), na je 10BO/BHO IOKa3aTH Ja je
P} = P, u na je P, = P.. Kaxo Tauxka P npuma/ia crojba yImmucanoMm Kpyry ky
tpoyriaa AABC u npasoj S,P,, ciienu Ja je 10BOJbHO J0Ka3aTh Ja je SpP, =
pp.  Cimano, Kako Taduka P! mnpuiiaja crosba yIuCaHOM Kpyry k. TpPOyIia
AABC u upasoj S.P,, ciemn jia je 0BOJbHO jloKa3aTn ja je S,.P. = p..

[Ipase SpS. u Ry R, ce cexy y tauku A u Baxku S,R, | ABu S.R. 1. AB,

na je SpRy || ScR.. Ilpema TasecoBoj Teopemu coenn ja je A% — Sl — &

— A—Sc o Sc_Rc Pc.
Taxkobhe, umamo u jga ce npase SpSe. u PP, cexy y tauku A u na je S, P, L BC
u S.P. L BC, na je SyFy || ScP.. Ilpema Tajecosoj Teopemu cienu ja je

SpPy _ ASy, _ p» — o SoBy oy
S.P. A__Sc = E MGEYTI/IM, ScPc = pPc, a J€ T = P_a’

na je Sy, = py, ompocHo ja je P = P. Jaxne, saxu B(P., A, P)) )
Taxobe, npase 5,5, u PP ce cexy y Taukn A mwuz S,F, L BC'u S.P. L
BC zakmyayjemo na je SpbB, || S.P., ma u3 TamecoBe Teopeme ciaenn ga je

SCPC_ASC_& — 3 Scpc_& 3 D _
SP T A4S, = oy Mebyrtum, Baxku S, P, = pp, 112 je e = O maje S.P. = p.,

tj. P! = P.. laxne, Baxu B(P,, A, P!).

OJIaKJIe 3aKJbydyjeMO

Cajia ipestazumo Ha 3ajiaTke u3 candnocru. [Ipsu 3ajarak je Teopema o
cumerpasu yriia. OBa TeopeMa je BeoMa BaykHa U Tpeba je 3HATH, jep he ce
KODHUCTUTH W y JaJbUM 3aJaruMa, (HIIp. Kao IITO Ce CPeiba JIMHIja KOPUCTH
y MHOIHM JIDYTUM 3aJIaI[IMA).
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Uneja je ma npumennmo TasecoBy Teopemy. Jla 6ucMo MpoOHAILIN KOJUKA
je omnoc BE : C'E, nosospHO je ma Habhemo xosuku je ogaoc C'E : EB, na
noTpazkumo Ha nosynpaBoj C'A tauky D rtakBy na je AD = AB. YKoIMKO
nokazkemo Ja je DB || AE, npema Tasecosoj Teopemu he 6utu CFE : EB =
CA: AD, na he omarne cnequtu BE : CE = AD : AC. Kako je AD = AB,
nobuhemo na je BE : CE = AB : AC, a 1o u Tpeba J0Ka3aTH.

Yromiko joxaxkemo Ja je £ BDA = AFAC = 5, cremuhe na je cy To
YIJIOBU € TrapajieJHuM Kpanuma, na he 6utn DB || AE. Kako je AD =
AB, criequ na je tpoyrao AADB jemnakokpak, mna je K BDA = £DBA.
Osnaunmo Te yriose ca ¢. Yrao £ BAC = « je crnospalllib yrao TpoyrJia
ANADB, na je jeanak 30upy yHyTpamimux Hecyceaux yriosa L BDA = ¢ n
ADBA = . Jlakne, a = ¢+ ¢ = 2p, na je ¢ = 5. [akie, 1okazamm cMo Ja
je ABDA = §, na je DB || AE, a onamue ciemu ja je BE : CE = AB : AC.

Caga xkenmmo j1a Hahemo ognoc BF : CF = FB : FC, na yoanmo mnpaBy
Koja cajp:ku B u napasiesna je ca npasom AC. Osnaunmo ca GG ibeH 1pecek
ca npaBom F'A. TajecoBa Teopema nam tajia jaje gaje FB : FC' = BG : CA,
na je JoBOJbHO JjioKasaTu ja je BG = AB. IlpaBa AG je cumerpasa yria
ABAD = 1 — « (10 je cnomamimu yrao koi temena A tpoyrima AABC),
na je L{GAB = 5%, Us BG || AC sakmyuyjemo na cy yrnosu £GBA u
A BAC = « yryioBu ¢ napaJjieJIHUM Kpaluma, I1a ¢y OHE mnoyaapuu. /lakie,
AGBA = a. Onapyie je {BGA =1 —AGBA—LGAB = m—a—"5* = 552,
na je £ BGA = LAGAB. [axine, tpoyrao ABAG je jeHakoKpaku, ma je
BG = BA. Osuwm je joka3 3aBpiieH, jep je cajga BF : CF = BG : AC' =
AB : AC, mro je n Tpebasio JOKa3aTH.

Buinmo 1 je moHeka s moTpebHo L, tonpTraTn’ HEeKe TadKe U Ipase Ja ou ce

JIaKIIe JIONLIO JI0 periera 3agarka. OBje cy Tauka D u npaa BG nobujene
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Yy XKeJbu J1a C€ UCKOPUCTU TasecoBa TeopeMa.

2. OBgie cy Ttauke I, F' u3 1. 3ajmarka, a Tauke S, S,, Sy, S. cy tauke u3 Be-
JIMKOI' 33/1aTKa, JaKJ/e IEHTPU PeJOM YIMCAHOr Kpyra k U CIOJ/ba YIUCAHUX
KpyroBa kg, ks, k..

a) A

Sa

[Tpumenom Teopeme o cumerpasu yriia (1. 3amarka) na Tpoyrao ACAE
3ak/pydyjemo jia je AS : SE = AS, : S,E = AC : CE. Takobe, 3namo ja je
BE : CE = AB : AC (1. zagjarak), na je AC': CE = AB : BE. O3naunmo
Taj OJIHOC ca A, JlaKje HekKa je % = % = A. Opmasne je AC = \CFE
u AB = ABE, na je AB+ AC = MNBE + CE) = ABC. Cneman na je
A= (AB+ AC) : BC, akako je AS : SE = AS, : S,E = AC : CE = ),
cienn jia je AS : SE = AS, : S,E = (AB+ AC) : BC.

6) Kako je AE = AS + SFE, nemwemenm ca SE nobujamo ja je

AE  AS+SE _AS SE

SE =~ SE SE ' SE
A ABpaC
SE BC
_ AB+AC BC AB+ AC+ BC
- T BC ' BC BC
Comano, kako je AE = AS, — S, F, newemweM ca S, FE pobujamo Ja je
AE AS,—S,E AS, S.E
S.E S.E  S,E S,E
_ ASa_leB+AC’_
S.FE BC
_ AB+AC BC AB+ AC - BC
- BC  BC BC '
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OB,HG CMO CaMO KOPHCTHJIM IIPpETXO/[HE pe3yJiTaTe U Y3 MaJiO padyHalba

JIOIILITH JIO TPasKEeHOI HOBOT' PE3Y/ITATA.
B) S

F B C

[Ipumenom Teopeme o cumerpasin yria va Tpoyrao ABAF mobujamo a
je ASy : SyF = AS. : S.F' = AB : BF. Takobe, nupumenom Te Teopeme Ha
rpoyrao ACAF nobujamo na je ASy : Sy F = AS,. : S.F = AC : CF. Osna-
YUMO TParKeHU HEIO3HATU OJHOC ca A, Jakie ASy, : SpF' = AS. : S.F = A
Ha ocnoBy mobujennx pesysnrara umamo ja je AB : BF = AC : CF = \.
Nuawe, oBaj pesyaraT cMO MOIJIN JIUPEKTHO Jia jgo0ujemo u3 1. 3ajaTka, jep
u3 BF : CF = AB : AC cnemn na je AB : BF = AC : CF. Opasue
ciequ 1a je AB = ABF u AC' = ACF, na oxysumareM jobujaMo jia je
AC — AB = A\(CF — BF) = BC. Jakne, A = (AC — AB) : BC, na cienn
tpaxkenu pesyiarar AS, : S,F' = AS.: S.F = (AC — AB) : BC.

Y 0BOM 3aJ]aTKy KOPUCTUJIN CMO jeJHY CTBap Kojy hemo cajia n3BOjUTH.

AKo 3a Heke peaJine 6pojese a, b, ¢, d Takse na je ¢, d # 0 Baxu ¢ = 2 onma
» Uy b ) c 4’

: : : ka+1b : sooa b ka+1b

je Taj oHOC je[iHaK OIHOCY 357 3a ouno koje k,l € R, rj. ¢ = - = hrE

3ancra, oznaunmMo ¢ = % = A Taga je a = Ac u b = \d, na ciean ja je

ka -+ 1b = kAc+ INd = Akc + Id), onaxre ciemn ja je A = katlb,

ketld
3. a)
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CimgHOCT Jlaje ojHOCe, & He IPOM3BOJIE JIYKHU, ajlii MOXKEMO Te OJHOCE
HOMHOXKUTH JIy?KMMa Koje Cy y UMEHHOIUMa 1 JJohu J10 ipousBojia. Kako Ham
ce jaBJba MOJIYIPEYHUK YIIHCAHOT KPyra, MOPaMoO YOUUTH ITOJIHOKje HOpMaJie
u3 meHTpa S ymmcaHor Kpyra Ha HeKOj o crpanuna tpoyria AABC, Hup.
nojHoxkje () Ha crpanunu AC. Ilomro mHam ce jaB/ba 27, Tj. TPEIHUK OIN-
caHor Kpyra, u nomro Beh umamo tauky N, younmo tauky M u3z Beaukor
3ajlaTKa, jep Taja umamo npedauk MN = 2r.

Caga nmamo na je £SAQ = ANAC = ANMC (unepudepujcku Haj
JIYKOM J/V_E') u ga cy yriaosu £SQA u LNCM upasoj (LNMC' je nepu-
dbepujckn nag npeannkom NM), ma je £LSQA = ANCM. Crenu na je
NASQ ~ AMNC, na je SA: NM = SQ : NC. Mnoxemwem ca NM un
NC' nobujamo ja je SA- NC = NM - SQ. Kako je NM = 2r, SQ = pn
NC = SN (Benuku 3aznarax, cras 6)), cienun ja je SA- SN = 2rp, mro je
1 TpedaJIo JOKa3aTH.

6) Ciimuno Kao y jesty a), youumo tadke M, @, u3 Beaukor 3ajarka. mamo
na je £S,AQ, = ANAC = ANMC (nepudepujckn HaJ JTyKOM ]/\7_5’) u 1a
cy yriosu £5,Q,A u A NCM npasu, na je £5,0,A = LANCM. Cnenn ja
je NAS,Q, ~ AMNC, na je S;A : NM = S,Q, : NC, oxHocho, mocje
muoxkema, S,A - NC = NM - S,Q,. 3amenom NM = 2r, S,Q, = p, u
NC = S,N (Benuku 3amarak, cras 6)) gobujano S, A - Sy N = 2rp,.

B) Ry

Kako nam ce oBzie jaBba pp, YOUMMO MHOJHOXK]je HOpMaJje u3 S, Ha He-
Koj ox crpanuia tpoyria AABC, vup. Ha crpannmu AB (nakie, Tadky
Ry) 1 Kako ce MOHOBO jaBJ/ba MPETHUK OMMCAHOD KPYra 27, YOUUMO MPETHUK
MN. Yrmosu KMNC u L MAC cy nepudepujcku Ha JTyKOM ]\7(\3', mna cy
noysapuu, jaxie L MNC = LMAC = 5% (upasa AM je cumerpasia cro-
/pammer yriaa ko temena A tpoyrna AABC). Takobe, £S,AR, = 5%,
na je AMNC = £S,AR,. Baxu u AMCN = § = AS,R,A, na ciemu
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na je AMNC ~ ASyAR,. Haxne, SyA : MN = SyR, : MC, omnocHo
SpA - MC = MN - SyRy,. 3amenom MN = 2r, SyR, = py u MC = S,M
(Benmku 3amarax, cras 6)) modbujamo SpA - Sy M = 2rpy.

r) CimdaHo Kao y jesy B), younmo tadke M, R, u3 Bemukor 3amarka. Mmamo
na je LS. AR, = 5% = AMAC = LMNC' (npBe aBe jeqHaKOCTH Bazke jep
je S.M cumerpaJia croJballliber yriia Koj TeMeHa A, a mocjejma jep ¢y To
nepudepujcku yrjioBU HaJ| JIyKOM ]\//[-5’), kKao u £S.RA = § = LMCN,
na je AS,AR. ~ AMNC. Cnemn S.,A : MN = S.R. : MC, omnocHo
S.A-MC = MN -S.R.. 3amenom MN = 2r, S.R. = p. u MC = S .M
(Benmku 3amarax, cras 6)) modbujamo S.A - S.M = 2rp,.

Heka je R cpemumire aujanonane AC. Tama je RM cpemama jimnuja Tpo-
yrma AABC, na je RM || BC u RM = %BC, a RN je cpejama JnHUja
tpoyriia AACD, na je RN || AD u RN = %AD. Hasme, kako je OQ L BC
u OP L AD, cieqn na je RM 1L OQ uw RN L OP, na je A{MRNIZ £LQOP
(yroBu ¢ HopmasiHuM Kparuma). [lopes Tora mvanmo Jia je % = gfg = %,
1a je J0BOJBHO Ja JoKaxkeMo ja je OQ : OP = BC' : AD na 6u cieauio jna
je AMRN ~ AQOP.

Tpoyriosu ANAOD u ABOC' cy ciudnu, jep umajy mojlyJapHe yrioBe.
Baucra, L AOD = £BOC jep cy 1o ynakpcuu yriosu u L ADO = £LBCO
(mepudbepujcku HaJ| JTYKOM ZL\?) Ko cimaamx TpoyrioBa BUCHHE CE OJJHOCE
ucro kao u crpanuie, na je OQ : OP = BC : AD (OQ je Bucuna Tpoyria
BOC, a OP je Bucuna tpoyria AOD). Jlakme, MR : RN = BC : AD =
QO : OP u AMRN = AQOP, na je AMRN ~ AQOP. Cnemn na je
ARNM = LOPQ u ARMN = LOQP.

Osnaummo ca K, L pegom npecedre tauke npase RN ca npasuma OP u
QP u ozumauummo ca X mpeceuny Tadky npase MN u mnpase P(Q). Yriosu

AKPL uw AXNL cy mebhycobno nogynapuu, jep je LKPL = £OPQ n
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AXNL = AMNR, a £OPQ) = {MNR. Takohe, { KLP = £XLN, jep
cy To yHakpcau yriosu. Cieau ma tpoyriosu APKL u AN X L umajy 1o-
aynapue yriose, na je LLXN = LLKP. Mehyrum, LLKP = 7, jep je
To yrao u3mehy npase NR un npase OP, a Baxxu NR | OP. Ilpema Tome,
LLXN = %, a0 je yrao usmehy npase PQ u npase M N, 11a 3aK/bydyjemMo
na je MN 1L PQ.

Hedbunumnuja 15. Heka je F damvuinja mpaBux Heke paBHU. AKO

1) mocroju Tavuka S Koja mpunaia cBuM npasuMa dbamvuinje F U cBe mpase
KOje cajipke Tadky S mpunaaajy daMmumimju F;

2) mocroju TpaBa § Koja je mapaJjiejiHa CBUM npasuMa damuianje F U cBe
paBe Koje Cy IapaJieine IpaBoj s npuiaiajy daMmumimju F;

OHJIa TAKBY (aMUInjy J 30BEMO UpameHom Upasur. Ao mpamen F 3a710BO-
JbaBa ycJIoB 1), KazkeMo Jia je TO [paMeH KoHWKYPEeHIWIHUL TPABUX, & aKO Mpa-
MeH F 3a/10BOJbaBa YCJIOB 2), KaxKeMO JIa je TO IPaMeH UapPaieAHUT TPABUX.

[IpamenoBu ce y Teopuju jiepunuiny Ha Jpyraduju HAUUH U TAMO Ce Jie-
taspbHUje u3y4danajy. Hama je oBjie oj unTepeca jia 3a mpaBe Koje ce€ CeKy
y jeanoj tauku mian cy Mehycobno napasienne kaxkemo: ,IIpase mpurajajy
jemnom npameny”’, wim: IlpaBe nmpunajajy mcrom mpameny’, jep je TaKBO
n3pazkaBaibe kpahe u jegHocraBsuuje.

5. IlTonomejeBa Teopema.
D
C

Nneja je ma mpousson AC - BD mammiemo kao 30up jBa cabupKa, O
kojux he jeman outm jeanak ca AB - CD, a apyru ca AD - BC. Ako Ha
aujaronaun AC yoummo Heky tadky F, onma je AC = AE + EC, na je
AC-BD = (AE+EC)-BD = AE-BD+EC-BD. Tpeba norojmo ojgabparn
tauky F Tako ja unp. oyiae AF - BD = AB-CD uw EC - BD = AD - BC,
omnoctio AE : CD = AB : BD u EC : AD = BC : BD. 3aro y3Mumo
tauky F na mujaronammn AC taksy ja je LABE = A DBC.

Kako je L BAE = ABDC (nepudepujcku Ha 23'5) u {ABE = £DBC,
cnequ f1a je ANANABE ~ ADBC, na je AE : DC = AB : DB. Jlakie, Baxnu
AE-BD = AB-CD. Jame, nmanmo na je L ECB = L ADB (nepudepujcku
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nag AB) n {EBC = {EBD + {DBC = {EBD + {ABE = £ABD, ua
je AEBC ~ NABD. Cnemun ja je EC : AD = BC : BD, na pobujamo
EC-BD = AD - BC. Cabupammem j100HjaMo Jia je

AE-BD+EC-BD = AB-CD+ AD-BC
(AE+EC)-BD = AB-CD+ AD-BC
AC-BD = AB-CD+ AD-BC,

IITO je U TpedasIo JTOKa3aTH.

YeBuna Teopema. Oznaunmo I = ]B? . % . %. Y dopmynamnuju Teopeme
Tpebasio 6u JoaTH yesioB Ja ce tadke P, (), R pazmukyjy ox temena A, B, C'
tpoyria AABC, jep unade 6poj Il win wHuje 106po nedbunucan (ako je HIp.

P = C, onga mnje nedunucano £5), wmm je jemnax 0 (axo je nmup. P = B).

: Heka cy AP, BQ, C' R nipaBe jeJHOT IpaMeHa.
1° R
L A K A L K

P C B C P

Heka je S 3ajennunuka mpecedna rtauka npasux AP, BQ,CR u Heka cy
K, L penom mpecetne Tadke npase B(Q) n mpase C'R ca mpaBoM Koja cajpKu
tauky A n mapasenna je ca BC'. Taza je ma ocnoBy TasecoBe Teopeme

BP KA
PC ~ AL
cQ  CB
QA KA
AR AL
RB ~ CB’

na Jjiobujamo Jia je

_BP CQ AR KA CB AL

~PC OA RB_ AL KA CB -

1]

Axko je tauka Sy yayrparntmoctu Tpoyria AABC, onga tauke P, (), R npu-

Ak -,
Hakse, Tayta je I > 0. Tauka S me moxke npunajaru Hu npaBoj AB, Hu

npasoj AC, autn npasoj BC, jep he taja neka ox tadaka P, (), R Outu Teme

najiajy peaom gyorcuma BC,CA, AB, na je % > 0, % > 0u
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tpoyria. IIpema Tome, Tavuka S me npunaga rpoyriry AABC, ma ocraje jorn
ciydaj Kaja je y crnosparmmoctu Tpoyria AABC (u, HapaBHO, He Ipuaja
Hu npaBoj AB, uu npasoj AC wutn npasoj BC). Tana he rauno jemna o
tadaka P, @), R npunanaru oxrosapajyhoj ayxu (BC, AC, AB). Hup. neka

radka () npunaga ayxku AC, Kao mTo je Ha caunu. Tana je % < 0, %{ <0

" }‘% < 0, ma je moroso I1 > 0. Cimano pobujamo jga je I1 > 0 u y npeocrasa
nBa caydaja (P upunaga nyxu BC, onnocno R npunaya ayxu AB). dakie,
mvamo I > 0 u |II| = 1, na cienn ja je IT = 1.

2° 3

Heka cy npase AP, BQ), C'R mehycobno napasenne. Ha ocnoBy TastecoBe
TeopeMe je

cQ  CB
QA ~ BP
AR PC
RB ~ CB’

ma je
BP CQ AR BP (CB PC
PC QA RB PC BP CB
[Ipase AP, BQ),C'R mopajy 6utn TakBe Ta TAIHO JIBE OJI HHUX HE [IPOJIa3e
Kpo3 yayTpatmmocT Tpoyria AABC, a tpeha nposiazu. Crora TadHo JBe 01
tadaka P, (), R npunayajy gyxxuma BC, C A, AB, a tpeha ne npunasa. Hip.
ako mpaBa AP mposasu Kpo3 yHyTparrmocT Tpoyria AABC, oHjga mpase
BQ, CR ne mpo/iaze Kpo3 yHYTPAIHLOCT TPOyTJIa U Tadka P mpurajia Iy xKu

1] = 1.

BC, a tauke @), R we npunasmajy myxunma CA, AR. Cnemu na je % > 0,
% < 0Om % < 0, ma je IT > 0. Cimuno m y mpeocraja JBa Ciydaja

(mpaBa B nposasu Kpo3 ymyrpairmsoct tpoyria AABC, oJHOCHO mpaBa
C'R npomazu kKpo3 ynyrpaiimoct tpoyria AABC) nobujamo na je I > 0.
Hakie, Baxku 11 > 0 u |II| = 1, na 3akspyayjemo ga je IT = 1.
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: Heka je Il = 1. TTocmarpajmo npase BQ u C'R.
10 R

c P P

Hexka ce npase BQ u C'R cexky y tauku S. Osnauunmo ca P’ npecedny

/
tauky rnpase AS u npase BC'. Ha ocuoBy mesa caenn % . %‘é . % =1.
. BP CQ AR _ . BP _ BP
Taxkobe, 1o mpernocTasIy je P 04 RE 1, ma je o = bl OpnaBre cienn

naje PP = P, na ce npase AP, BQ), CR cexy y tauku S. laxine, AP, BQ,CR
IIPUTIA/IAjy jeTHOM IIPaMeHYy.
2° Ry

Heka je BQ || CR. Osnaunmo ca P’ npecedHy Tadky IpaBe Koja CaJiprKi
tauky A u mapasesina je ca npasoMm B(@) (u npasom C'R) u npase BC. Ha
—

BP CQ AR _ BP  CQ Ak _
OCHOByjeJIa caemm == oA wB 1. Taxkobe, ey S 1,
na je f% = %. Onasge crequ ga je PP = P, na cy npase AP, BQ,CR
napaJsere. Jlaxkie, mpase AP, BQ), C'R npunajajy jeaHoM IpaMeHy.

MenenajeBa Teopema. O3naunmo moHoBo 11 = % . %‘; . 1‘%

ko, hopmynanuje Yesune teopeme, u 'y dhopMysialuju oBe Teopeme Tpedasio
ou momaTu yesioB Ja ce tatdke P, (), R pazmukyjy ox temena A, B, C' tpoyria
AABC (3 uctux pasjiora kao Majornpe, jep hie 6poj II 6urn wemedunncan
ako je Hup. P = C wumu he 6utn jennaxk nyim axo je nup. P = B).

: Heka cy P, (), R kotmHeapHe 1 HeKa je p paBa Koja ux cajap:xku. O3na-
qumo ca A', B', C" pejiom nojgHoxKja HopMmadia u3 tadaka A, B, C' Ha npasoj p.
Tana cy npase AA', BB, CC' napajenne, na na ocaoBy TajiecoBe Teopeme

. CamyHO Kao
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MaMO:

A
B/
A
Q o
B C P
Q
RA’
B/
C/
B C P
BP B BB’
pPc  Cc
cQ _ cc
QA AN
AR AN
RB BB’
Cnenn na je
|H|—BP cQ AR_BB’ cc’ AA’_1

PC QA RB (CC' AA BB

Kaxko npaBa p ne cajp:xu uujeao teme tpoyria A, B, C' jep 6u uHade Heka

ox tadaka P, (), R buna teme Tpoyriia, Ha ocHOBY llammose akcnome 3aK/bydy-

jemo jta miam Tadno jse oi tadaka P, (), R npunanajy ogarosapajyhum yxu-

va BC,C'A,; AB win nujejaa oJi ibux He punajia ogrosapajyhoj mayxu. Axo

Hip. Tavdke (), R npumamajy pemom ayxkuma C'A, AB, Baxkn % <0, %‘; >0
AR

u > 0, na je [ < 0. Cinuno, ako Tauke P, () npuiiaiajy pejoMm JryKumMa

BC,CA nm ako tauke P, R npunajajy pejom jpyxuma BC, AB, ciean na

je IT < 0. Axo mujera o1 Taan% P, @), R we npumaja ojaroBapajyhoj ayxu
BB c AR :

(BC,CA, AB), Baxu == < 0, o4 <0mn = < 0, ma je monoso II < 0.
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BaKJLyqyJeMo majell <Owm |H| =1, najell =

Pty

c pPp P p
Heka je IT = —1. Osnaunmo ca P’ MPECETHy TatKy MpaBe QR u tnpase
BC'. Ha ocnoy nena CJIG,ZLI/I J1a je % . % . % = —1. Takobe, 1o
BP C@ _ . BPl _ BP
[IPETIIOCTABIN j€ 76 oA ﬁ = —1, ma ciaenu 1a je 52 = e Onase

ciequ ja je PP = P, na cy tauke P, (), R kojmneapue.

Hanomena 5. Jla Ou jgoKa3u cMepoBa Yepune u Menesiajese Teopeme
6uIM 10 Kpaja KOpeKTHH, MopaJ/u 6UcMO Jia JIoKazkeMo Jjia tauke P’ mocroje,
Tj. y caydajy 1° UeBune Teopeme jna AS u BC uucy napajesde, y ciaydajy
2° Yesune Teopeme ja mpaBa Koja caiupxku A m napasesnHa je ca BQ u CR
uuje mapaJjenna ca BC, a 'y MenesnajeBoj Teopemu na npase QR u BC' nucy
napasiesiie. Mehyrum, To oBjie Hehemo pajurTu.

Hanomena 6. ¥V nekoj jmreparypu ce ymMecTo m3pasa ,deBuHa Teopena’
Moxke nHahu u u3pas ,,YeBaosa Teopema’.

6. A
Q
R
B P C
‘o [T — BD . C4 . AR
Hexka je II = ¢ o4 TE Tanrentne jnyx)u u3 tadaka A, B,C' Ha

yrnucanom kpyry tpoyriaa AABC cy nomynapue (AQ = AR, BR = BP,
CP = CQ), na cieau ja je

BP CQ AR BR CP AQ

‘H|:PC'QA'RB_PC'QA'RB:1'

Tauke P,(Q, R npunanajy ayxuma BC,CA, AB, na ciequ na je % > 0,

o P | | B
o5 > 0mn = > 0. Omasze 3akspyuyjemo ga je I > 0, ma 36or |II] =

ciequ jia je I = 1. Ha ocnoBy YeBumne Teopeme 3akK/bydyjeMoO jia IpaBe
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AP, BQ, C R upumasajy jeanom npameny. C ob3upom Ha 1o j1a iy BQ, CR
npunaiajy yuyrpamimoct Tpoyria AABC, one ce ceky, ma 3aK/bydyjeMo
na npase AP, BQ, C' R npunajajy npamMeny KOHKYPEHTHUX IIPaBe, Tj. OHE CY
KOHKYDEHTHE (CEeKy ce Y jeJIHOj TadIKn).

JonarHu 3azaTak. /lokazarn j1a ce OMCeKTpuca je/IHOT YHYTPAITher 1 IBa
criospariba yriaa Tpoyria AABC ceky y jeHoj Taduki.

Q

R

Heka je P mpeceyna Tadka OMCEKTpHCE YHYTpAIImher yria KOJ TeMeHa
A tpoyrina AABC u crpanune BC' u neka cy ), R pejioM mpecedne Tadke
bucekTpuca CHO/BAILIX yIyioBa Kol TeMena B, C' tpoyria AABC ca npasu-

ma C'A, AB. Osnaunmo 11 = % . 82}1 . %. Ha ocnoBy Teopeme o cumerpasn

yria (1. 3azmarak) ciaeau ja je

BP  AB
PC — AC
cQ  CB
QA BA
AR AC
RB ~ CB’

; _ BP CQ AR _ AB CB  AC _
na je [l = 55 OA RB — AC " BA CB — -
Bucekrpuca ynyrpaiimer yria cede HACIPAMHY CTPAHUILY, Ha Tadka P

npunaia ayxku BC, 0OHOCHO BaxKn % > (0. C apyre crpane, OucekTpuce
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CIOJBAIIIILUX YIVIOBA NMpUIaIajy crosbammoctu tpoyria AABC, na tadke
Q, R ne npunajyajy ayxuma CA, AB, OJHOCHO BaxKn % < 0Omn % < 0.
Bakspyayjemo ga je IT > 0, mro 3ajeqno ca |II| = 1 naje IT = 1. Ha ocroBy
Yesune teopeme ciean ja npase AP, BQ,C'R npunajiajy jeJiHOM IIpaMeHy.
[Tpermocrasumo ga je AP || BQ. Tana je npasa koja cajpxu tadky B u
HopMaJiHa je na B(Q), a To je cumeTrpaJsia yHyTpalliher yria Koj TeMeHa B3,
HOpMaJIHA Ha mpaBoj AP, Tj. Ha cuMeTpaju YHYyTPaIlmker yryia KoJl TeMeHa
A. Axko je S npecedna Tadka cuMeTpaJsia YHyTPaITmbUIX yIIoBa Ko TeMeHa A
u B, onna je ABAS = 5, LABS = 5 u LASB = 7. Kako je 36up yriosa
tpoyriia AABS jennak 7, cieu jaje m = L BAS+AABS+4AASB = #,
na j1obujamo a je 27 = a+ [+, ogHocHO v+ = 7, mrTO je Hemoryhe, jep je
raga v = 0. Jlakne, AP }f BQ, na npase AP, BQ, C'R, ongHocHO cumeTrpasie
YHYTpaIlber yria Koj TemeHa A n cmosparmmux yriioBa ko temena B, C|
IPUIIaIajy IpaMeny KOHKYPEeHTHUX IIPAaBUX, Tj. CEKy ce y jeJIHOj TauKu.

Hanomena 7. /la Ou perreme npeTxoHOr 3a/laTKa OMJI0 KOPEKTHO, Tpeba
ce 3aIMTaTH Jia JIU 1ocToje Tadke (), R, Tj. /1a Jin MOXKe Jia Ce JIeCHU Jia CUMe-
TpaJia CIOJBAIILET YIvia OyJie napaJjesiHa ca HACIPAMHOM CTPAHHUIIOM. AKO
je cumeTpaJsia CIoJballlber yriaa Koj TeMena B mapasenna ca AC, onjga je
cuMeTpaJia yHyTpallbher yria Ko teMexna B Hopmasna wna AC. Osnadnmo
ca By mpecedny Taduky cuMeTpaJjie yHYTPAIIber yriia Koj TeMeHa B u mpase
AC. Tana cy tpoyrmosu ABB1{A n ABB,C nonymapuu jep um je BB
zajennnuka crpanuma, £LC BB = {ABB; = g u £BB,C = {BB1A = 7.
Cren ja je BC' = BA, na je tpoyrao AABC' jeiHaKOKpaKH.

A

Jlaxe, 3a jeIHakKOKpaKu TPOyrao He MOXKEMO IMPUMEHUTH UeBUHY Teope-
My. Ako je unp. AABC jemnakokpaku u BC = BA, onja je cumerpasa
CIIOJBAIIILET yTJIa KOJ TeMeHa B napasenna ca AC, na He mocroju Tadka ().
[Ipema Tome, y oBoM ciiydajy Tpeba Ha JPYrd HAYWH JIOKA3aTH OHO IINTO CE
TParKu.

Jlokazam cMo Jla cuMeTpasia YHy TpaIlber yria KoJ TeMena A Hitje mapa-
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JIeJTHA, C& CHMETPAJIOM CIOJballliber yriia Koj Temena B (unade je v = 0), na
03HAYUMO ca S, HBUXOBY IMPECETHY TauKy 1 03HAINMO ca P, (., R, moaHoxja
Hopmasia n3 S, pegom Ha npasuma BC,CA, AB. llomro S, npunama cu-
MeTpaJn yHyTpalllmer yria Koju Ttemera A, cirean ma je S,R, = S.Qq, a
oo S, MpUIaja U CUMETPAJIN CIOJbAIber yIjla KOJI TeMeHa B, ciean
na je S, P, = S,R,. Hakime, S,Q, = S,P,, na ciequ ga S, upumajia u
cuMmeTpaJsu crojbarimber yriaa ko remena C tpoyria AABC. Ilpema Tome,
JIOKa3aJ/Ii CMO JIa Ce Uy OBOM CJIy4ajy CHMeTpaJie jeIHOT YHYTPAIIber U JIBa
CHOJBAIIIEHA yIJIA CEKY Y jeJIHOj TadKH.

[[IraBure, oBaj J0Ka3 MOXKe Ja Cce NMPUMEHN U y Caydajy Kaja Tpoyrao
NABC uuje jeIHaKOKpaK.

7.

Y naromenu 7 yTBPUIA CMO JIa IIPECEYHa TauKa CHMETPAaJIe CIIOJbaIIher
yIJla U HACIpaMHE CTPAHUIE He TOCTOjU KO/ jeTHAKOKPAKIIT TPOYT/Ia KOMe
je Ta crpamnuna ocroBuna. Jlakie, mokasyjemo TBpherme 3a/aTKa 3a CBe TPO-
yIJIOBE KOjU HUCY jeJHAKOKDPAKH, jep CaMO KOJI TAKBUX TPOYIJIOBA IOCTOje
Ipecevne TavykKe CUMeTPAaJia CIOJbAIbUX YIVIOBA M HACIIPAMHUX CTPAHUIIA.

Heka cy P, (@, R pejoM mpecedne Tadyke CHMETPAJIa CIOJbAIIbUX YIJIOBA
ko temena A, B, C' tpoyrima ANABC' ca npasuma BC,CA, AB. O3nainmo

IT= % . gzgj . 1‘%. Ha ocnoBy Teopeme o cumeTpaJsn yriia cjiejiu ja je
BP  AB
PC —  AC
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cQ _ CB

QA BA
AR AC
RB  CB’

; — BP CQ AR _ AB CB  AC _
na je || = 55 - 5% " 75 = 46 " ba " cp = 1. Kako cumerpase cospambix

yIJIOBA TPOYIVIA TPHUIIAJA]y CIHOBAIIILOCTH TPOYIJIA, CJAC/IN Jia HUje/IHA O
radaka P,(Q, R we npunajga oxrosapajyhoj myxu (BC,CA, AB), na cienn
ﬂaje%<0, %<OI/I%<O. Hakme, I <0 wu |[II| =1, ma je Il = —1. Ha
ocHoBy MenesajeBe Teopeme ciiean Ja cy tadke P, (), R kosmHeapHe.

8. @5

RS

Heka cy P,Q, R pemom mpecedne taduke TanrenTun y temennma A, B, C

tpoyriia AABC' na mwerosom omnucanom Kpyry ca npasuma BC,CA, AB.
BP  CQ |
PC Q4

teruBe AB, na je nogaynapan ¢ nepudepujckum yriaom £ AC' B Hat TOM TeTH-
BoMm. Crnean jaje LPAB = L{PCA(= £{BCA), akako jeu LAPB = L{CPA

(uctu yrao), ciaemn na je APAB ~ APCA. Onasge je % _ Ilj_é _ ﬁ_g’ 8

caen Ja je g—g = % : ﬁ—g = (ﬁ—g)z. Cmnano, LQBA = LACB (yrao

£ Q) BA wsmely Tanrenre QB u tetuse BA nojynapan je ¢ nepudepujcKum
yrmom £ AC'B najx tom tetuBoM) u L BQA = ABQC (uctu yrao), na je

cQ _ QB _ BC . CQ _ CQ BQ _ (BC\2
AQBC ~ ANQAB. Cﬂem&w—@_ﬁ’nam@_ﬁ'm_(ﬁ)-

Oznaunmo I1 = %. Yrao L PAB je yrao usmehy tanreare PA u
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Konauno, £ RCB = ABAC (yrao £ RC'B usmely tanreare RC u Teruse
C'B mnoaynapan je c¢ nepudepujckum yriom £ BAC Haj TOM TeTHBOM) U

ABRC = ALARC (ucrtu yrao), na je ARAC ~ ARCB. Cuemn ja je
AR _ RC _ AC AR _ AR CR _ (AC

CR ~ RB ~ CB’ RB ~— CR RB ~ \BC
| |_BP CcQ AR_(AB>2 (BC>2 (AC)2_1
~ PC QA RB \AC AB BC/) 7

. 2
ma je ) . IIpema Towme,

Kaxko Tanrenre AP, BQ), C'R npumajiajy Cro/balliboCTH OIIMCAHOT KPyTra TPOo-
youta AABC, cienn a oHe IpUIIaIajy u crosbarrmoctn Tpoyria AABC, na
tauke P, (), R me npumnamajy ogrosapajyhum gyxxuma BC, CA, AB. Ilpema

TOMe, %;<O7 %‘; <0H1‘%<0, na je u II < 0. Jakne, Il = —1, na npema
MemnesajeBoj Teopemu cieau sa cy tadke P, (), R kKonuHeapHe.

Hanomena 8. Pasmorpumo y KoM citydajy je HeKa OJ TAHeHTH IapaJie/Ha
ca HaCIIPAMHOM CTDAaHHIIOM, HIIP. KaJa je TaHrenta y TemeHny A Tpoyria
AABC na meroBoM ornmcanoMm Kpyry mnapaJesnna ca BC.

A

B c

Hasnauenu yrao usamel)y tanrenrte u reruse AB nojynapan je ¢ nepude-
pujckum yriiom L AC'B naji TOM TETHBOM, a ¢ Jpyre CTpaHe IMO/Lyapat je ¢
yrinom £ ABC, jep cy TO yIJIOBH € IapaJseJHUM KpaluMa. 3aK/bydIyjeMo Ja
je LACB = LABC, na je tpoyrao AABC' jennakokpaku ¢ ocuoBuiiom BC.
Haxkie, 3ajaTak ce Morao permasatu camo 3a Tpoyriose AABC koju nucy
jelHakoKpakim, jep uHavue He [0CTOju Heka o Tadaka P, (@), R.

Pazmorpumo cajia mozesty Jyzku y nekom ojHocy. Ako cy P, () jiBe pa3mue
Tauke u A € R, 3annma Hac KOJIMKO MOCTOjU Tadaka R TakBUX Jia je % =\

Axo je % = A, onja je Pk — )\@, Tj. ]@ = ﬁ%—i—@ = (A+1)@. ITpema

ToMe, aKo je A = —1, onja jobujamo Ja je f@ =0- @ = 0 (mys1a BeKTOD),
ojakse ciean jga je P = (), a To je y CyIPOTHOCTH C MPETIIOCTABKOM Ja Cy
TO JBe pazjmunTe Tadke. /lakse, He nmocroju Tadka R TakBa 1a je ;:Qy = —1.

A ako je A # —1, onjua je @ = /\%1@, Tj. ﬁ% = )\@ = ﬁ]@, IITO

jemnoznauno onpehyje Tauky R.
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Hakiye, ako cy P, jaBe pasue Tauke, 3a cBako A € R\{—1} nocroju
jenuncrBena Tavka [ TakBa Jia je % = \. Casia nmamMo ompaB/iame 3aIITo
cMo y nokasy Yesune m MenenajeBe TeopemMe y cMepy KOPUCTHUJIN J1a

—

BF _ BP . pr - BP' __ BP
us S5 = L5 clenu i je P’ = P (oBge jeanaku omHOCH =2 = pg ey
jemnaku —1, jep tauke P, P’ mocroje).

[IpomuckyTyjmo cajta o mosoxkajy tadke [y 3aBucHOCTH 011 Opoja A. Ako
je A > 0, onyia cy Bektopu PR u R() ucror cmepa, na ce tadyka R Haja3n

usmehy ravaka P u Q (Baxu B(P, R,())), Tj. Tauka R npunana xyxu PQ.
Ako je A =0, ouma je PR = 0, ognocuo Baxku R = P. Axko je A = 1, onna
je PR = RQ), na je R cpemumire nyxu PQ. Ako je 0 < A\ < 1, onja tadka
R npunaya ayxu PQ u nyxk PR je kpaha on jnyxku R(Q), mTo 3ua4u j1a ce
tavuka R namasu n3amehy tauke P u cpemumra jayxku PQ. Ako je A > 1, onja
tauka R npunajga ayxu PQ n nyx PR je myxa ox ayxu R(), a ce Tadka
R nanaszm n3mely cpemumra qyxu PO n tauke (). Ako je —1 < A\ < 0, onza
tauka R He mpunasa ayxu PQ (Bekropu PR u R() cy cynpoTHHX CMepoBa
300r A < 0), a qy:xk PR je kpaha oz myxu RQ), jep je ;—g = |\l € (0,1),
na cjean ja Baxku pacropen B(R, P, Q) (raga je RQ) = RP + PQ > PR).
Konauano, ako je A < —1, nmonoso 300r A < 0 cjeju ja Tadka R e npurajia
nyxu PQ, asbor A < —1 crequ na je g—g = || > 1, ma je nyxx PR ayxa oj
nyxu RQ. Crenn pactiopen B(P, @, R), jep je tara PR = PQ + QR > RQ).

'paduaku, nosmoxkaj Tauke R y 3aBucHocT oJ1 Opoja A M3IJIEJa OBAKO:

r S Q

4 Y4
N

-1 0 1 5 1
[Ipu Tome, cumMbOJI 0O KOjU CTOjU HA MeCTy Tadke () o3HAaYaBa I'DaHUIHE
BPEJIHOCTU KaJla ce Tadka R mpubimxkapa tadku (). Ako ce tauka R npu-
6mzkaBa Tadku () Tako jna Baxku B(P, R, (), oHja je Ta rpaHUYHA BPETHOCT
MO3UTUBHA, Tj. CUMOOJI OO O3HAYABA T'PAHUYHY BPEJIHOCT +00, & aKO jOj
ce npubsmKaBa Tako Ja Baxku pactopen B(P, @, R), onja je Ta rpanuvHa
BPEJIHOCT HEraTUBHA, Tj. CUMOOJI 0O O3HAYABA IPAHUYIHY BPEJIHOCT —00. Ta-
kobe, 3Hamo Jia BpejnocT A = —1 He ojroBapa HujeHa Tadka (1 06paTHO),
aymm Bazku cyesehe: IlITo ce Bume ymapaBamo o ayku PQ), mweHa JIy:KuHa
rocTaje 3aHeMapJbUBa, ma ce jy:kube ayxu PR u R(Q) npubimxasajy jegHa
JIpyroj, a 36or pactopesa B(R, P, Q)), onnocuo pactopena B(P, @, R), umamo

~

Jla je OJTHOC BEKTOpa % HeraTWBaH, Ma OH TeXKN Ka —1.

Ba cBako A > 0, A # 1 jaB/bajy ce mapoBu tadaka R, S koju jene iy PQ
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y omHocy A, 1j. Baxku PR : RQ) = PS : SQ = \. Ilpu Tome je, uup. % =
B

I o5 = —A. Y ciayuajeuma A = 1 u A = 0 umMaM0 camMo 10 jeJIHy TaIKy

Koja e jyk PQ) y oarosapajyhem omnocy (cpemurire jyzxu PQ), 0HOCHO
rauka P). Hac he o caja 3aHuMaTin 9eTBOPKE PA3IMIUTUX KOJUHEAPHIX

radaka P,(Q, R, S 3a koje je PR: RQ) = PS : 5Q.

Hedbununuja 16. Heka cy P, (), R, S detupu pazjuaure KOJuHeapHe TadKe.
[MTap ragaka (P, Q) je xapmonujcku cupemyw ¢ napom tadaka (R, S) ako je

% = —% u taremo H (P, Q; R, S).

—0

P R Q S
PR pPs

Hapasno, cTtaB/bamo ycsios 6= 56 jep jeIMHO TaKO MOXKEMO MMaTHh

na cy R u S pasmuunre Tauke, a ja jgese gy P(Q y UCTOM OIHOCY.

Cuesie Heke ocobune pejaluje XapMOHMjCKe cupernyrocru. Hajupe, Ta
penanuja je cumerpudna y ciaeiehem cmuciy. Ako je H(P,Q; R, S), ouia je
H(P,Q; S, R), H(Q, P; R, S), H(Q, P; S, R), onxocHo HeGUTaH je na jm je y
rmuray map (P, Q) win nap (Q, P), kao u ja Jju je y nutawy nap (R, S)
wim nap (S, R). Takobe, ako je H(P,Q; R, S), ouna je H(R, S; P,Q), 1j. ako
je map (P, () xapmonujcku cuperuyT ¢ napom (R, S), ouga je u map (R, .S)
XapMOHUjcku crperuyT ¢ mapom (P, Q). Jlokaxumo ose ocobume.

Axo je H(P,Q; R, S), ouna je % = —%. 3aMEHOM MeCTa pas/JIOMIIMA,

P PL

HA JIEBO] W JIECHO] CTPAHU jeHAKOCTH JT00MjaMo = mo IITO 110 Jiedu-
auju naje H(P, Q; S, R). Muoxemwem Gpojusiara ¥ MMEHHIANA C JIeBe U
—PS —PRi

JiecHe cTpaHe jeJHakocTu OpojeM —1 jgobujamo 1a je B iy 3 OJIHOCHO

.. SP _ _RP .
aaje 35 = ~op- Kaxko cy tauke P,Q, R, S mehycobno pazaumaure, HujeIaH

0J1 OBUX BEKTpOa HUje HyJa BEKTOpP, I1a HU OPOjeBU C JieBe M JIeCHE CTpaHe
jeHakocTn Hucy jegHaky 0, IITO 3HAYM JIa MOXKEMO y3€TH HHUBOBE MHBEp3e

u onu he Ttakohe Outu jennaku. /lodbujamo ja je % = —%, a To 10 Jiedu-
auipju 3Hadn ja je H(Q, P; S, R). TloHOBHOM 3aMeHOM MecTa Pa3ioMIMa
Ha JIeBO] W JIECHO] cTpanu jenHakoctu jpobujamo H(Q, P; R, S).

Axo je H(P,Q; R, S), onna je % = _ DB = \. Cremu jna je ﬁ = )\@

R )
u P_§ = —)\Sﬁ = )\Cﬁ . Bekropnu ﬁ u ﬁ Cy KOJIMHEapHU U HUjeJIaH O/l
IbUX HUje HyJa BEKTOD, Ia cjejn Ja je A # 0 U ImOCTOju OJIHOC TUX BEKTOPa
KoOju je j RE _ PR _ -AR ——mC je H(R,S; P
ju je jennax 55 = T = —7a = —5¢. Cueun 1a je (R,S; P,Q).

Haibe, ako cy P,Q, R Tpu pa3ue KojuHeapHe Ttadke u R Huje cpejurire

ayxu PQ, Taga nocroju jeauHcrBena tadka S rtaksa Ja je H(P,Q; R, S).
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B

Baucra, Taja je 73 ¢ {0,1}, na mocroju jenmHCTBEHA TadKa S TakBa JIa je

Ps PR PR

%= (360r —% # —1 ciesie mocTOjalbe W jeJMHCTBEHOCT Tadke S).

360r —% # 0 cnemm ja je S pazmumanrta o P, a HapaBHO Mopa OWTH U

S#Qu S # R, na je zaucra H(P,Q; R, S).

Axo je H(P,Q; R,S), oHa Baxku TadHO jeJlaH OJ paclopeja Tadaka
B(P,R,Q) u B(P,S,Q). 3aucra, uz H(P,Q; R, S) cneau % = —% =\
Kaxko 360r pazauauroctu tadaka P, Q, R, S Baxu A # 0, cieau jia je TadaHo
jestlaH oJ1 OJTHOCA, % L

P

% > 0, oHja je % < 0, ma Baxu B(P, R, Q) u ne Baxxu B(P, S, Q). Ako je

HO3UTHUBAH (JIPyTHU je HapaBHO HeraTuBaH). AKO je

% < 0, onja je % > 0, ma Baxu B(P, S, Q) u ne Baxu B(P, R,(Q). [Ipema

TOMe, BayK¥ TavHO jeJlaH oJ] pacropesa tadaka B(P, R, Q) u B(P, S, Q).
Hedunucahiemo n XapMOHHUjCKY CIIPETHYTOCT I1ApOBa IPABKX.

Hedbwnannuja 17. Heka npase a,b, c,d npunajajy jegnom mpameny. Ka-
keMo ja je map (a,b) wapmonujeku cupemnyw ¢ mapom (¢, d) ako mocrToju
npasa p takBa Ja je pNa = {A}, pNnb={B},pnc={C},pNnd={D} n
Baxu H(A, B;C, D). Tana mumemo H(a, b;c, d).

Jla 6u nedpunuimja 6uaa KopekTHa, Tpedbaso Ou JoKa3aT Jia OBa OCOOMHA
He 3aBucu oJ1 u3bopa npase p. To mehemo pajuru. Haerrhemo camo jesmy
ocobuny 6e3 jiokaza. Ako cy a, b, ¢, d npaBe KOHKYPEHTHOI IIpaMeHa (KOHKY-
pentHe npase) u ¢ L d, Baxxu H(a,b;c,d) ako u camo cy ¢ u d cumerpasie
yIJIoBa KOju rpajie mpase a u b (MMa ux jBa u Tpeba ja ¢ Oyiue cuMerpasa
jestHOr 01 WX, a d cuMeTpaJia OHOT JIPYTOr).

300r g0Ka3aHe CAMETPUTIHOCTHI PeJlaliije XapMOHI]CKe CITPErHyCTOCTH TTa-
poBa Tavaka, CJeJu U CUMETPUIHOCT PeJiallje XapMOHU]CKE CIIPErHYTOCTH
napoBa npasux. Takobe, uecro ymecro ,map (P, ()) je XapMOHUjCKHU CIIPErHYT
¢ mapom (R, S)” wmn ,naposu (P,Q) u (R,S) cy XapMOHUjCKH CIpPErHyTH”
KaxkeMo n ,Tadke P,(Q), R, S cy xapmonwujcku crperuayre’. CamdHO, 9ecTO
KaxkKeMo ,TipaBe a, b, ¢, d cy XapMOHUjCKH clipernyTe’.

o7



Qa

Sa

Sa

a) Tauke S, S, cy pejoM IeHTap YIUCAHOI U CIOJba YIHUCAHOT Kpyra KOju
nonupyje crpanuity BC, a tauka E je mpecedna Tadka cuMerpasie yHyTpa-
mer yriaa kKox remena A u (Hacnpamue) crpanuie BC. Ha ocroBy Teopeme
o cumerpasm yria (1. 3amarka) caegu AS 1 SE = AS, : S,E(= AC : CE).

Takobe, kako Baxku pacnopes tadaka B(A, S, E,S,) cienu na cy omnocu g—_Ey

u %— CYNPOTHUX 3HAKOBA, 118, BAyKU g%— = —%, 1j. H(A, E;S,S,).

Cajta hemo j1oKkazaTu jia ce HOPMAJIHUM IIPOJEKTOBAHLEM TyBa XapMOHU]-
cKa crpernyTocT Tadaka. Tauke A, S, E, S, ce npojextyjy y Tauke A, S, A’ S,
u fokasyjemo ma us H(A, E; S, S,) cnenn H(A, A';'S,S,). Bazxu SS 1 AA,
EA" | AA"u S,S, L AA' na cnemn na je SS || EA' || S,S,, na Tanecosa
teopema naje AS : SA' = AS : SE = AS, : S,E = AS, : S,A’. Hopmasmo

[IPOJEKTOBaME TyBa PAcope/] Tavaka, Iia u3 pacropeia tadaka B(A, S, E, S,)
—

—
3aKJbydyjeMo fa Bazku pacropes tadaxa B(A, S, A’ S,). Cnenn 45 = — ASs
sA’ SL A

na je H(A, A} S,S,).

Cajta KaJ1a 3HAMO Ja, HOPMAJTHO IIPOJEeKTOBAbE 1yBa XapMOHM]CKY CIIPEr-
mytocT Tadaka, u3 H(A, E;S,S,) mpexkrno cremn H(A, E;Q,Q,), kao u
H(A', E; P, P,). 3ancta, Tauke A, S, E, S, npojexryjy ce y Tauke A, Q, E, Qq
Ha nipaBoj AC u y tauke A’, P, E, P, na npasoj BC' (neurpu S, S, ymucasor
U CII0/ba YIHCAHOI KPyTa IIPOJeKTYjy Ce PEJOM Y JOJAMPHE TauKe TUX KPyroBa
u ojroBapajyhe crpanuiie, OJIHOCHO IIpaBe Koja je cajp:Ku; jgakjie, S ce mpo-
jekryje y @ na crpanuru AC' u'y P na crpanurm BC, a S, y (), Ha 1paBoj
AC wny P, na crpanurn BC'), nia ciiefie TpazKkeHe peJialiyje.
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Sy

6) e R
A
Se D
Se
Ja P, B A C “P,

Tauke Sy, S, Cy TeHTpHU CIO/ba yIUCAHUX KPYTOBa KOJU JTOIUPY]Y PeIoM
crpanune AC, AB, a Tauka F je upecedna Tadka CUMeTPAJe CIOJbAIIhEr
yria kox temena A u (macnpamue) crpanunie BC. Ha ocmoBy Teopeme o
cumerpasim yria (1. 3amarka) ciuequ AS. @ S.F = AS, : SpF (= AB : BF).
Y zasucHoctn of Tora ga yim je AB < AC mim AB > AC' Baxku pacriopej
B(F,S., A, Sy) nmm pactiopen B(F, Sy, A, S.) (ne moxke 6uru AB = AC, jep
je Tajia cumeTpasia CloJballber yria Ko Temena A napasenna ¢ upasom BC

U He TOCTOoju Tauka F'), ma cy oJHocu ?‘_S?? u % CynpoTHUX 3HakoBa. Jlakire,
b c

— —
;‘__Sﬁfz — —2—_55—, na saxkn H(A, F; S, Se).
b c

Hopmamaum npojekroamem Tauke F),S., A, S, mpojekTyjy ce y Tavuke
F. P, A, B, na npasoj BC u y rauke A, S, A, S, na npasoj AA’, na us
H(A, F; S, S.) ciene H(A', F; Py, P.) u H(A, A", Sy, Se).

10. [=1:

Heka cy A, B,C, D derupu pasne Tadke y PaBHU U HEKA MIOCTOjE TadKe
{P} =ABNCD, {Q} = BOCNAD, {R} = PQnN AC, {S} = PQ N BD.
[Tocmarpajmo Tpoyrao APQC, tauke R, B, D pegom Ha HeroBUM CTPAHU-
nama PQ,QC,CP u tauky S na npasoj PQ. Ilpase PB,QD,CR ceky ce y
Tauku A, 11a oHe punajajy jeasom npameny. IIpema YeBunoj Teopemu ciein
Ja je % . % . % = 1. Taxobe, Tauke S, B, D cy ko/jiuneapue, 1a je rnpema
MemnesajeBoj Teopemu % . % . % = —1. Cnemm 1a je % = Z% . g% = —%,
na Baxu H(P,Q; R, S5).
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Heka cy P, @, R, S xapmonujcku crupernyre taduke (Baxxu H(P,Q; R, S)).
Oznaunmo ca p npaBy Koja cajipxku tauke P, (), R, S. Tpeba nponahu neke
getupu Ttadke A, B, C, D y HeKOj paBHH KOja CaJIpyKU TIPABY P TaKO Jia BarKu
{P} =ABNCD, {Q} = BOCNAD, {R} = PQnN AC, {S} = PQ N BD.
OrabepumMo TpOU3BOJBIY TIpaBy | Koja cajp:Ku Tadky S M PA3IUIUTa je 01
mpaBe p 1 0JjabepuMo Ha FhOj IPOU3BOJbHE JIBE pa3He Tadke B, D pasjmdanre
ox tauke S takee jga PB }f QD u PD Jt QB (y6p3o hemo Bujeru 3aimro
MOpPaMO HaMeTHYTH Galll OBa J[Ba ycjioBa). Kako KeJnmMo ja og1abepeMo Tadke
A, C rako na 6yne { P} = ABNCD u {Q} = BCNAD, nobujamo ja rauka A
Mopa mpurnaaTu npasuMa P B u () D u na tadka C' Mopa MpuIiaaTi paBuMa
PD u @QB. U3 tux pazmora weka je {A} = PBNQD u {C} = PDNQEB
(makse, Mopamo HametHyTH yeiaose PB Y QD u PD }f QB na 6u nocrojasm
[IPECEI TUX TIPABUX).

Caja nmamo getupu tadke A, B, C, D u Tpeba jour npoBepuTn ja Jin je
{P}=ABNCD,{Q} = BCNAD, {R} = PQNAC,{S} = PQNBD. Ilpse
JIBE jeJTHAKOCTU Bazke jep cMmo bupasm tatuke A, C' Tako ja one Baxke. Takobe,
BaxkM U 4erBpra jegnakocr ({S} = PQ N BD) jep cMo Tako Oupasn Tavuke
B, D. Tpeba jour nposepurn ja jiu je { R} = PQ N AC. O3naunmo mpecek
upasux PQ u AC ca R'. Ha ocuosy nena caenn ga Baxu H(P,Q; R, S),

bR
OJIHOCHO % = —?. [To mpernocrasiu Baxku u H(P,Q; R, S), oarocHO
Iy
% = —gi_é-. Haxkie, cinenn % = %, na je R = R. Ilpema Ttome, Baxku u
{R} = PQNAC.

Hedbunumnuja 18. Heka cy A, B, C tpu xosmHeapHe Tauke. Jledunumemo
uspas AB - fﬁ Ha cjaejiehn nadun:

1@ . 1@ _ AB - AC, aKo %{I/It]e B(B,A,C)
—AB - AC, axo jecre B(B, A,C)
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11. JTokazkumo npso fga u u3 H(A, B;C,D) u uz AO* = OC - OD ceun
C,D = 0. Axko Baxu H(A,B;C,D), ouna je g%— = % = A, OJIHOCHO
AC : CB = AD : DB = |\|. 3unamo ga je |A| # 0 jep cy A, B,C, D pasue

Tadke u |A| # 1 jep unade He 6u mocrojasa Heka o tadaka C, D (cerumo ce

PR

Jla He T0CTOoju Tauka R Taksa ja je i —1 3a xBe pasue tauke P, Q).
1° [\ > 1

Cnemn na je AC > CB u AD > DB. Axko Baxu B(A,C,B), onia
je AB = AC + (CB < AC + AC = 2AC, 1j. AC > %AB = AO, na
mopa 6utu B(A,O,C, B). Takobe, onma ne Baxku B(A, D, B), a ne Moxe
outu B(D, A, O, B) jep je tana AD < DB, na Baxu B(A,O, B, D). Ilpema
tome, C, B= O u B,D = O, na ciemu C, D = O. Axo ue Baxu B(A,C, B),
ouya Baxku B(A, D, B), a IPUMEHUMO TIPETXO/HO 3aK/by IUBAbe, C THM IIITO
cioBa C, D memajy mecra. [lakne, AB = AD + DB < AD + AD = 2AD,
1tj. AD > %AB = AO, na cinequ B(A, O, D, B). He saxu B(C, A, O, B) je
traga AC' < C'B, na Baxu B(A, O, B,C). lakne, D,B= O u B,C = O, na
cnequ C, D= O.
2°0< [N\ <1

[Tpumenuhiemo ciM9IHO 3aK/byunBame Kao MaJjolpe, ¢ THM HITo he caja
cioBa A, B zamenutn mecta. IIpso 3akpyuayjemo AC' < CB u AD < DB.
Axko Baxu B(A,C, B), ouna je 2AC = AC + AC < AC + CB = AB, 7j.
AC < $AB = AO, na mopa 6utu B(A,C,0, B). Taxole, onza ne Baxn
B(A, D, B), a ne moxe 6uru B(A, O, B, D) jep je tana AD > DB, na Baxn
B(D, A, O, B). Illpema tome, C; A= Ou A, D= O, na ciequ C; D= O. Ako
ne Baxku B(A,C, B), onga Baxu B(A, D, B), na 3aMeHoM MecTa CIOBHMA
C, D nonoso jobujamo C;, D = O.

Axo je AO? = (ﬁ OD, oupna je O? O? > 0, ma 1o jeUHUIIN U3pasa
0C-0D caenn Ja ve axku B(C, O, D) (unade je (ﬁ 0D = —0C-0D <0).
Axko 6u 6unmo C' = O wm D = O, onga 6u 6mio OC - OD = 0, mro Huje
moryhe, jep je AO? > 0. Haxne, C # O, D # O u ne saxu B(C,0, D), na
o jgecdununuju ciaeau C, D = O.

Tpaxeny exsusasienuujy H(A, B;C, D) <= AO?* = O? . O_IS nehemo
JoKasuBaTh y j1Ba cmepa ([=] u [<=]), Beh hemo je mokasaru AupeKTHO.

Axo ne axxu C, D = O, onjia ne paxku nu H (A, B; C 1 AO? = OC (ﬁ

na Baxkn exkpuBanenimja H(A, B;C, D) < AO? = O? (cermmo ce u3
JIOTHKE Jia je u3pas L < L Taan). HpeTHOCTaBI/IMO zato ja je C, D= O u
JIOKAYKUMO TPaKeHy eKBUBAJICHIU]Y Y TOM CJIydajy.

Jlokas ce cBoau Ha pasmarpaibe pacrnopeia tadaka A, B,C, D,0. YBek
Baxu B(A, O, B) jep je O cpenuiire jayu AB, a yBean cMO IMPETIOCTABKY
C, D = O pagn cmamuBama Opoja caydajeBa Koje Tpeba pasMOTPUTH.
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1° B(A4,0,C), 1j. A,C+ 0O

—o0 o—— —0 o——

A O C B D A O D B c

36or upernocrasge C, D= O caeqn A, D + O, 1j. Baxku B(A,O, D).
Takobe, A, B =~ O, na Baxku B,C,D = O. llo pmedununyju BaxKu eKBHUBa-
nennuja H(A, B;C, D) <= % = —%. Takobe, ako Baxku H(A, B;C, D),
oHJla Baxku TavHo jejan oj pacrnopena B(A,C,B) u B(A, D, B), a momiro
Bazke pactopeyu B(A,O,C) u B(A,O, D), cienn ja BayKu TavHO jeJaH O]
pacrtiopena B(A,O,C, B, D) u B(A,O, D, B,C). Cge y cBeMy, BayKu PacIio-

pen B(C, B, D), na 2%— = —% — 4¢ — g—g u B(C, B, D). Ob6parno,

CB
AKO BayKu % = 480y B(C, B, D), onya cy BekTopu C@,ﬁ CYIPOTHUX
cmepoBa, a 36or B(A,0,C) u B(A,O, D) cy BekTopn 1@, E HCTOT CMepa,
AC A AC _ _A AC _ AD
A BaXKH M S5 = — =5 Hake, = <= 5=551 B(C,B, D).

OBo je name exsusasentio ca AC- DB = AD-CB u B(C, B, D). Baxn
AC = AO+OC u AD = AO + OD, a y 3aBUCHOCTH O] TOTa Jia JIU BarKu
B(O,C,B,D) wm B(O,D, B,C), 6ulie DB = OD — OB, CB = 0B — OC
wim DB =0B - 0D, CB = 0C — OB. Mehyruwm, y oba ciiydaja mMamo

AC-DB=AD-CB u B(C,B,D)
& (A0 +0C)- (0D —OB) = (A0 + 0OD) - (OB — OC).

Bamucra, ako Baxu B(O,C, B, D), on/ia eKBUBAJEHINja BaXKN TPUBUJATHO, a
ako Baxku B(O, D, B, ('), oHjia MHOXKEHEM JIEBe U JIECHE CTPAHE jeJHAKOCTH
(AO + 0C) - (OD — 0OB) = (AO + OD) - (OB — OC) ca —1 mobujanmo
eksuBasieHTHy jennakoct (AO+0OC)-(OB—-0D) = (AO+0OD)-(OC—-0B),
a 1o je y ctBapu AC - DB = AD - CB. Jlame, umajyhu y Bujy ja Baxkn
AO = OB, nobujamMo eKBUBaJECHTHE jeHAKOCTH

AO-OD — AO-OB+0C-0D —-0C-0B =
= AO-OB—-AO-OC+0OD-0OB—-0D-0C
AO-OD — AO-AO+0OC-0OD —0C-AO =
= AO-AO - AO-OC+OD-AO —-0OD-0C
—~AO*+0C-0OD = AO*-0D-0C
240%* = 20C-0OD
AO? = OC-OD.

Konauno, kako cmo npernocrasuin ja Baxku C;, D = O, mmaMo j1a BaxKn
0C-OD =0 ~(ﬁ, Ia Ha Kpajy UMaMo 1 eKBuBaseHmjy ca AO? = (%O?
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[Ipema Tome, Baxku H(A, B;C, D) < AO? = OC-0D.
2° =B(A,0,0), 1j. A,C = O

—o0 o——y —0 o——

D A C O B C A D O B

Kaxko yBek Baxu B(A, O, B), 1j. A, B + O, cnequ na Baxu B,C = O,
tj. B(B,0,C). Caemn jJa MOXKeMO HPUMEHHUTH IEJOKYITHO 3aK/byIHBAHE
U3 MPETXOJHOI Cydaja, Ipu ToMme Memajyhin mecra ciaosuma A, B. Ilpso
36or npermnocraske C, D= O crequ jna Baxxku B, D + O, tj. B(B,0, D).
Ns A,C= O ciemm u A, D= O, na Baxku A, C, D= 0. TIlo nedpunnnmjn
uMamo Jia Baxku eksuBasiennuja H(A, B;C, D) < g% = —g:g. Taxkobe,
u3s H(A, B;C, D) caean ma Baxku tadno jeman oj pacnopega B(A,C, B) n
B(A, D, B), a nomro Baxe pactopeau B(B,0,C) u B(B,0, D), ciequ na
BaxKu TadHo jegan on pactopena B(C, A, D,O,B) u B(D,A,C,0, B). Jla-
ke, cBakako Baxku pactopen B(C) A, D). OBuMm cMO JI0Ka3aJU Jia BaxKu

%— = —% — é—g = 48 1 B(C, A, D). O6parno, ako Baxu % =40y

B(C, A, D), ouna cy BeKTOpH 1@, E CyNIPOTHUX cMepoBa, a 300r B(B, O, C')
u B(B,0, D) cy BekTopu @, @ HUCTOT' CMepa, 11a BaXKu 1 g% = —%g- Ha-

KJIe, 2% = —% — % = g—g uB(C,A, D).

Hasme umamo exsusasienimjy ca AC-DB = AD-CBu B(C, A, D). Baxu
DB = DO+ OB u CB = CO + OB, a y 3aBUCHOCTH OJI TOTa Jia JIi BayKn
pacriopen B(C, A, D,O) wm B(D, A, C,0), 6éuhe AC = OC — OA, AD =
OA —OD wm AC = OA—-0C, AD = OD — OA. Y oba cayuaja Baxkn
exsuBastennja AC - DB = AD -CB u B(C, A, D) <= (OC — OA) - (DO +
OB) = (OA—0D)-(CO+ OB). 3aucra, y IpBOM CJIy4ajy TO je OUUIJIETHO,
a y JPyroM cjlydajy MHOXKEHEM JIEBE U JIeCHE CTPaHe MOC/IEIbe jeIHAKOCTH
ca —1 pobujamo (OA —OC) - (DO + OB) = (0D — OA) - (CO + OB), mto
ouya maje AC-DB = AD-CB. ame, kopucrehnu na je AO = OB nobujamo

OC-DO+0C-0OB—-0A-DO—-0A-0OB =
= OA-CO+0OA-OB-0OD-CO-0OD-0OB

OC-OD+0C-AO - A0 -0OD — A0 - AO =
= AO-OC+ A0 -AO—-0OD-0OC—-0D-AO

OC-0D — AO* = AO*—-0C-0OD
2A0* = 20C-0D
AO* = OC-O0D.

[ToroBo, Kako cmo mpernocraBuan ja Baxkun C, D = O, umMaMo 18 BaxKn
0C-OD =0 ~(ﬁ, Ia Ha Kpajy uMaMo 1 eKBuBaieHmjy ca AO? = (%O?
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[Ipema Tome, Baxku H(A, B;C, D) < AO? = OC-0D.

12. ©

A C\/B D

E

Ha ocnoBy TasecoBe Teopeme cienn na je AC': CB = AO : EB, kao u
AD : DB = AO : BF, na je

AC :CB=AD: DB <= AO: EB = AO : BF < EB = BF.

[To npermocrasim cy A, B, C, D pa3ne tadke mpase p, 1a Ha OCHOBY pasMa-
Tpama npe pedpurunmje 16 caemu ga je AC' : CB = AD : DB wmoryhe camo

y cly4ajy Jia je % = —%g- Haxe,
H(A.B;C, D)<= AC :CB =AD : DB < EB = BF.

Jla 6u oBO OUJIO eKBUBAJEHTHO ca TuMe Ja je B cpenuinre jayxu FF', Tpeda
caMo TPOBEPHUTH Jia i ¢y Tadke F| F' pasmmante. Axo 6u 6mwio ' = F', onya
ou pae OC u OD 6uste ucre, a Kako ce Tadka () HaJIa3W BaH IpaBe P Koja
cagpxku C, D cnequno 6u jga je C' = D, mTo je y CyIpOTHOCTH € yCJOBOM
sajarka. lakmie, B # F, na je 3aucra EB = BF <= B je cpeautite EF.
[Tpema Tome, gokazasu cmo ja Baxu H (A, B; C, D) <= B je cpenurire EF.

13. ©

A C\/B D

E

Heka cy m, n npe marte HemomymapHe j1y»ku u Heka cy A, B 1iBe jarTe Tadke.
Heka je O mpomssospHa Tauka Ban npaBe AB taksa ja je OA = m, Heka je
p upaBa mnapaJiesiaa npaBoj OA koja cajp:ku tauky B, Heka cy E, F' tadke
IpaBe p ¢ pa3Hux crpana tadke B Takse na je BE = BF = n u neka cy C, D
npeceune tauke npasux OF, OF ¢ npasom AB. Ha ocuoBy TajiecoBe Teopeme
cnemu ga je AC': CD = AO : BE =m :n = A0 : BF = AD : DB, na
tauke C', D npumajajy TparKeHOM reoOMeTpujcKoM MecTy | Tadaka X TakKBUX
ma je AX : XB = m : n. okaxnmo ma je tpaxkeno I'MT [ kpyr k mHas
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upeunukom C'D.

X

: Heka je X € k npomssospbna Tauka kpyra k. Jlokaxkumo ja je AX :
XB = m : n. Y TOM nmby mnocMaTrpajMo IpaBy mnapaJesny mpaoj AX
Kpo3 Tavuky B u o3naunmo men npecek ca npasuma X C, X D pejgom ca E, F
(memajy Bese ¢ mperxogHuM Tadkama [, F' Koje cMO KOopuCTHIN Jia GHCMO
namnn tadke C, D). Ha ocnoBy Tasecose teopeme je AX : BE = AC :
CB=m:nuAX:BF =AD: DB =m:n, naciemu 1a je BE = BF, Tj.
B je cpemmmre nyxku EF. Tpoyrao AEXF je npasoyrim, jep je A EXF =
LCXD = 7 xao nepudepujcku yrao naj npeunukom C'D. Crequ ja je
B cpeaumire xurniorenyse FF', na je yjeJgHO U IEHTApP OMUCAHOI KPyra TOT
Tpoyriia, 1o 3uaun jia je BE = BF = BX, a kako je AX : BE =m : n,
cnemn na je AX : XB=m:n.

: Heka je X € [ mpousBospHa Tauka, Tj. Taksa ja je AX : XB=m:n
n jiokaxkumo Ja je X € k. IlocmarpajmMo TIOHOBO IpaBy HapaJiesiny IIpaBoj
AX Kpo3 tauky B u o3HaunMO meH mpecek ca npasuma X C, X D pejiom ca
E,F. Ha ocuoBy Tanecose teopeme je AX : BE = AC : CB = m : n
n AX : BF = AD : DB = m : n, na 30or AX : XB = m : n ciemn
na je BE = BF = BX, 1j. 71a je B meHTap ommcaHOI Kpyra TPOyIJa
AEXF. Ilpema Tome, Taj Tpoyrao je upasoyriu, Tj. £ EXF = 7. Ilomro je
LCXD = AEXF, cnenn na je To nepudepujcku yrao Haj mpedaukom C' D,
1j. 1a X € k.

Hedunurnuja 19. Kpyr k u3 nperxoanor 3aarka 308e ce Atworonujes kpyi.

Cras 3. Hexa je k(O,r) xpyt pasnu o, P wavwka we pasru u A, B upeceune
wavke xpyla k u UpoussomHe Upase koja cagpacu Wavky Pu uma 3ajeg-
nuMKUT Wavaka ¢ kpyiom k (mooice buliu u Wanienwua, waga je A = B).

i
Bpegnocw uspaza PA - ﬁ He 3a8uUcU 0g u3bopa Uie Upase.

Hoka3. Pasyiukyjemo ciydajeBe Kajia je P Tadka y CIHOJ/BAIIILOCTH KPYyTa,
Ha KPYT'y WK Y HeroBoj yayTpamoctu. Heka je Py Clo/ballimbocT Kpyra u
neka je PT ranrenrta na kpyry k. Tpoyrimosu APTA uw APBT cy ciauann,
jep je LTPA = ABPT w L{PTA = APBT (yrao usmeljy Tanrenre u teruse

noyiapan je nepudepujckom yriy Hag Tom terusoM). Crenn ga je PT :
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PB = PA: PT,rj. PA-PB = PT?. Kako je APTO 1upaBoyrjiu, Ha OCHOBY
[Turaropune teopeme je PT? = PO? — OT? = PO?* — r?. Takobe, kaxo je
Py cnomammwoct kpyra k, ciemu na we Baxku B(A, P, B), na Ha 0CHOBY
Jnedununmje 18 Baxku P_1>4 . ﬁ = PA-PB = PO? -2

Ako je P ma pyry k, onjga ce yBek jejimna on tadaka A, B moksara c
taukom P, na je PA- PB = 0= PO? —r? (jep je OP =r).

Axo je P yuyrpammoctu Kpyra k, oHja nocmarpajmo npasy PO (ako ce
P u O nokianajy, mocMarpajMo 6ujI0 Kojy mpaBy Koja cajpzxku tadky O) u
O3HAYMMO FheHe Tipeceke ¢ KpyroMm k ca C, D tako ma saxku B(C, O, P, D).
Tpoyrinosu APAC u APDB cy ciuanm, jep je A PAC' = LBAC = L{BDC =
ABDP u £APCA = ADCA = ADBA = £DBP (nepudepujcku yriaoBu Ha
ucTuM JiykoBuMa ¢y nogyiaaphu). Coenn ga je PA : PD = PC : PB, Tj.
PA-PB=PC-PD=(PO+0C)-(OD — PO) = (r+ PO)-(r—PO)=
r? — PO?. Kaxo je P Tauka y yHyTpPalllbOCTH Kpyra k, CIeId Jla BayKu
B(A, P, B), na na ocuoBy jedununuje 18 axu PA- PB = —PA- PB =
—(r?* — PO?) = PO?* — 2.

. =t

[Ipema Tome, y cBuMm ciryvajeBuma je PA - ﬁ = PO? —r?, mrTo 3Ha4n 112

BPEJIHOCT TOT M3pas3a He 3aBHUCH 0] n300pa Ipase Koja cajip:xKu tadky P. [

—
Hedwnnumnuja 20. Bpegnoct uspasza PA - ﬁ(: PO? — r?) nasusa ce To-
wenyujom taure Py omrocy Ha kpyr k(O,r) u obenexana ce ca p(P, k).

N3 nedbununyje je jacno ja je norennuja tauke P Beha o mysne ako P
[IPUTIA/IA CIIOJBAIITIFOCTH KPYTa k, jeJIHaKa HYJIM aKO IIPUIaIa KPYTy k, a Marba
0J1 HyJIe aKO MPUIaJia YHYTpaIImhocT Kpyra k. Takohe, HajMarmy moTeHIm]y
nma Tauka O ¥ ona je jenHaxa —r2.

CraB 4. Ckyu ceux wauaka pasHu Koje umajy jeguaxe GoWeHyuje y 0gHocy
na kpyrose ki(Oq,1r1), ke(Oa,19) je upasa yupasna ra upasoj O10;.

Hedunannmja 21. [IpaBa u3 mnperxo/iHOr cTaBa Ha3uBa €€ UOWEHULIAAHOM
WIN PaguKrasHOM 0COM KPYroBa ki u ks.

AKO uMaMo TpHu KpyTra y paBHHU, HbIXOBE IOTEHIIHjAHE OCe TPUIIAIA]Y je -
HOM IIPaMeHy, a ako je y IHUTalby IIpaMeH KOHKYPEHTHUX MPABUX, IPecevdHa
TavdKa Ce Ha3WUBA PAJUKAAHUM UENTLPoM TUX Kpyrosa. Kako koncrpyucatn
pajukaiany ocy kpyrosa ki(O1,71), ka(O2,72)? AKO ce OHE CeKy y TadkaMma
A, B, norennuja TMx Tadaka y OJHOCY Ha 00a Kpyra je HyJia, [1a OHE IIPUIla-
J1ajy mUX0BOj pajmkasinoj ocu. Ciefu Jia je pajuKaiHa oca yIpaBo IIpaBa
AB. Axo ce ki, ko nopuryjy y Tauku A, oHjia ce ona Hajas3u Ha 1mpaBoj O10,,
na je paJinKajHa oca Kpyrosa ki, ks paBa Koja je ynpasHa Ha 010 y Taukn
A, mrTo je 3ajejnuyka TaHreHTa KPyroBa ki, ko IHHUXOBO] JIOJIMPHO] TadKW.
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Ako kpyrosu ki, ko HEMAjy 3aje/IHIYKUX Tadaka, OHJIa KOHCTPYHIIIEMO KPYT
k3(O3,73) Takas ja mweros nearap Oz He npunaia npasoj 010 u ja ceue
KpyroBe ki, ko. 3aTuM KOHCTPYHUIIEMO PaJIMKaIHe oce Kpyrosa ki, ks m Kpy-
roBa ko, k3, U y FbUXOBOM IIPECEKy HaJIA3W Ce PAJMKAJIHEU IeHTap KPyroBa
k1, ko, k3. Ta Tauka mpurrajia pajuKaanoj ocu Kpyrosa ki, ko, 11a KOHCTPYH-
1emMo HopMmaJsty u3 e Ha mpaBoj O10s.

Hedbunnunnuja 22. Heka cy ki, ks KpyroBu HeKe paBHE KOjU Ce CEKY M HEKa Cy
t1,to peJIOM TAHTE€HTE Ha TUM KPYTOBUMA Y HEKOj OJI IIPECeUHUX Tavdaka. Y7ao
m3mehy kpyrosa ki, ky je yrao Koju rpajie TanrenTe t1,ts. Ako je t; L to, 3a
Kpyrose kq, ko KazkeMo j1a ¢y MehycobHO nopmaany (Yupasru, optiotoHaiH)
u TO o3HavdaBamo ca ki L ko. Ciwmuno, yiao usmely mpaBe m Kpyra Heke
paBHE KOJU Ce CeKy jecTe yrao usmely Te mpaBe u TaHT€HTE KpyTa Y HEKO] O
[IPECEYHNX Tadaka, a ako cy oHe MmelycoOHo HOpMaJsHe, OHJIa CY U Taj KPyr
u Ta rnpasa MelycobHO HOpMaHU.

PasmoTpumo ka1 ¢y Kpyrosu, 0JJHOCHO KPYyT U IIpaBa, Mel)ycoOHO HOpMalI-
HU. 3HAMO Jla je TaHI'eHTa HEeKOI Kpyra HOpMAaJIHa Ha IOJIYIPEIHUKY KOjH
caJIpKu ojupHy Tadky. llormrro je Ko HopMmasiHuX KpyroBa ki, ko TanreHTa
11 Ha ki y HEKO] OJi IpeceyHux Tadaka HOpMaJiHa Ha TaHTeHTH ly Kpyra ko
y UCTOj TAYKH M Ha IOJYIEUYHUKY Kpyra ki KOjU CaJp:KU TY TadKy, CJIEeIN
Jla je Taj IOJIYIIPEYHHUK caJipKaH y TaHreHTH to. [lakie, kpyrosu ki, ko cy
MehycoOHE HOpMaJIHA aKO U caMO aKO Ce CeKYy M TaHIeHTa Ha jeJIHOM OJf IbUX
y HEKOj OJT MPEecedHnx TadakKa cajpxKu meHtap apyror. CamdHo, mpaBa je
HOpMAaJIHA Ha KPYI'y aKO M CaMO aKO CAJIP:KU IHeroB IeHTap.
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Ha ocnosy 11. 3ajarka 3ak/pyayjemo ja Baxku H(A, B; C, D) ako u camo

axo Baxku AO? = OC - OD = p(O,1). OBo Baxku aKo U camo axo je MmoJry-
npeanuk AQO kpyra k mojyjgapaH TaHTeHTHOj Jy:ku u3 tadke O Ha Kpyry [,
IIITO Ba)KU aKO M CaMO aKO ce KpyrosBu k u [ ceKy W TaHTeHTa Ha Kpyry [
y HEKOj OJ1 THX IPEeCeTHNX Tadaka CaJIp:Ku meHTap Kpyra k. OBo mocieme
BazkKM ako M caMo ako je k L [.

15‘A

S

Nzpaaynajmo morenmujy tadke S y omgHocy Ha ommcanu Kpyr [. C jemne
crpaHe oHa je jeqnaka p(S,1) = SA-SN = —SA-SN. Ha ocuosy 2. 3a7aTka
ciaemn ja je SA- SN = 2rp. C npyre crpane, p(S,1) = SO? — r?, na cienu
na je SO? —r? = —2rp, ojakie cjeiu IpBa TpazxeHa jeanakoct. CiM4HO,
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—
S,0? —r? = p(S,,l) = S,A-S,N = S,A-S,N, a na ocnoBy 2. 3ajiaTKa je
SuA - SN = 2rp,, na je S,0? — 12 = 2rp,.

Heka cy Oy, Os pesiom cpejutira Texxuniaux jgyxku BBy, CCy. lososbHo
je nokazatu ma je AD 1 0109 n 1a Tauka A nuMa jeHaKe MMOTEHIHje Y OTHOCY
Ha Kpyroee ki(O1,01B),ko(Oz,0,C). Taure By, Cy cy pejoM cpeauiira
crpanunia AC, C'B, na je BiC cpenma smauja Tpoyriaa AABC, mto 3nadn
na je B1Cy || BC. Ilpema tome, BCC)B; je nekonekcan tparies, ma je 010
bEroBa Cpejiba JinHuja, mro 3aaqn ja je 0104 || BC. C apyre crpane, BaxKn
AD 1 BC, na cnequ ma je AD 1 O10,.

Oszmaunmo ca By apyry npecedny Tadky Kpyra ky um upase AB u ca Cf
JIpYTY Tipecedny Tadky Kpyra ke u npase AC. Yrinosu £ BBy By, LCCyCY cy
nepudepujcku pejom naj npednunuma BBy, CCY, na cy upasu. Ciemn jia cy
u yrioBu £ AByBi, LAC5CY npasu. Jlakie, Tpoyriosu AABs By, AAC,Ch
nMajy JiBa mnapa mojyJapHux yrioBa (YIJIOBH KOJ TeMeHa A ce TOKJamajy u
LAByBy = LAC,Cy = 90°), ma cy camann. Ilpema tome, mobujamo Ja je
ABy : ACy = AB; : AC,. Tauke By, () cy cpemumra crpanuna AC, AB, Tj.
Baxku AB; = %,AC& = A—QB, na je AB; : AC, = % : ‘42—3 = AC : AB, mro
suaan jia je ABy 0 ACy = AC' : AB, 1j. ABy-AB = ACy- AC. MehyTtuwm, oo
HUje HUIITa JPyTro HEero jeJIHaKOCT MOTeHIrja Tadke A y ogHOCY Ha KPyroe
k1, ko, ra ciiequ ma je AD muxoBa MOTEHITHjAHA OCA.

3 KoOHCTpyKTUBHU 3aJallu

Cajta hemo npoyuaBaTu 3a/laTKe y KOjUMa Ce TPayKU Jia JICIbUPOM U IIIe-
CTapoM KOHCTPYHIIIEMO HEKY (pUTypy Yy paBHH TaKO Jia UCIymhaBa ojipehena
cBojcTBa. HamomennMo Ha OBOM MeCTy Ja ce cMaTpa Jia Jemhup HeMa Ha ceOn
O3HAKe 3a Meperbe JIyKUHe, Tj. Ja caMO JIEHUPOM He MOXKEMO I[PTATHU JIyKU
JaTe JIy?KWUHe, Tj. Koje cy To/LyJ/iapHe HEKO] JaTOo] JIyKH.
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Hagemumo cajia ocHOBHE KOHCTPYKITUje KOje MOXKEMO U3BPIIUTHU JIEEHIPOM
U TIECTAPOM.

Jlewup: Jlemnpom MoxKeMO KOHCTPYHCATH IMPaBy KOja CAJIPXKHU JIBE JlaTe
pasHe TavKe, 3aTUM IOJIYIIPDABY KOja CaJIpXKU JIBE JlaTe Pa3He TadKe TaKo Jia
jeana o muX Oy/e IheHO TeMe Kao U JIy»K 4dHja Cy TeMeHa JIBe JlaTe pas3ne
TadKe.

Ilecrap: Illecrapom MOkKeMO KOHCTpyHCATH KpPYTI YUjU je IEHTap JaTa
TavyKa U IOJYIPEYHUK JaTa JyK. lakohe, He MOpaMO KOHCTPYHCATH €0
Kpyr, Beh Moxkemo u 6UJI0 KOju JIYyK TOI' KpyTa.

OBaj crmcak je BeoMa CHpPOMAIIaH, & MOCTOje HeKe KOHCTPYKIje Koje Cy
PEeJIATUBHO j€JIHOCTAaBHE, a KOPUCTE Ce Y CJOKEHUJUM KOHCTPYKIIHjaMma. Y KO-
JINKO OMCMO CBaKy CJIOZKEHU]y KOHCTPYKITU]y MOPAJIH JIa CBOJIMMO HA OCHOBHE,
pelerba 3a/iaTaka Ou ce HelmoTpeOHO KOMILINKOBAJIA, 114 3aTO MPOIIUPYjeMO
CIMCcaK OCHOBHHX KOHCTPYKIHja Koje heMo cmarparn TpuBHjaJ HnnM u HeheMo
UX CBOJIUTH Ha OCHOBHE (30BEMO WX €JIEMEeHTAPHUM KOHCTPYKIMjaMa):

— KOHCTPYKIUja Jy2KH TOJIy/IapHe JIaTOj Ty KU,

— KOHCTPYKIMja YIJIa IMOJy/IapHOT JIATOM YTJIY;

— KOHCTDPYKIIMja MeJInjaTpuce Iy,

— TIPOHAJIAYKEHhe CPEUIITA Ty KHA;

— KOHCTPYKIIHja OMCEKTPHCe YTITIa;

— KOHCTPYKIIMja MpaBor yrja U HOPMAJTHUX IIPABUX (MOJIyIIPABUX, JIy7KHN);
— KOHCTDPYKIIMja TapaJieIHUX IpaBux (MOIYIPABUX, JIYKH);

— KOHCTPYKIMja TAHT€HTe Ha JATOM KPYT'y U3 JlaTe JIyKU;

— KOHCTpYyKIHja reomerpujckor Mecta Tadaka (I'MT) u3 kojux ce mara gayx
BUJIM TIOJT JIATUM YTJIOM;

— KOHCTDPYKIIja TPOYTJIa KOME CY:

® CTpaHUIle MOJLYJapHe JIATUM JTyKIMa;

® J[Be CTpaHUIlE U HUMa 3axBaheHu yrao IMoJly/IapHU JIATUM JIy?KUMa U
JIATOM YTILY;

® je/IHa CTpaHUIlA W Ha O] HAJEIVIM YIVIOBU IOMY/JAPHU JATO] JIYXKHU U
JIATAM yTJIOBUMA;

® JIBe CTPaAHUIIE U yrao HACIIPaM je/He O] IbUX MOAYIAPHU JATUM JTYKIMa
U JIATOM YIJIy U [IO3HATO je Jia je yrao HaclpaM JIpyre CTPaHUIle OIITap, IIpaB
UIn TYTI,

® jeJHA CTPAHUIA, yrao HACIpaM e U jeJIlaH O/ YITIOBa HAJETVINX Ha O]
HO/Ty/TAPHY 1aTOj YK U JATHM YIVIOBAMA,;

— T0JIeJIa JIaTe JIy:KM Ha n HojyjapHux Jyxku, rie je n € N mpousBosban
pUpoIaH Opoj.

Cajia hemo jiera/bHO U3YHUUTH CBAKYy OJI OBUX KOHCTPYKIIMja M HAJIA/bE UX
HeheMmo BHIIle TOTATHO 0OjallbaBaTH.
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A |B P

OznasnMo ca A TPOU3BOJBHY TAYKY W KOHCTPYHIIUMO ITPOM3BOJbHY TTOJTY-
npaBy Ap dwuje je Teme tauka A. KoHcTpyuimmmo Kpy:KHU JIYK C TEHTPOM Y
taduku A quju je mosynpednuk sy d (3ab00/IeMo UIIIy Iectapa y jeJIHO TeMe
Jly’Ku d 1 OTBOPUMO r'a TaKO Jia BPX OJIOBKE OyJie HA JIPYrOM TEeMeHy JIyKHU
d). ¥ mpeceky Tor JykKa u mnosiynpase Ap osHaunmo tauky B u gayx AB je
noJtyapHa Jiyku d.

b

0] P p

Osznatnmo ca O TPON3BOJBHY TAUKY W KOHCTPYHIIIIMO ITPOU3BOJHHY TTOJTY-
npaBy Op quje je Teme Tauka O. KoHcTpynmmmo JyK [ ¢ MEHTPOM y TadKu
O 1pPOM3BOJLHOI TOJIYIIPEIHUKA U O3HAYUMO ca PP mpecedny Tadky TOr JIyKa
u nostynpase Op. Ha matom yriry £aXb KOHCTPYHITUMO JIYK € EHTPOM y X
nostynpeunuka O P o kpaka Xa j0 kpaka Xb. Ilpecedne Tauke Tor jyka
¢ kparmuma X a, Xb ozaaaumo pegom ca A, B. Koucrpyummmo cajga JyK ¢
neaTpoM y P nostynpednuka AB u y IpeceKy ¢ JIyKOM [ 03HAYNMO TaduKy ().
Koncrpyummmo nosymnpasy Og ¢ Temenom O Koja caJip:Ku Taduky () U yrao
ApOq je nopymapan yriy £aXb.
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Memjarpuca JiyzKu KOHCTPYHIIIE C€ TaKO IITO ¢€ KOHCTPYHIILY JIBa JIyKa
U3 JeJJHOT U U3 APYTOl TeMeHa JIy2KH, IIPU YeMy Cy HOJIYIIPEYHUIN TUX JIyKOBa
HoJlyJlapHu U Behu cy oJ] [OJIOBHUHE JlaTe JIyKU Jia OM UMaJIH JIBE IIPecevHe
tauke. Koncrpywuiiemo pasy Koja 1mpoJia3u Kpo3 IpecedHe TauKe TUX JIYKOBa
1 Ta TIpaBa jecTe MeJIMjaTpuca JiaTe TyKH.

Y 1npeceky JyxKu qI/I heHe MeIjaTpuce HAJA3W Ce CPEIUITE Te JTy K.

p

BucekTpuca yriia KOHCTPyHIIE e TAKO IITO e KOHCTPYHIIE JYK YUjH je
IeHTap y TeMeHy yTJia, MPOW3BOJBHOT TOJYNPETHUKA, O] jeTHOT JI0 JAPYTror
KpakKa yIvla, & 3aTHUM ce KOHCTPYyHllle MeJidjaTpuca JIyKU 4HUju Cy Kpajese
IIpeCceYHe TagKe TOT' JIyKa M KpaKoBa yIJia.

1IN
0]

Heka je mara npasa p m Ha ®0j Tauka O. Koncrpyurmumo cumerpasty ¢
(mpaBy, He moJtynipaBy!) onpyzkeHor yria umje je Teme tadka O, a Kparum cy
My moJynpase ¢ remeHom (O Koje ce Hajiaze Ha 1pasoj p. Ta cumerpasna je
npaBa Koja caJpku Tadky () U HOpMAaJIHA je Ha HPaBoj p. YKOJUKO XKEJIUMO
Jla KOHCTPYWIIIEMO TIPaB yrao, npasa p u tadka O Ha O] Cy [IPOM3BOJbHE, a
yMmecTo cumerpasie (IpaBe) KOHCTPYHIeMO GucekTucy (mosymnpasy).
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SRWARE

Hexka je nara npasa p. /la Gucmo KoncTpymcasn npaBy ¢ Koja je mapa-
JIeJTHA, & P, KOHCTPYHIITUMO IIPBO HOPMAJIY 7 Ha IIPAaBOj P Y HEKOj IPOU3BOJb-
HOj Taduku (O, a 3aTUM KOHCTDPYUIIUMO HOPMAJIy ¢ Ha IPaBoj 7. YKOJUKO
JKeJIMO Jla IipaBa ¢ OyJie Ha pacrojamby d ox npase p (d je garta Iy ), KOH-
crpyuniumo 7y OA Koja je nojgyaapHa jiyKu d 1 KOHCTPYHUIIIUMO HOPMAJIY
q na npaBoj 7 y tauku A. Tana je ¢ || p u nanasu ce Ha pacrojamy d o me.

[Tpumernmo ma nocroje jBe moryhHocTu 3a tadky A, ma mocroje u Jise
MOryhHOCTH 3a IpaBy ¢. YKOJMKO HaM je OTPEOHO J1a ce OJIJIyIHMO 3a jeHY
O/ IhIIX, HAMETHEMO JIOJATHU YCJIOB KOjU 2KeJbeHa 1paBa ¢ Tpeda j1a 33/10BOJbI
u OoH he HaM maTH jeIMHCTBEH n300D.

Axo je Tauka Ay crnospanimocTu Kpyra k, o3nadanmo ¢ O menrap Kpyra k
U KOHCTPYWIIIUMO KpyT Haj npedHukoMm AQ (mieHTap My je cpeuiinre JyKu
AO u TOJNYIIPEYHUK My je Jy»K 4duja Cy TeMeHa TO CPeJuInTe U Tadka A).
Y mpeceky Tor kpyra u Kpyra k osnauumo tauke M, N. Ilpase AM, AN cy
TpazKeHe TAHI'EHTE.

Axo je tatuka A na kpyry k, oHJa KOHCTPYHUIIIMO HOPMaJIy Ha HOJIyIIpe-
qnauky OA y tauku A.

IIpe mero mro Buammo Kako ce koncrpyuiie I'MT u3 kojux ce mara myzx
AB Buan 10 JATAM YIJIOM 0, OJIPEeMMO KOju je To ckyn tadaka (tj. I'MT)
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u3 kojux ce AB Bujnm nog yriiom ¢. Heka je X jeana taksa tauka. Taja je
yrao L AX B = ¢. [locmarpajmo onmcanu kpyr Tpoyria AABX u veka je Y

npousBosbHa Tauka Jayka AX B. Yrao LAY B je nepudepujcku HaJl JIYKOM
AB (onmM koju He cagpxku taduke X, YY), naje LAY B = LAX B = ¢. Jlaxie,
cBe tauke jyka AX B npunanajy tpaxkenom ['MT. Ilpeciukajmo caja Jgyk

AX B cumerpuuno y ognocy Ha npaBy AB. 3a cse Tauke Y’ Tor jiyka Takohe
BaXK1 Jia ce jIyK AB Bujn 1oj1 yrjiom ¢, na omne mnpunajajy Tpaxenom ['MT.

Y
X
@
YI
O6parHo, ako je Z TakBa ja Baxu 4, X =~ ABu LAZB = p = L{AXB,
ouya je yrao £ AZ B nogynapan nepudeprjckoM yriry Hajl JiykoM AB (oHuM

KOju He cajpxku Tauky X ), na npunaja jayky AX B, a ako je Z TakBa ja
je Z,X + AB u £LAZB = ¢, oHJla IpUTIaJIa JIYKY KOjU jé CUMETPUYIAH JIYKY
AXB y ognocy Ha npaBy AB. Jlakie, Tpaxeno 'MT jecte yuuja myka AXB
U EMYy CUMETPUYHOL JIyKa Y OJHOCY Ha mpaBy AB.

l
la
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Heka je ¢ omrap yrao, Tj. Heka je ¢ < 7. KoHCTpyuummmo nosynpasy
Bl ¢ temenom B takBy 1a je LABl = ¢ u KOHCTPYUIIIIMO HOPMAJIy 71 HA
noJsiyipasoj Bl y tauku B. Koncrpyummmo cumerpasty jyxu AB u Heka
je men mpecek ¢ mpaBoM n Tadka . Koucrpywmmmmo syk [ ¢ mearpom O
ox tauke A 1o Tauke B takaB ma Baxu l1,0 = AB. Heka je S cpemurire
nyxu AB. Koncrpyuimumo iy SO' noaynapay ayzku SO TakBy Jjia BaxKu
0,0" + S u koucrpyumunmo Jyk lp ¢ nearpom O' o tauke A 10 Tauke B
Takap Ja Baxn [, O’ = AB.

Yuwuja nykosa [y u s jecre Tpaxkeno ['MT, jep je nosynpasa Bl nopmaJsina
Ha nosiynipedauky OB Kpyra Koju caJpKu JIyK [i, TIa je OHa TAHTeHTa U C
teruBoM AB 3akjamna yrao ¢. 3a mpou3Bo/bHY Tadky X ¢ Jiyka [; yrao
£ AX B niepudepujcKu HaJT JIyKOM AB (koju HUje JIyK 1) U oIy 1apaH je yriy
u3mehy teruse AB u tanrente Bl, OJJHOCHO yTJTy ¢, a OHJa 300T CUMeTpHje
UCTO BaxKU U 3a JIyK ls.

Hamomenumo jia tauka O' Huje upecek mosynpase Bl u mepujarpuce

nyxu AB.

Heka je cama ¢ npas yrao, tj. ¢ = 3. Koncrpynmmumo xpyr [ nasn
npeannkoM AB u o je tpaxkeno 'MT (3a ceako X € [ yrao LAX B je me-
pudepujcku Hal npedHuKoM ADB| 1a je mpas, Tj. HOIyJapaH je Iy ¢).

o)
h

S

Konauno, axo je ¢ Ty yrao, Tj. ¢ > 7, KOHCTPYKIHja UJIe CIUIHO Kao y
npBoM cirydajy (Kaja je o omrrap), ¢ THM IITO ymecto ycjiosa [, O = AB u
ly, 0" = AB umamo ycnose 11, O +~ AB u ly, O + AB.

Cajta hemo mpoyuuTn ejieMeHTapHe KOHCTPYKIHje Tpoyria. [Ipumernvo
Jla Cy YBEK JIaTH OHHU €JIEMEHTH TPOyIyia Koju ce jasibajy y CraBoBuMa o
HO/LyIapPHOCTU TPOyTryioBa. Passor je mro ce CtaBoBM KOPHUCTE Jla Ce JOKayKe
JEJMHCTBEHOCT pelllerha, OJHOCHO JIa aKO KOHCTPYHUIIIEMO JIBa TaKBa TPOYIJIa

l
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(kojuma cy ojfroBapajyhu ejleMeHTH jlaTe Jy»Ku, OJHOCHO JIATU YTJIOBH ), OHH
MOpajy outu MelycoOHO Moy IapHu.

A B

Heka cy mare myxu a,b,c. Koncrpyummmo ayxx AB Koja je momymapHa
nyxu c. Konerpyurmmvo iyk ¢ meaTpom A mosrynpedauka b u JIyK ¢ IeHTPOM
B nonynpeunuka a. Y mpeceky THX JyKOBa o3HaunMo Tadky C' u g00mim
cmo Tpoyrao NABC.

A B

Heka cy matu yrao o u gayxmu b, c. Koncrpyumnmmo ayxx AB Koja je 1o-
nyjaapra ayxu . Korcrpywmmemo mosynpaBy Ap takBy ma je L BAp = a.
Koncrpyurmmo siyk ¢ nearpom A mosiynipednnka b, y mpeceKky ¢ moJiyIpaBoM

Ap osnaunmo tadky C' u jgobuimm cmo Tpoyrao AABC.
@

A B

Heka cy nmatu nyx ¢ u yosu «, 5. Koncrpyumumo gy AB koja je
nojyaapia Jayxu c. Koncrpyurmmmo nosynpasy Ap taksy 1a je L BAp = «
u nojynpaBy Bq koja je ¢ ucre crpane npase AB ¢ Koje je u noJiynpasa Ap
u 3a Kojy Baxu L ABq = (3. YV 1peceky TuX IOJIyIpaBuxX 03HaIuMO Tadky C'
n gobwmmm cmo Tpoyrao AABC.
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Heka cy matu yrao v m jyxKu b,c u HeKka je 1O3HATO Jia Ju je yrao [3
omrap, npas wim Tyn. Korcrpyumumo nyx AB Koja je mogyaapHa JIyKu C.
Koncrpyurmmmo I'MT [ u3 kojux ce qyx AB Buau noj yriom 7. Koncrpyn-
mmmo kpyr k(A,b). Y upeceky kpyra k u 'MT [ osnaunmo ca C oHy Tauky
3a Kojy je yrao L ABC' omrap ako je  omrrap, npas ako je (3 nmpas, 0JITHOCHO
Ty ako je [ tyn. Tako gobujamo tpoyrao AABC.

Axko nuje nozuaTo Jia Ju je yrao ( omrrap, mpas WM TYI, OHJa MOI'Y TI0-
crojaru gBa Henoayapua rpoyria AABC taksux ma je AB = ¢, ABAC = «
n AC' =b. Axo je AC < AB, nobujena perema 6uhe mehycobHO oIy IapHa
(Taza ce Kazke Jia je pelieme jeIMHCTBEHO J10 Ha mojryaapHoct). Axo je AC >
AB, 6poj mehycobno HemoayIapHux pelermba ouhe jeaHax Opojy IpecedHnx
tadaka kpymna k(A,b) u jeanor o sykoa I'MT [ (nakie, nocrojahe asa
HETIo/Iy/IapHa Pelierba ako ce OHU CEKY Y JIBeMa pa3HuM Tadkama, rnocrojahe
JEIMHCTBEHO PeTIene JI0 Ha MOLY/IaPHOCT aKO Cce OHM JIOJINPY]Y, Tj. CEKy Y
jenHoj Tauku, a Hehe 6UTH peleba aKO OHU HEMajy MPECeIHUX Tavaka).
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Heka cy matu jnyx ¢ u yrinosu «,vy. Koncrpyummmo jayx AB koja je
noaynapsa jayxKu ¢. Koncrpyurmmmo 'MT [ u3 kojux ce nyx AB Buau 1o
yriom 7. Koucerpyurmmmo nostynpasy Ap taksy ja je L BAp = a. Y menom
npeceky ca I'MT [ ozmaunmo ca C tauky koja Huje tadka A m mobmjamo
TPOYTa0 A;lBC )

A By B; Bs B,_, B

Heka je AB nara jayx. Koncrpyurmmmo mpousBosbHY mosynpaBy Ap pa-
3auTy o noJsynpase AB takBy ja yrao £ BAp muje onpyxken. Heka je
('} mpon3BoJbHA TadKa Ha MOJIyIpaBoj] Ap pasmmanrta o tatuke A n Heka cy
Cy,Cs, ..., C, mauke na nosynpasoj Ap takse ma je B(A,C1,Cy,...,Cy) 1
AC, =2 10y, = )03 =2 ... =2 C,1C,. Koncrpyummmo npasy C,B u 3a-
TUM KOHCTPYHUIIIUMO IIpaBe Koje cajip:ke pejiom Tadke C, 1, ..., Cy, C] Koje
cy napaJenne ca npasom C,B. Fbuxose mpeceke ca jayxku AB o3HaInMO
peqom ca By, _1,..., By, By. Taga cy na ocuoBy TasecoBe Teopeme (1 HeHHX
nocieauna) ayxu ABy, B1Bs, ..., B, 1B mehycobHo nomynapHe.

[TocToju jomr enemenrtapuux kouctpykiuja. Heke oj mwux hemo nasectu
y pertemnma 3ajaraka. Caja hemo uzyuntu eraiie y periabaiby 3ajaraka u3
koHCTpyKInja. Te erame cy Ananusa, Koncrpykimja, /lokas u /luckycuja.

Anajm3a je erarra KOHCTPYKTHBHOT 33JIaTKa Yy KOjO] €€ MPETIIOCTABHU J1a
NMaMO PeIeH 3a/aTaK, Tj. Jia UMaMO KOHCTpyHucaHny (bUrypy Koja MCIymaBa
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ycsioBe 3ajarka P. 3aTuM TpaxKuMo HOBe ycjioBe () Koje Ta burypa 3aJ10B0-
JbaBa IIOMONY KOjUX Ce OHa MOXKe JIAKIIe KOHCTPYUCATH. YcjaoBe () U3BOJIUMO
u3 yciaoBa P, ma nakie jgokasyjemo u P = Q).

Koncrpykiuja je erama y K0joj NIPUMEHOM KOHAYHO MHOI'O OCHOBHUX U
eJleMeHTapHIX KOHCTPYKIINja OIHCYjeMO KaKo Tpeba KOHCTpynucaTu hurypy
KOja 3a/I0BOJbaBa ycjoBe () KOje CMO U3BeIu U3 3aJaTuX ycjioBa P TOKOM
Anasmse.

C o03mpoM Ha TO Jla je HAIl 3ajaTak OMo Jla KOHCTPYHUIIEMO (Urypy
KOja 3aJ10BOJbaBa ycjoBe P, a mu cMmo y ertanu KoHcTpyKIiinja KOHCTPYHCAIN
durypy koja 3aj0BosbaBa yciaose (J, caja MOPaMO JIOKA3aTH Jia TAKO KOH-
crpyucana dburypa sancra 3aJ0B0o/baBa MOUYETHE yCJIOBE 3ajaTKa, Tj. yYCJI0BE
P. Ilpema Tome, y eranu Jlokas jnokasyjemo () = P. Cse mTo cMO HaBejn
y erarnu Koncrpykiuja cmarpamo ja Baxku 110 Koucrykmmju” (ITK).

Konauno, y erarmm /luckycnja ncnnTyjeMo KOJMKO TOCTOju (bUrypa Koje
3aJI0BOJ/bABA]y yCJIOBE 3aJIaTKa Y 3aBUCHOCTHU O] hux. VcrmurajMo 1Mo Kojum
je ycioBuma moryhe M3BPIIUTHU eJieMeHTapHe KOHCTPYKIIAje TPOYTJIOBA.

A B

Axo cy gare crpanutie a, b, ¢, HEOIXOIHO je jia ce JiykoBu l1 (A, b) u ls(B, a)
ceKy y Tauku BaH ayxku AB, mTo ce jgemasa ako ce oarosapajyhin Kpyrosu
CeKy y JiBeMa TadkaMa. YCJIOB 3a OBO je Ja je |a — b| < AB < a + b, mto
je mosHaThje Kao HejeHaKOCT TPOyIJia 3a erobe crpanute. Jlakie, ako
jea+b>c b+c > a, c+a > b, nocroju jeIMHCTBEHO PEIIebE JIO HA
HOJIY/IAPHOCT, & y CYIIPOTHOM HeMa, PeIlerba.

A B

Ako cy jgatn yrao « u crpanutie b, ¢, KOHCTPYKIIja TPOYIJIa je YBEK MO-
ryha u pereme je jeJINHCTBEHO 70 Ha O/YIAPHOCT.
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A B

AKo cy matm JyK ¢ W yIJIOBH «, (3, HEOIIXOTHO je ja ce Kpamum Ap, Bq
yrioBa £ BAp, £ ABq ceky. OBo je TadHO aKo u caMo ako je a + 3 < m, jep
aKo je o + = m, OBU Kpallu IPUIAJIAjy MapaJie/IHUM I[paBUMa, a aKo je
«a + [ > 7, upaBe Koje cajpzKe OBe KpaKe ce CEKy ca CyIpPOTHE CTpaHe MpaBe
AB om one 1jie ce oBU Kparm Hajmase. Jlakie, ako je o + [ < m, mocroju
JEIMHCTBEHO peIerhe J10 Ha TMOAYAAPHOCT, a Y CYIPOTHOM HeMa pelleha.

Axo cy mare crpanutie b, ¢ u yrao -y, Ipu 9eMy je MO3HATO Jia JId je yrao
[ omrrap, mpas uian Ty, HeonxoaHo je ga 'MT [ u3 kojux ce nyxx AB Bujn
o yriom v u kKpyr k(A,b) nmajy 3ajennnukux tadaka. OBO je Ta4HO ako
U caMO akKoO IOJIylnpednuK kKpyra k muje Behm oJi mpedHmka Kpyrona KOju
onpebyjy I'MT [. Pauu jennocraBocTu, IocMaTpajMo CBE caMoO Y jeIHOj O
JiBejy mojiypaBHEu ¢ pybom AB. YV 1b0j ce HaJa3u jejlaH oJf JiBa JIyKa KOju
qume [.

Heka je O menrtap kpyra xome mnpuraja JyK [ m Heka je (] cpeaurire
crpanutie AB. Yrao L AOB je nienTpajiHu yrao Ha/l JIyKOM AB (cympoTHIM
oxn sayka l), na je mpamyr Behn oj nepudepujckor yria HaJl UCTHM JIyKOM.
Kaxko je [ 'MT w3 kojux ce iy AB Buju 11o,1 yriiom -, cieau ja je L AOB =
2v. Tpoyrao AABO je jennakokpak, ma je OC; cumerpasa yria £ AOB,
mro 3Ha4n 1a je L AOC, = %AAOB = 7. Kako je sin {AOC| = ’:—%1, cienu

laB
Jla je siny = 2 na je siny = 545. Hakne, 240 = Sifw je IpeYHuK Kpyra
KOjU CaJIPyKU JIYK [, I1a CJIeJIU Jia je yCJIOB MOCTojarba periema b < =<

AO
— sinvy’
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Konauno, ako cy jiatu Jiy’k ¢ ¥ yIJIOBH (,7, YCJOB IOCTOjarba perieha
jecre ja je yrao £ BAC mamu o yriia KOju TaHreHTa ¢ Ha KPYTY KOjU Cap:Ku
ayk I'MT [ rpaju ca teruBom AB (mocmarpamo, MOHOBO, CBE y jeJIHO]j O
nBejy moypaBHu ¢ pybom AB). Yrao Koju TaHreHTa t Ipaji ¢ TETHBOM
AB cynnementan je nepudepujckom yrooy Ha ['MT [, 1j. jemnax je m — 7.
Jlakme, mopa 6uT (v < T — 7y, OJHOCHO (@ + ¥ < 7. Y TOM CJIy4ajy HOCTOjU
JEJIMHCTBEHO DeIIerhe 10 Ha MOTYIapPHOCT.

Hanomena 9. Kao mro ce MoxKe NpUMETUTH, Yy JUCKYCHjU IO/, KOJUM CY
yciaoBuMa Moryhe ejleMenTapre KOHCTPYKIIAje TPOYTJIOBa KOpHUIhene cy Tpu-
ronoMerpujcke pynknuje. Hagame he erana /Iuckycuja y 3ajamuma u3 KOH-
CTPYKHja OUTH jeJIMHO MECTO TJie CMe Jla ce KOPUCTU TPUTOHOMETpPHja, jep
HAM jeJMHO TpUroHOMeTpujcKe dbyHKIMje jiajy Be3y uamely ayzKu u yriiosa
KOja HaM je 1moTpedHa Jia OMCMO OJIpeU/IN OCTOjarbe U OpPOj HElo/ILyIapHuX
pemmema. Jlakie, y Anamusu, Koncrpykmuju n Jlokasy, kao u y Omao Kom
3aJaTKY KOjU HUje N3 KOHCTPYKIINja, TPUTOHOMETPHja HEe CMe J1a ce KOPUCTH.

1. 1) t,, ty, t,

Amnanuza. Heka je A ABC tpoyrao Koju 3aJ10BOJbaBa yCI0Be 3ajaTKa. Heka
cy Ay, By, C} penom cpemumita crpannta BC, CA, AB. Tanma cy texurine
nyxu AAy, BBy, CCy penom nogynapHae JaTUM JIyKAMA ty, ty, te.

C

Bl A1

D

Heka je T upecek Texumnux jay:xu AA;, BB, CCy, Tj. Texkuire Tpo-
yrita AABC u neka je tauka [ cumerpudHa Tadku 1y OJHOCY Ha TAIKY
C. Tauka C] je zajeaunuko cpegumire gayxku 1D n AB, na je qeTBopoyrao
AD BT napanenorpam. Cnemu na je AD || BT w AD = BT = %BBl = %tb,
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kao u BD || AT u BD = AT = 2AA; = 2t,. Taxole, nmamo ja Baxu
TD=TC,+C\D=2TC, = 2-%001 = %tc. Y tpoyrity AT D B umamo jia je
TD = %tc, DB = %ta n BT = %tb, I1a Taj TPOyTrao yMeMo Jia KOHCTPYHUIIIEMO.
Tauka C je cpeaumre nyxu T'D n AB, na je tauka A cuMmeTpudHa TadKu
B y onnocy ua tauky C). Takobe, kako je C'T' = %CC& = %ta =TD, crnean
na je tauka 1" cpenummre jtyku C'D, Kao n j1a je Tauka C' cUMeTpUYHA TaYKH
D y onnocy na Tauky 1.

Koncrpyknuja. Koncrpyummmo tpoyrao AT DB rtakas jga je TD = %tc,
DB = %ta, BT = %tb. Osznaunmo ca C cpemumre ayxu 1D, ca A tauky
cumeTpuuny Tadku By ognocy #Ha tauky Ch u ca C Tauky CUMETPUUIHY TauKu
D y onnocy Ha Tauky 1.

C

Ch

D

Hoxka3z. Jlokaxxnmo ga oBako KoHcTpyucanu tpoyrao NAABC' 3aj10BobaBa
yeiose 3ajatka. [lo koncrpyknuju je Cy cpenurnre jayxu AB. O3nadnmo ca
Ay, By penom cpeautita crpanutia BC, C'A. Tpeba jloka3aru j1a Cy TeKUITHE
nyxu AAy, BBy, CCy penom nopynapue ayxRuma i, ty, t.. 11K je C cpenn-
mrre gy T'D; na je B(T,Cy, D) u TCy = C1D, a T je I[IK cpemurre jyxu
CD, na crequ B(C,T,D) u CT = TD = TC, + C1D = 2TC,. Hakre,
Baxku pacnopen B(C,T,Cy,D) uw CT : TCy, = 2TC, : TC, = 2 : 1, na
je T rexxumre tpoyrna AABC. Cnemn na je AT = 2AA,, BT = %BBl
u CT = %C’C’l. I[IK je BT = %tb uClr =1TD = %tc, Ia cjeau ja je
%BBl = %tb u %C’C’l = %tc. Jaxne, Baxku BBy = t, u C'Cy = t.. Ocraje jom
na jokazkemo qa je AA; = t,. Kako je IIK (Y zajeqamako cpeauire j1yKu
ABuTD, cnemu na je qerBopoyrao AD BT napanenorpam, nia je AT = BD.
I[IK je BD = %ta, a kako je AT = %ta, cem J1a je %AAl = %ta, 1j. AA] = 1,.

Huckycuja. Axo je %ta + %tb < t. mian %tb + %tc < t, nim %tc + %ta < ty,
OomHOCHO t, + tp < t, wmm t, +t. < t, wm t. + t, < t,, OHJIA HE TOCTOjH
tpoyrao AT DB, ma camum tuM He tioctoju uHu Tpoyrao AABC. Jlakie, y
OBOM CJIydajy HeMa pellerba.

Axko je t, + 1ty > to, ty +t. >ty ut.+t, > tp, onga je rpoyrao AT DB
ozpeljeH jeIMHCTBEHO JI0 Ha, MOy IapHOCT (KaKBa IO JiBa Pa3JInduTa TPOyIJia
AT D B koucrpyucasu, oun hie 6utu nojynapau Ha ocaoBy crapa CCC). Kako
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tpoyrao AT DB jeanosnadno oapebyje rpoyrao AABC' (u obpatHo), cienn
na je u rpoyrao ANABC onpeben jeauncTBeHO 710 Ha mojyaapHocT. [Ipema
TOME, Y OBOM CJIy4ajy TIOCTOjU JeJIMHCTBEHO pEIIehe /10 Ha MOy IapHOCT.

2) B,v.p

Anasmza. Heka je AABC tpoyrao Koju ucIymaBa ycjIoBe 3a/1aTKa, Tj. Ta-
KaB JIa je M;HAB =p, LABC = u £BCA =~.
A

D B\ /C’ E

Heka cy D, E rauke na npasoj BC' rakse na je B(D, B,C, E), DB = AB
u CE = AC. Taga je DE = AB + BC + CA = 2p. Tpoyrao AABD je
jennakokpak#, jep je AB = DB, na ciequ na je LADB = L DAB = ¢. ¥Yrao
AL ABC je criojpalllibil yrao TOT TPOYTJIa, & je OH jeHAK 30Upy YHYTPAIThIX
necyceanx yrimoBa L ADB u A DAB. Jlakne, § = ¢ 4+ ¢ = 2y, na ciaean 1a
je ¢ = g Haxme, LADB = g Cmrano ce jokasyje ga je LAEC = 3.

Y rpoyriny AADFE Baxu na je DE = 2p, L{ADE = {ADB = g u
LAED = LAEC = 3, na taj Tpoyrao ymemo Ja Kouncrpyumemo. Kaxo je
DB = AB, cnenmn na tadka B npunasa meaujarpucn jayxu DA, Chanano,
u3 C'E = AC creqn jna tauka C' npunajga megujarpucu ayxn AE.

Koncrpykiuja. Koncrpyummmo tpoyrao AADE takas na je DE = 2p,
£LADE = g, LAED = 7. Koncrpymmumo mepujarpuce ayxu AD n AE n
O3HAYNMO pPEeJIOM BuxoBe mpeceke ¢ ayxu DE ca B, C Tako jia BayKu pacro-
pen B(D, B,C, E).

A

D B\ /C E

Hoxka3z. Tpeba mokazatu ma je W =p, 1a je LABC = [ u na je
£BCA = ~. TIK je B(D,B,C,FE), na je DE = DB+ BC + CE. Tauxka
B npunajyia megujarpucu gayxu AD, na je DB = AB, a tauka C' upwurnaja
meujarpucu ayxu AE, na je EC' = AC. Cneqn naje DE = AB+BC+AC.
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Takobe, I1K je DE = 2p, na cieau na je AB + BC + AC' = 2p, onHOCHO J1ia
je AB+BQC+AC —p.

Uz DB = AB cneqn ja je tpoyrao AADB jegnakokpak, Ia UMaMmo Ja
je {DAB = LADB. TIK paxu na je B(D,B,C,E) u {ADE = 5, na je
LADB = LADFE = g Vrao L ABC' je cnojpambu yrao Tpoyria AAD B, na
je jeanak 36upy yHyTpamimux Hecyceauux yriosa L DAB u L ADB. [laxie,
LABC = ADAB + £ADB = g + g = (. CaugnHo ce joka3zyje u Ja je
ABCA = 7.

Huckycuja. Axo je f + v > m, ue nocroju Tpoyrao AABC kome cy TO
YHYTPAIIBY YIJIOBU, TIa 3a/IaTak HEMa Pelrerba.

Heka je f+v < 7. Taga je g—i—% < § < T, Ia IOCTOJU JeJIMHCTBEH TPOYTao
AADFE no na nogymapuoct. a jm menujarpuce crpanutia AD n AE ceky
crpanurty DE pemom y taukama B, C' tako ma saxu B(D,B,C, E)? Yrao
£LADE = g je omrap, na Meaujarpuca crpanuie AD| Koja je HopMmaJsHa HA
kpaky DA tora yria, cede meros jpyru kpak. Jlakie, tauka B mocroju
u Baxu B, E = D. Hawma je morpebro ja Baxu pactnopen B(D, B, E), a
To je TagHo ako je L DAB < ADAFE. Kaxko je {DAB = {ADB = g u
ADAFE = 1 — LADFE — LAED = 7w — g — 3, cremu ja Baxku B(D, B, E)
AKO HCITYHEHO g < T — g — 3, ompocno 3+ 3 < 7, MITO je HCIyIbEeHO, jep
je B+ v < m. Tpeba jour mposepuTn ma ju Meaujarpuca crpanuie AE cede
EB y mauku C taksoj na saxku B(B,C, F), jep he oHma BaKuTH pacrope/
B(D,B,C,E).

Yrao LAEB = £AED = 1 je omrap, na meaujarpuca crpanune AF,
KOja je HOpMaJyiHa Ha Kpaky FA Tora yria, cede meros Jpyru Kpak KB
y tauku C' takBoj na je B,C' = E. Ilpu Tome Baxku pacnopen B(FE,C, B)
axo je LFAC < AFAB. Kaxo je AEAC = LAEC = I n AFAB =
m— AABE — L{AEB =7 — 3 — 2, ciemn 1a je B(E,C, B) ucnymen axo je
3 <7m—f—3, ommocno ako je B+ < 7.

Hake, ako je f + vy < 7, HOCTOjJU JeJIMHCTBEHO PEIIeHe JI0 Ha MOJLyIap-
HOCT.

3) a,a,b+c

Anasmsa. Heka je AABC tpoyrao Koju uCIymbaBa ycjIoBe 3a/laTKa, Tj. Ta-
kaB Ja je ABAC =«a, B =au AC+ AB =b+c.

84



B c

Heka je D rauka taksa ja Baxkun B(B,A, D) u AD = AC. Tana je
BD = BA+ AD = BA+ AC = b+ c. Takobe, Tpoyrao AACD je jemnako-
kpaku, ma je LADC = LACD = . Yrao L BAC' je criojpalllibi yrao TPOy-
ria AACD, na je jeqnak 30Upy HErOBUX YHYTPAIIUX HECYCEIHUX YIJIOBA
LADC u LACD. Cnen na je o = ¢ + ¢, 1j. ¢ = 5. Haxne, LADC = 5.

Y rpoyriny ABCD je BC' =a, BD =b+cu {BDC = LADC = §, na
Taj Tpoyrao ymemo ja koucrpyumemo. U3 B(B, A, D) u AD = AC ciaenn
na Tadka A npunajia mpeceky meaujarpuce crpanutie C'D u crpanure BD.

Koncrpykiuja.

Koncrpyummmo tpoyrao ABCD takas ja je BC' = a, BD =b+cn
£BDC = 5. Koncrpynmunmo mepujarpucy crpanune C'D u osnauumo ca A
IbeH Ipecek ca crpanuiiom BD (nakie, na saxu B(D, A, B)).
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Hoka3z. Tpeba jpokazaru ja je L BAC' = o, BC =au AC + AB = b+ c.
IIK je BC = a. Tauka A npunaja crpanuiu BD, na Baxu B(B, A, D) n
BD = BA+ AD. C npyre crpane, Tauka A mpunajia MeInjaTpucu CTpaHuIle
CD, naje AD = AC. Jlakne, BD = BA + AC, a kaxko je [IK BD = b+ c,
cieqn ja je BA+ AC = b+ c¢. Tpoyrao AACD je jeqmakokpak, ma je
LACD = £ADC. Kaxo je IIK B(B,A,D) u £BDC = §, ciemu ja je
LADC = £BDC = 5. ¥rao L BAC je cnopamibu yrao rpoyria AACD, na
je jenmnax 30upy ymayrpammux necycennux yriosa L ACD n LADC. Cnemn

na je ABAC = LACD + £LADC = 5 + § = a.

Huckycuja. Ako je a > 7, e nocroju tpoyrao AABC kome je TO yHyTpa-
TGN YTA0, 114 33/aTaK HeMa pellerma.

Axo je b+ ¢ < a, me mocroju Tpoyrao AABC kome je b + ¢ 306up jBejy
crpanuiia a a Tpelia crpanuna (300 HejeIHAKOCTH TPOYLJIA), Ta 3ajaTak
HEMa, pellemba.

Heka je o < 7w u b+ ¢ > a. Jla 6u nocrojao tpoyrao ABC' D, norpebHo je
Jta Oye ucnymeno BD < ﬁ, OIHOCHO b+c¢ < —*+. Hama nnje nosnaro
na i je yrao £ BC'D omrrap, npas wiu Tyn. Kako je BD = b+c>a= BC,
caeu Jia 1mocToje sBa Hemomyaapaa Tpoyria ABCD ako je b+ ¢ < =2

in &>
Sln2

Tpeba jorr nmpoBeputu Jia ju Meaujarpuca crpanuie C'D cete CTPAHUILY
BD, tj. na m saxu B(D, A, B). C o6supom na 10 ga je LBDC = § <
5, MequjaTpuca jayxku CD curypno cede noaynpasy DB y nexoj Tauknm A
(mpaBa HOpMaJIHA Ha jeJIHOM KpaKy OIITPOr yIja cede Apyru Kpak). Tpoyrao
ACDA je jemnakokpaku (AC = AD), na je LACD = LADC = £BDC.
Tauka A npunaja ayxxu BD ako u camo ako je £ DCA < £DC'B, oHOCHO
ako un camo ako je £ BDC' < A DCB. Ha ocHOBY HejeJITHAKOCTH TPOYTJia, OBO
BakKu ako u caMo ako je BC' < DB, 1j. a < b+ ¢, a OBO CMO IIPETIIOCTABUIN
na Baxku. Jlakie, 3a cBakm oj Henojyjgapuux tpoyriosa ABCD mocroju
tauka A, ma mocroje jaBa Henoayaapua rpoyria AABC.

Jakiie, ako jea < m,b+c>amn Sir‘f% > b+ ¢, mocroje JiBa HEmoAyIapHa

pemema. Ako je a < m, b+c¢ > amn

o/tHOCHO J1a je Tpoyrao ABC'D jenunctBen ako je b+ ¢ =

_a
H «@
sin 5

= b + ¢, IOCTOjU jeIMHCTBEHO

peleme /10 Ha MOILYapHOCT. Y CyIPOTHOM HEMa pellerma.

Hanomena 10. Ilpumernmo jia y ako y HPEeTXOTHOM 3aJIATKY jEJHOM O]
nobujennx Tpoyriaosa AABC 3amennmo o3Hake Temenuma B, C'; HOBOI00m-
jeHu Tpoyrao je Takobhe pemieme 3a1aTka. Ao je AB = AC, 3ameHOoM O3HAKa
JIobrjaMo Toyapan Tpoyrao, a ako je AB # AC, mobujamo Hernoyapan
Tpoyrao. Pazjior 3a 0Bo je y TOMe IITO Cy HAM HUCY JIATU €JIEMEHTH KOju Ou
ypazmkoBa”’ crpanune AB u AC. Haumme, par je camMo mUXOB 30up, IIa
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3aMeHnoM o3naka Temenuma B, C' taj 30up ce He Mera, a Takohe ce He Merbajy
HE Jpyra jiBa jata ejementa (yrao £ BAC u crpanuna BC').

4) a) f,he,b+c

Anasmsa. Heka je AABC Tpoyrao Koju uciymbaBa yCcjaoBe 3aJarTka. AKO
je C" nognoxje sucune u3 remena C, ouga je LABC = 5, CC' = h. n
AC+AB=0b+c.

MI
M

A

Heka cy M, M' tauke u3 Benukor 3amarka. Tana Baxku A, M'= BC n
MM 1 AB. Cnemn jna je L M'BC = 3. Ha ocnoBy Besukor 3agarka ciean
na je BM' = %(b +c¢). Uz CC" = h, ciemn jga tauka C' npumaja mpasoj
Koja je mapaJjiesina upasoj AB, Tj. upasoj BM’, Hanasu ce Ha pacrojarby
he o1 e 1 HaJlas3u ce ¢ oHe crpaHe npase BM' ¢ koje ce Hayasu kpak BC
yrina £ M'BC'. Tauka M npunaja npaBoj Koja je HoOpMaJiHa Ha mpaBoj BM'
y tauku M’ u meujarpucu jayxxu BC. Konauno, tauka A npunajia npasoj
BM' u oncanom kpyry tpoyriaa ABCM, jep je TO y cTBapu ONUCAHE KPYT
tpoyrita ANABC kome Tavuka M npuniajia Ha OCHOBY Beukor 3ajiaTka.

Koucrpykumja. Koncrpyumumo ayxx BM' = %(b + ¢). Koucrpyurmmo
yrao £ M' Bq = . Koncrpyumumo 1paBy p Koja je napasiensna npasoj BM',
HaJIa3M ce Ha pacTojamby h. Ol e U Hajla3u ce ¢ oHe crpane npase BM'
¢ Koje ce Hasasu Kpak Bq yria £M'Bq. Y npeceky npase p u Kpaka Bgq
oznadnmo tadky C. Koncrpyumumo menujarpucy m jgyxu BC. Komncerpy-
UIIUMO HOpMaJy n Ha upaBoj BM' y rauku M’'. Y npeceky mnpaBux m u
n os3Hadumo ca M tauky TakBy ja Baxku M, M' = BC. Koncrpyunmmo
onucanu Kpyr [ rpoyrina ABMC'. Y upeceky kpyra [ u npase BM' o3naunmo
tauky A (pasmmanty ox tauke B) taksy na Baxku A, M’ = BC.

Hoka3z. Tpeba jokazaru ja je LABC = 3, AC+ AB = b+ c u ja je Bucuna

u3 Temena C' moaymapHa aIyKu A
MK je AM'BC = u A, M' = BC. Cnemn na je LABC = L M'BC = f5.
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Tauka C' npunaja upasoj Koja je napaJesna upasoj BM’, 1j. npasoj AB
U Hajasu ce Ha pacrojamy h. oi we. Axo je CC’ Bucuna u3 remena C', Tj.
ako je C' tauka Ha npaBoj] AB u CC" L AB, crequ na je CC' = h, (ayx
KOja je HOpMaJIHa Ha MapaJjie;THUM IIpaBUMa IOy IapHa je pacTojamy m3Mely
IBUX).

ITK xpyr [ cagapxu tauke A, B, C', ma je To ormmcanu Kpyr Tpoyria AABC.
[IK rauka M upunama megujarpucu m crpanuiie BC u onucanom Kpyry
[ rpoyrma ANABC. TIK Baxu M,M' = BC u A, M'= BC, na creau na
Baxku A, M = BC. Ilpema Tome, tauka M je tauka m3 Benukor 3ajgarka.
Tauka M npunajsa Hopmaiau n Ha npaoj BM’', omaocHo npasoj AB, y
rauku M’ na ciequ ga je M’ nopHoxje nHopMmasie u3 tadke M Ha 1paBoj
AB. Jakne, M’ je tauka u3 Bemukor 3ajarka. Ha ocnoBy Besmmkor 3a-
narka je BM' = L(AC + AB), a kako je IIK BM' = (b + ¢), crenn na je
$(AC+ AB) = 3(b+¢), 1j. maje AC+ AB =b+c.

Huckycuja. Ako je > 7, #e niocroju Tpoyrao AABC Kome je TO yHyTpa-
[IFBH yTao0, [a 3a/1aTak HeEMa Pellerba.

MI
M

Hexka je f < w. Ako (8 Huje omrap, oHjla ce HOpMaJa n Ha 1pasoj BM'
y tauku M’ u nosynpasa BC' (kpak yrina L M'BC = £LM'Bq = ) e cexy.
Tana je ucnymweno M, M’ = BC. Ako je max [3 omrrap, oHja ce HopMaJa n
u noaynpaa BC' ceky y Hekoj tauku X. Yo na Baxku M, M' = BC je
%BC < BX. U3 cosf = %—M/ no6ujamo BX = BM g yenos na Baxu

X cos B’
M, M’ = BC rnacu 3BC < ﬁfﬁ. Kako je sin 8 = %CC = ]_];CC, ciesy Ja je
hc 3 hc b :
BC = g A J1061jaMo 5eF < QC;LSCB, 1j. he < (b+c)tgf.
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Ocraje jomr sia Hahemo ycjioB Koju he obesbenuru ja ce npasa BM' un
kpyr [ cexy y taukama A, B taksum ga je A, M’ = BC. Heka je t Tan-
reHTa Ha Kpyry [ y Tadukm B u Heka je Y Tadka Ha 0] TaKBa Jia BayKu
Y, M, M’ = BC. Tana je £Y BM yrao usmehy teruse BM u rtanrente t,
na je nojayaapan nepudepujckom yriy £ BC'M naj reruom BM. Tpoyrao
ABCM je jemnakokpaxk, na cy yriaosu £ M BC u £ BCM nonynapuau. Crean
na je LY BM = L BCM = £MBC'. Ycnos na Baxknu pacnopen A, M’ = BC
je na je yrao £ M BM' mamwu o yrina £ M BY | Tj. o beMy Oy iapHOr yIiia
AMBC. Kaxo je cos onanajyha dyuxmuja na (0,%) (u na (0,7), am osje
je IpUMerbyjeMo Ha OIITpe yIJIOBe), OBaj YCIOB je eKBUBAJICHTAH Ca YCJIOBOM
cos KM BM' > cos M BC, j. B > %BBMC, opocno BM' > BC. Jlakne,
YCJIOB je %(b +c) > %Sﬁfﬁ, 1j. h. < (b+ ¢)sin. Osnaj ycioB je jaum o
nocrojeher ycsioa h. < (b+ ¢) tg S 3a omrrpe yriose (3, jep je sinf < tg [
3a cBe [ € (0, g), na je ycsioB h. < (b+ c¢) tg [ 3a omrrpe yriose [ cyBuIlaH.
Takobe, ycinos h. < (b+ ¢)sin 8 Baxu 3a cse € (0, 7).

Hakie, ako je f < mu h. > (b+ ¢)sin 3, Hema perrerba, a ako je 3 < 7
u he. < (b+ ¢)sin 8, HocToju jeIMHCTBEHO PEIIere JI0 Ha MOLyIapHOCT.

6) /Buhcab_c

Anasmza. Heka je AABC tpoyrao Koju uciymaba yciaose 3ajaTka. Heka
je C" momnoxje sBucune u3 temena C. Tanma je LABC = 3, CC" = h. n
AC — AB = b — ¢ (nakie, mopa 6utn AC > AB).
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N/

N

Heka cy N, N’ rauke u3 Besmkor 3aigarka. Tajga Baxku A, N+ BC' (360r
AB < AC) u NN'" 1L AB. Caemn na je LN'BC = m — . Ha ocnoBy
Besnmkor 3agarka ciaeau ja je BN = %(b —c¢). Uz CC" = h, cnequ na Tavuka
C' npunajia 1MpaBoj Koja je mapaJieHa npasoj AB, Tj. npaBoj BN', nanasu
ce Ha pacrojamy h. Ol e U Hajas3m ce ¢ oHe crpane npase BN’ ¢ koje ce
naiasu Kkpak BC yria £ N'BC. Tauka N npuiiaja npaBoj Koja je HopMaJiHa
Ha npasoj BN’ y tauku N’ u memujarpucu jnyxxku BC. Konauno, Tauka A
npunaia npasoj BN’ u onmcanom kpyry Tpoyria ABCN, jep je 1o y cTBapu
ormmmcaru Kpyr Tpoyria AABC kome tauka N mnpuiiaja Ha OCHOBY 3a/aTKa
1.9.

Koucrpykimja. Koncrpyumumo jyxxk BN’ = %(b — ¢). Koncrpywurmmo
yrao L N'Bq = m — 3. Koncrpyumumo npaBy p Koja je napaJejHa IIpaBoj
BN’ manasu ce Ha pacrojamy h. 01 e U HaJIa3’ ce ¢ OHe cTpaHe npase BN’
¢ Koje ce Hajasu Kpak Bq yria £N'Bq. Y upeceky npase p u Kpaka Bgq
osnaunmo tadky C'. Koucrpyumumo mequjarpucy m jayxu BC. Kouncrpy-
UIIUMO HOpMaJty n Ha npasoj BN’ y rauku N'. YV npeceky npasux m u n
osHaunmo ca N Tauky TakBy ja Baxku N, N' = BC. KoHCTpyHUIINMO OIMCAHN
kpyr | tpoyrma ABNC. Y mpeceky kpyra [ u npase BN’ oznadnmo ca A
Tadky TakBy ja Baxu B(A, B, N').

Hoxka3z. Tpeba nokazatn ma je LABC = [, AC > ABu AC— AB=b—c,
Kao U Jia je Bucuna n3 remena C' nojyaapHa Jay:Ku h.

[IK Baxku B(A, B,N')u LN'BC =1 — 3, naje {ABC =1 — AN'BC =
r—(r—f) = .

Tauka C' npunajia npaBoj Koja je napasena npasoj BN’ 1j. npasoj AB
U HaJlas3u ce Ha pacrtojamy h. ox we. Ako je CC’ Bucuna us remena C, Tj.
ako je C' tauka na npasoj] AB u CC" L AB, ciequ na je CC" = h, (nyx
KOja je HOpMaJIHa Ha MapaJjie/IHIM [TpaBUMa MOJIy/IapHA je pacTojamy u3Mehy
IBUIX ).

Kpyr [ canpxu tauke A, B,C, na je To ommcanu kpyr Tpoyria AABC.
Tauka N npunasa megujarpucu m crparuie BC u onmucanom Kpyry [ Tpo-
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yriaa AABC. 1IK Baxu B(A, B,N’), na cienn na Baxku A, N' =+ BC, a
kako IIK Baxu N, N'= BC, ciemu na Baxxu A, N + BC. Ilpema Tome,
tauka N je Tauka u3 Benukor 3ajarka. Tauka N mpumnajga HOpMaJd 1 Ha
npaBoj BN', ogrocno tipasoj AB, y tauku N, na cienn ma je N’ nogaoxje
HopMmaute u3 Tauke N Ha nipaBoj AB. Jlakne, N’ je rauka u3 Besmkor 3ajarka.
36or B(A, B, N'), cienu na je AN’ > AB, a na ocuoBy Besukor 3ajarka je
AN’ = $(AC + AB) (oBo Bazu 6e3 o63upa Ha 1o ga mu je AB < AC nm
uuje), na cuequ ga je 1(AC + AB) > AB, omnocao AC + AB > 2AB, rj.
AC > AB. Cana ocnoBy Beskor 3asiatka cienn ja je BN’ = %(AC — AB),
a kako je IIK BN' = (b — ¢), ciemn ma je 3(AC — AB) = (b —c¢), 1j. na
je AC — AB =b—c.

Huckycuja. Axo je f > m, ne nocroju Tpoyrao AABC xkome je TO yHyTpa-
TGN YTA0, I1a 33/aTaK HEMa peIlerma.

C/

NI
Heka je § < w. Ako [ Huje Ty, oHma 7 — [ HUje OIITap, I1a ce HopMaJIa n

Ha ipaBoj BN’y tauku N’ u nonynpasa BC' (kpak yria L N'BC' = AN'Bq =
7w — ) me cexy. Tana je ucnymeno N, N' = BC'. Ako je mak [ Tym, 1j. m—
omrrap, oHJia ce HopMaJia n u nojyinpasa BC' ceky y Hekoj Tadku X. YcjI0B
na pazkn N, N’ = BC je 1BC < BX. Us cos(nr — ) = 2% nobujamo

BX

_ __ BN’ ! oo 1 BN’
BX = cos(n ) 11& YCJIOB 1A BaxKu iV,N = BC' riacu §BhC < @ Yy
Jesty a) Mo Bujenn Jja je BC = Sntp) 1A J1I001jamMo Sen(p) < ZCOS(_FC_ oL

1. he < (b—c)tg(m — p).
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Ocraje jomr jma naljemo yciioB koju hie 06e36enutu pactopen B(A, B, N').
Heka je t TanrenTa Ha KpyTy | y Tauku B u HeKa je Y Tadka Ha O] TAaKBa Jla
Baxu Y, N, N'= BC. Tana je £Y BN yrao usmeljy reruBe BN u TaHnrenrte
t, na je nogymapan nepudepujckom yriay £ BCN naj rerusom BN. Tpoyrao
ABCN je jennakokpak, na cy yriaosu £ N BC u £ BCN noxynapuu. Cren
na je &Y BN = ABCN = ANBC. Ycios ja Baxu pactopen B(A, B, N')
je na je yrao £ N'BN Behu on yroa £Y BN, Tj. of meMy HOAYJIapHOr yIJIa
ANBC. Kaxo je cos onagajyha dbyskuuja na (0,%7) (1 ma (0,7), am obge

je mpuMeryjeMo Ha OIITpPe YIVIOBE), OBaj YCJIOB je eKBHBAJCHTAH Ca YCJIOBOM
1
. BN 3 BC 1
cos AN'BN < cos ANBC, 1j. Z5 < 25, omnocno BN' < 5BC. Jlakrne,

yeaos je £(b — c) %Sﬁfﬁ, 1j. (b—c¢)sinf < he.

[Ipema Towme, axo je f < § u (b—c)sin 3 < h., 3a/1aTaK nMa jeMHCTBEHO
pemmerse 10 Ha noaygapuoct. Takobe, ako je 8 > T u (b —¢)sinff < h, <
(b —c)tg(m — ), 3amaTak MMa jeJIMHCTBEHO DEIehe JI0 Ha MOJYIapHOCT. Y

CBUM OCTAJIUM CJIydajeBUMa 3aJaTaK HeMa pellerba.

5) a) ta,hb,b+c

Awnanuza. Heka je AABC Tpoyrao Koju ucCIymaBa ycjaoBe 3ajarka. Heka
je Ay cpemuimre crpanutie BC u Heka je B’ nojHoxkje Bucune us remena B.
Tana je AAy =t,, BB'=hyu AC+ AB =10+ c.
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Heka je D mauka cumerpuuna tadku A y omnocy Ha tadky A;. Tana je
AD = AA + A1D =2AA, = 2t,. Y gerBopoyrity ABDC' nujaronanie AD u
BC umajy 3ajeanmdako cpeguimre A, 1ma je To napasesorpam. Ciegu a je
BD || ACu BD = AC, xao u AB || CD u AB = CD. Heka je M nonHoXKje
HOpMaJie u3 taduke D Ha npaBoj AC u Heka je F tauka taksa na je B(A, C, E)
unCE=CD. Taga je AL = AC+CE=AC+CD=AC+AB=b+c, a
kako je BB’ 1 AC' u DM 1 AC, ciemn na je BB' || DM. 36or BD || AC,
tj. BD || B'M, cneqn na je BDM B’ mapanenorpam (mrasuiie, 3601 ycaosa
BB' 1 B'M je u nupaBoyraonuk), ma je DM = BB’ = h,.

Y poyriny AADE je AD = 2t, u AE = b+c, a Bucuna DM je noyapua
qyku hy. To 3naqm jga tadka D npunajia mpaBoj Koja mapaJjiesna npaBoj AFE
U Hajla3W ce Ha pacrojamy hp O e, Kao U Jia HpHUMaga KPYyry ¢ IMEeHTPOM
y A u nonynpeunukom 2t,. 36or CD = CFE cneqn na tadka C npumnajia
cumerpasu jgyxku DE. Tauka D je cumerpudna tTadku A y OJlHOCY Ha TAUKYy
Ay, ma je Ay cpemumre ayxu AD. Takobe, tauka A je cpemuiire tyKu
BC', na cinenm ja je rauka B cumerpudna tadku C'y OJiHOCY Ha Tadky Aj.

Koncrpykiuja.

Koncrpyummmo nyx AE = b+ c¢. Koncrpyurmmo 1mpaBy p napaJiesny
ca AE ua pacrojamwy h, ox we. Koncrpyurmmmo kpyr k(A, 2t,). ¥ mnpecexy
Kpyra k m mpaBe p o3HaunMo Tadky [). KoHcTpynmmMo cuMeTpasy TyKu
DE. Y menom npeceky ¢ nyxu AE osnaunmo tauky C' (nakme, B(A, C, E)).
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Osznaunmo ¢ Ay cpeaurre jyxku AD u ca B tauky cumerpuany tadku C'y
OJTHOCY Ha TadKy Aj.

Hoka3z. Tpeba jgokazaru Jia je TeKUIMHA JTy2K U3 TeMena A 1mojryiapaa 1y Ku
lq, Ja je BucHHA U3 TeMeHa B mnomynapha jayxu hy u jga je AC+ AB =b+c.

IIK je A; cpemurrre crpanutie BC tpoyria AABC, na je AA; Texurnna
nyk w3 temena A. Takobe, [IK je AD = 2t, u Ay je cpemumre jgyxu AD,
na cuemn ga je AAy = AD = 12t, = t,.

Hujaronaie AD nu BC yerBopoyria ABDC umajy 3ajeIHUIKO CPEJIUIITe
Ay, na je y nuramy mapasenorpam. Ciean na je AB || CD uw AB = CD,
kao u AC || BD u AC = BD. Heka je B’ nognoxje Bucune n3 remena B
tpoyrina AABC. Kako C npumaja npasoj AE, cieqn ma cy npase AC u
AFE ucre, ma uz AC || BD cneqm jga je AE || BD. Ilpasa p canpxu D u
napaJjenra je ca AFE, ma kako u npaBa BD cagpxku D u mapajenHa je ca
AFE, crequ na cy npase p u BD ucre, 1j. jga B € p. Cse Tauke ¢ mpase p
cy Ha pacrojamy hy oi upase AE, 1j. ox npase AC, na xako je BB 1 AC,
cremu ja je BB’ = hy, mTo je n Tpebasio JokazaTu.

Konauno, C' npumajga cumerpanu ayxu DFE. ma je CD = C'E, mro 3a-
jemno ca AB = CD naje CE = AB. Tlo xoucrpykuuju je B(A,C, E), na je
AE = AC + CE = AC 4 AB, a takobhe je o koucrpykiuju AE = b+ ¢, na
cnequ na je AC+ AB =b+ c.

Huckycuja. [la 6u kpyr k(A,2t,) u npaBa p uMasy 3ajeJJHIYKIX Tadaka,
Mopa 6utu 2t, > hy. 3auncra, npasa p je Ha pacrojamwy hy, oj npaBe AFE, mto
3HAYM Jla 38 CBaKy Tadky X ca mpase p Baxku XA > h,. Ako je 2t, = hy,
OHJIa UMaMO jeJIMHCTBeHY mpecedny Tadky D mpase p u kpyra k(A,2t,), a
ako je 2t, > hy,, umamo jBe takee tauke D. U3 Jluckycuje y neny 3) oBor
3aJ1aTKa cjrean j1a cumerpasta crpanute DE tpoyria AADFE cede crpanuity
AFE y rauku C taksoj na je B(A, C, E) ako u camo ako je AD < AFE, 1j. ako
U caMo ako je 2t, < b+ c.

Jlaxne, ako je hy, = 2t, < b+ ¢, 3ajaTak UMa jeJMHCTBCHO PEIICIHE JI0
Ha TOyJIapHOCT. AKo je hy < 2t, < b+ ¢, 3a/aTak UMa JIBa HEIoIyIapHa
perema. Y OCTAJIMM CIydajeBUMa 3a/[aTak HEMa peIlernha.

6) to, hip,b— C

Anasmza. Heka je AABC tpoyrao Koju UCIymaBa ycjioBe 3ajarTka. laja
je AC > AB. Heka je A; cpeammnre crpanune BC u neka je B’ momnoxje
Bucute u3 remena B. Tana je AA; =t,, BB'=hy,u AC — AB =0b—c.
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Heka je D mauka cumerpuuna tadku A y omnocy Ha tadky A;. Tana je
AD = AA + A1D =2AA, = 2t,. Y gerBopoyrity ABDC' nujaronanie AD u
BC umajy 3ajeanmdako cpeguimre A, 1ma je To napasesorpam. Ciegu a je
BD || ACu BD = AC, xao u AB || CD u AB = CD. Heka je M nonHoXKje
HOopMaJie u3 taduke D Ha npaBoj AC' u Heka je E tauka taksa ja je B(A, E, C)
u CE =CD. Tana je AE = AC —CE =AC —-CD =AC - AB=0b—-c¢
u tpoyrao ACDE je jennakokpak, ma Baxu £CED = LCDFE u 10 cy
omrpu yrimosu. Crnemn na je LAED = m — LCED tyn yrao, ma BaxKu
pactiopen B(A, E, M). akie, tauka E je na crpannnu AM rtaksa ja je
AE =b—c. Kako je BB' 1. ACu DM 1 AC, cnenu na je BB' || DM. 360r
BD || AC, tj. BD || B'M, cnequn na je BDM B’ napasesiorpam (mraswuiie,
30or BB 1 B’M je u npasoyraonuk), na je DM = BB’ = hy,.

Y rpoyriy AADM je AD = 2t,, DM = hy u LAMD = 7, na ymemo
na ra kKoHcrpywuiremo. Taduka E je taksa na je B(A, E, M) u AE = b — c.
36or CD = CFE cneqn na tadka C' npunaja cumerpaian ayxu DE. Taaka
D je cumerpuuna tauku A y ojHOCy Ha Tauky Aj, ma je Ay cpemuinre may:Ku
AD. Takobe, tauka A; je cpemumre jayxu BC, na cieau ja je tauka B
cumerpuana Tadku C'y ojHOCY Ha Tadky Aj.

Koncrpykiuja.

B
Koncrpyummmo tpoyrao AADM rtakas je AD = 2t,, DM = hy, u

LAMD = 3. Ha nmyxu AM osnaunmo Tauxky E Taksy na je AE = b —c
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(nakme, B(A, E,M)). Koucrpyummumo cumerpasy jgyxu FED u o3HaIMMO
ca C mwen npecek ca npaom AFE tako ja Baxu B(A, F,C). O3naanmo ¢ A;
cpepurire Jayxu AD u o3Haunmo ca B tauky cumerpudny tadku C'y OJHOCY
Ha Tadky Aj.

Hoxka3z. Tpeba jokazaru Ja je TexKulHa JayzK u3 remMena A mnojrygapHa jryKu
te, Ja je BUCWHa u3 TeMeHa B moaymapHa jyxu hy, n ga je AC > AB u
AC —AB=b—c.

IIK je A; cpemurre crpanutie BC tpoyria AABC, na je AA; Texurina
nyx u3 remena A. Takobe, IIK je AD = 2t, u A, je cpemumre ayxu AD,
ciaeny ja je AA; = %AD = %Zta =t,.

Hujaronase AD n BC gerBopoyria ABDC numajy 3ajeTHUTIKO CPEIUIITE
Ay, ma je y nuramwy napasenorpam. Cremn ga je AB || CD u AB = CD,
kao u AC || BD u AC = BD. Heka je B’ nojiHoXje BHCHHE U3 TeMeHA
B tpoyriia AABC. 1IK je BB" 1. AC u DM 1 AM, a kako cy A,C, M
KosimHeapHe, ciaeau jga je DM 1 AM, na Baxu BB’ || DM. Oso 3ajenno
ca AC' || BD w gumenunom jga cy npase B'M u AC wucre jep cy Tadke
A, B', M, C konuneapue, cienn ja je BD || B'M, na je uersopoyrao BB'M D
napaJiesiorpaM (IraBuie IpaBoyraoHuk, jep je BB’ 1 B'M), mro 3naqu na
je BB'= DM. IIK je DM = hy, ua je BB’ = hy,.

Konauno, C' npumnajga cumerpasu jpyxu DFE, na je CD = C'E, mro 3a-
jemso ca AB = CD naje CE = AB. 1IK je B(A, E,C), na je AC > CE,
omnocao AC > AB. Takobe, Baxxu AE = AC — CE = AC — AB, a lIK je
AFE =0b—c, na ciemm na je AC— AB =b—c.

Huckycuja. /la 6u tpoyrao AADM wmorao ma ce KOHCTpyHIle, MoOpa OuTn
AD > DM (jep je AD xunotrenysa, a DM je kaTera mpaBoyrjor TPOyLJa
AADM), tj. mopa 6utu 2t, > hy. ame, na 6u 6uno B(A, E, M), mopa
ouru AE < AM. W3 Iuraropune teopeme cienu ja je AD* = AM? + DM?,
na je AM = /AD?> — DM? = /(2t,)* — h} = \/4t2 — h?. Jakue, KaKo je
AE = b — ¢, nobujamo ycios b — ¢ < \/4t2 — hi.

Ocraje jomr ja mposepumo Jia i je uctymweno B(A, E,C). Yrao L MED
je omrrap, jep je jeman o yrioBa mpasoyriior tpoyria AMED koju nuje
upas (LEMD = £LAMD = 7 jep Baxu B(A, E, M)). Cineaun na cumerpaiia
nyxu ED cede kpak EM omrpor yrina L M ED y tatiku C' TakBOj jia BaxKu
M,C = E, na kako Baxku A, M =+ E, cienn na Baxku A, C+FE, 1j. B(A, E,C).

IIpema Tome, axo je 2t, > hy u b — ¢ < \/4t2 — hZ, 0CTOjU jeIMHCTBEHO
pelemne JI0 Ha MMO/LYIAPHOCT. Y CBUM OCTAJIUM CJIydajeBUMa, 3a/aTak HeMa
permerba.

6) /8_778)70
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Anasmza. Heka je AABC tpoyrao Koju UCIymaBa ycjioBe 3ajarTka. laja
je LABC > LACB u Baxu AC =b, AB=cu L{ABC — LACB =3 — 7.
A

B c

Kaxko je macupam Beher yria Beha crpanuna, cienn ga je AC' > AB, 1j.
na je b > c. Heka je D mauka taksa na je B(A,D,C) u AD = AB. Tana je

3 : n7—4 BAC T—Q
Tpoyrao AABD jennakokpak, na je {ADB = LABD = =7% = 5% =

B%. C apyre crpane, yrao L ADB je cuospamnimu yrao tpoyria ABC D, na
je jemnax 30upy yHyTpammix Hecyceaaux yriaosa LCBD = ¢ u L BCD =

£BCA = ~. Jlake, B% =+, najep= B%—fy = w = ? Haxe,

£LCBD = ﬁ—;’, 1j. nyx C'D ce u3 tauke B BUU 110JT YIJIOM B%'Y
Koncrpykiuja.
A }D C

Koncrpyumiemo nyxx AC' = b, Osmaunmo ca D Tadky TakBy Ja je
B(A,D,C) u AD = c. Koucrpyumumo jegan ox aykoBa I'MT u3 kojux
ce iy C'D BUM 110/ yTJIOM 6%7 u o3HaduMo ra ca [. Koncrpywummmmo Kpyr

k(A, AD). Osnaunmo ca B oHy mpecedny Tauky Kpyra k u jiyka [ Koja Huje
Tauka D.

Hoxka3z. Tpeba nokazaru 1a je LABC > LACB un na je {ABC — LACB =
B —r, ka0 u jga je AC=bu AB = c.

[IK je AC = b. Tauka B upunaga kpyry k(A, AD) ulIK je AD = ¢, naje
AB = AD = c. IIK je B(A, D, (), na je AC > AD. 36or AD = AB cienn
na je AC' > AB, na je u LABC > LACB. Tauka B npunaja jiyky [ 'MT
u3 Kojux ce jayk C'D Buam 1O yrjioMm @, na ciean ja je LCBD = %
C apyre crpane, Tpoyrao AABD je jennakokpak, na je {ADB = L ABD =
#, a yrao L ADB je cnospammu yrao tpoyria ABCD, na je jeaHak
30upy yHyTpammux Hecyceauux yriosa, Tj. LADB = LCBD + £BCD.

36or pacnopesia B(A, D, C) je {BAD = L BAC u L BCD = £BCA. Cnenn
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Ja je

LOBD = {ADB— £BCD — ﬂ _ 4BCD
_ W—A{QBAC_ABcA:AABC—;—AACB_A{BCA
 LABC + LACB —-24BCA £ABC — £LACB
B 2 B 2 '
Jlaxie, BaxKu W = B%'Y, na ciaeau ja je LABC — LACB = (3 — 7.

Huckycuja. Axo je b < c wim f — v > 7, 3aJaTaKk HEMa, PEIIebha.

Heka je b > cu f — v < m. CBe mro Tpebda 1MpoBepuTH jecTe Ja Jiu KPyr
k u nyk | ocum tauke D umajy jorr 3ajeannyukux tadaka. Kpyr k u jyk [
ce JIOMUPY]y aKo W caMo ako IeHTap Jiyka [ npuraja jayxu C' D) mTo Baxkn
aKO ¥ CaMO aKo je yrao Ioji KojuM ce ca Jyiyka | Bujn ay:xk C'D mpaB, 0JHOCHO
aKO W CaMo aKo je % = 3, Tj. B —~v =, mro Huje tauno. Jlakme, Kpyr
k w Kpyr Koju caJp:xKu JIyK [ mMajy JBe npecedHe Tadke. FbuxoBa apyra
[pecevyHa Tavdka He npuiaja JyKy [ (Tj. mpumajga JIpyrom JIyKy @) aKo U
caMo akKo ce IeHTap Kpyra KOju CaJIpKu JIyK [ HaJa3u ca OHe CTpaHe Ipase
C'D c xoje ce He HaIA3M JIyK [, & TO BayKU aKO M CaAMO aKO je yrao I10J; KOjuM
ce ca jyka | Bugu jyxxk C'D Ty, OJHOCHO aKO W CaMoO aKo je 5—;’ > 5, Tj.
B —~ > m, mrro Takohe Huje TavHo.

Hakse, ako je b > cu f—~ < 7, OHJIa 3a/[aTaK UMa jeJJMHCTBEHO PEIICHhe

JIO Ha, TO/TYaPHOCT.

7) 6 -7 laa P

Hedunnumnuja 23. Heka je AABC tpoyrao u neka cy F, F,G pemom mpe-
cedHe Tadke OMCEKTpHCa yHyTpalmmux yriioBa koj temena A, B, C un Ha-
cupavmuanx crpanutia BC, CA, AB. Jlyxu AE, BF,CG 30By ce ogceuuu 6u-
CERWPUCE YHYTIPAGWIHUL YIA06G T O3HAYABAJY CE PEJIOM ca lq, lp, [e.

Awnanuza. Heka je AABC Tpoyrao Koju uciymaa ycioBe 3agaTka. Taja
je LABC > LACB u £ABC — LACB = 3 —+. Heka je S nenrap ynucasor
kpyra tpoyria AABC, ueka je E npecedna tadka cumerpasie yria £ BAC n
crpanuiie BC' u Heka je P nojaHoxje HopMasie u3 tauke S Ha crpanuinu BC.
Cnemn na je AE =1, u SP = p.

A
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Nz LABC > LACB cneqn na je AC' > AB, ma 1noctoju rnpecedta Tadke
cuMeTpaJie crosbarimer yria kKo reMena A u npase BC. Osnauumo je ca
F. Tana Baxu pacnopes tadaka B(F, B, E,C). ¥rao £LABC' je crio/balimbu
yrao tpoyria AAF B, na je jeinak 30upy yHyTPAIIIbUX HECYCEIHUX YIJIOBA
LAFB u LFAB, a yrao £FAFE je upas, jep je To yrao usmehy cumerpaJie
YHYTpAIIEher U crospalimber yria ko temena A tpoyria AABC. Chenn
na je AFAB = AFAE — {BAE = 5 — £84€ 'ja je LABC = LAFB +

AFAB = LAFB + % — £84€ " Tlakne, LAFB = LABC — I + £84¢ —
2{ABC—-4{BAC— L(ABC AACBJH{BAC AABC {LACB ﬁ 7

Y Tpoyrity AAFE je AE =, AAFE AAFB ; u AFAE =%
[Ia Taj Tpoyrao ymeMmo Jia Koncrpyuiiemo. Kako je P HO,ZLHO}Kje HopmaJie u3
tauke S Ha crpanunu BC, Tj. na npasoj F'E u Baxu SP = p, cieu j1a Tauka
S mpunajia mpaBoj p Koja je mapaJiesina ca F'E w Haja3m ce HA pacTojamy p
ox we. [Ipm Tome Baxku A, S = BC, 1j. A,S= FE, naBaxuu A,p= FFE.
Yuucanu xkpyr k(.S, p) momupyje crpanune AB u AC, na cy npase AB u AC
tanrerTe u3 tadke A Ha ynucanom kpyry k tpoyria AABC. Tauke B,C
Cy y HIpeceKy TUX TaHreHTH U npase F'E Tako ja BaKu Paclope]] Tavdaka

B(F,B,E,C).

Koncrpykmnuja. Koncrpyumemo tpoyrao AAFFE takas na je AE = I,
LAFE = 5—? u LFAE = 7. Koncrpyummumo npasy p napajenny ca F'E
KOja ce HaJla3W Ha PacTojamy p O e U 3a Kojy Baxku A, p = FE. YV upeceky
npase p u jayxu AE osHaunmo taduky S (makie, axku B(A, S, E)). Kon-
CTPYHIUMO KPYT k(S, p) 1 KOHCTPYHIIIUMO TaHTeHTe u3 Tadke A Ha Kpyry k.

VY npeceky Tux tanrentu u npase F'E osnaunmo tauke B, C' Tako ja Baxku

B(F, B, E,C).
Hoka3z. Tpeba mokazaru ma je LABC > LACB u na je LABC — L ACB =

B — 7y, 3aTUM Jla je ojicedak OMCEKTpUce yHyTpalllkher yrya KoJi Temena A
HOJLyIapaH YK [, U Ja je TOJYIPEeIHUK YIIMCAHOT KPyra MOy IapaH Iy Ki
p.

Tauka S je IIK na pacrojamy p om mpase F'E, Tj. om npae BC, mna
kako je IIK k kpyr ¢ mearpom y S u nosynpednukoMm p, ciaegn ja je BC
tanrerTa Ha Kpyry k. I[IK mauke B,C npunajajy tanrentama u3 tadke A
Ha Kpyry k, nma cy npase AB, AC tanrente Ha Kpyry k. [IK Baku pacropes
B(B, E,C), na noxynpasa AE npunaja yriy £ BAC. Tlpu Tome, 3a tauky S
ca e BaXKH Jia je pacrojame ol Kpaka AB Tor yria moIy1apHo JIy:Ku p, Kao
u pacrojame oj Kpaka AC Tor yria (jep kpyr k(S, p) moaupyje npase AB
u AC), na je nonynpasa AFE 6ucekrpuca yria £ BAC. Ilpema Tome, Kpyr
k je mmm yrmumcanu Kpyr tpoyria AABC wau je crojba yrnmcanu Kpyr KOju
nonupyje crpanuity BC' (y Bemukom 3amarky osnauen ca kq(Sq, pa)). Kako
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Baxku B(A, S, E), zakpyuyjemo ja je k ymucanu kpyr tpoyria AABC, na
je IeroB MOJIyIPEYHUK p, MITO je U Tpebasio JoKa3aTu,

Taxobe, kako je mosmynpasa AE OnucekTpuca yHyTpaImber yria Kojl Te-
mena A tpoyrina AABC, ciemu na je E Ttadka y mpeceky Te OMCeKTpuce u
crpanrute BC, na je AE ojcedak OUCEKTpHUCE YHYTPAITHET yI/Ia KO/ TeMeHa
A, a IIK je Ta ayx nomyaapha JtyzKu [,.

Kako je {FAE = 7, cienn na je AF OucekTpuca CHO/bAIIbEr yria KoJ
temena A Tpoyria AABC (jep je HopmasiHa Ha 6ucekrpucu AFE yHyTparimer
yruia Ko remena A). Yrao LAEF je omrap (jep je yrao mpaBoyrjior Tpoyria
AAFFE koju Huje mpaB yrao) m oH je crnosparimu yrao tpoyria AAEC,
na je jegHak 30MPY HEMOBUX YHYTpallbux Hecycepuunx yrioBa £ FAC =
% un LACE = LACB. [akie, % + LACB < 3, na cieau ja je n
ABAC +2LACB < 1= ABAC + LABC + LACB, 1j. LACB < LABC.
Y neny Ananu3za je mokasaHo ja je taga L AFB = M, a kako [TK
Baxu B(F,B,F) u {AFE = 5%7, crnenn na je LAFB = 5%7 [Ipema Towme,
LABC-LACE — B2 nj. LABC — LACB = — .

2

Huckycuja. Axko je f — v > 7, 3a/1aTak HEMa peIlerma.
A

/

F B A" PE c

Heka je p — v < w. Tana je B%'Y < 5, na nocroju Tpoyrao AAFE u
jenmmHcTBeH je 0 Ha nomyzapuoct. Heka je A’ mognoxkje Bucune u3 temena
Ay tpoyry AAFE. Tana saxu pactiopen B(F, A, E), na je u LA'AE =
I KLAEA = I — AFEA = LAFE = £ Taxobe, AA’ je n sucuna
tpoyriia AABC. [la 6u Baxkuno B(A, S, E), na 6u ce tauka A Hajasuia y
criojbalttibocT Kpyra k(.S p) u ja 6u tanrente u3 tauke A Ha Kpyry k cekJie
npaBy F'E y taukama B, C raksum ga saxu B(F, B, E, ('), norpebuo je n
JoBoJbHO Jia BucuHa AA’ 6yie Beha o npeunnka kpyra k, Tj. aa Baxn AA" >

2p. U3 mpasoyrior tpoyriia AAA'E nmamo cos L A'AE = AA‘?E/ = Al—f/, Tj. J1a

je AA" = l,cos LAAE =, cos B%'Y [Ipema tome, yciiosB je [, cos % > 2p.
[Ipema Tome, ako je f—v < 7 u [, cos 5—? > 2p, TOCTOJH JeJIMHCTBEHO PeETIeHhe
JIO Ha TIOLYIAPHOCT. Y OCTAJIUM CJlydajeBuMa, 3a/aTak HeMa Pellerba.

Hanomena 11. [Iperxojnum 3ajatak MOKe Ce PEIIUTH MOCMATpajyhm camo
Tpoyrao AAA'E kon xora je LAA'E = T, LA'AE = 6%7 u AE =1,, 1j. He
Mopa ce mocMaTpaTn bucektTpuca AF criospalmer yria Ko Temera A.
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[Ira npexcrasma 'MT [ u3 kojux ce gatu kpyr k(O,r) Buau moj yriaom
©? Heka je X npomssospHa Tavka ca [ u HeKa cy Y, Z J0JUpHE TadKe KpyTra
k u tanrentn u3 tauke X Ha kpyry k. Taga je £YXZ = ¢. Takobe,
kako je XO = XO, OY =r = 0Z u L0YX = § = LOZX, na ocHopy
craa CCY (ako cy yroBu £OY X u £OZX wnacupam XO upasu, oHja
cy yrinoeu £OXY u £LOXZ nacupam OY u OZ oba omrpa) ja €y Tpo-
yoioBu AXOY nu AXOZ nonynapau. Crenumjaano, omarie CIead Ja je
LOXY = £O0XZ = %. Ilocmarpajmo mnp. tpoyrao AXOY. To je mpaso-
YLJIH TPOYTAO € MpaBUM yTjioM Koj Temena Y, yrao £OXY je mojymapan ca
yrinom £ u karera OY je momyjapHa ca IOJIYIPEYHHKOM 7 Kpyra k. Ako je
X' Heka nipyra tadka ca l, Tj. HeKa Jpyra Tadka u3 Koje ce Kpyr k(O,r) Bugn
o, yroiom ¢ u ako cy Y, Z' nomupre Tavuke Kpyra k M TAHTEHTH W3 TAIKe
X' Ha Kpyry k, IPeTXOJHUM 3aK/byIHBABEM NeMo JIOOUTH /1a Cy TPOYTJIOBI
AX'OY" u AX'OZ" nonynapau u ja je uup. tpoyrao AX'OY’ upasoyriu
c mpaBuM yrioM Ko Temena Y xox kora je LOX'Y' = £ u OY' = r. Cnemn
na je AXOY =2 AX'OY’, na je OX = OX'. Kaxko cy Tauke X, X' ca [
Ousie TIpOW3BOJbHE, CJIEN Ja je OHe npunajajy Kpyry [ ¢ mearpom O [njn
je TMOoJIyIpeYHNK IOy lapaH XUIOTEHY3H IPABOYIJIOr TPOyIVIa dHja je jegHa
KaTeTa I0/yJJapHa JIy?KH 7 1 yrao HACIIPaM Ibe TIOLyJapaH yriay .

Tpeba jomr jokazaru oOpHyTH CMep, Tj. Jla ce u3 cBake Tadke X ca

kpyra I’ kpyr k Bugu mox yriaom ¢. Heka cy Y, Z jnoauphe Tauke Kpyra
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k u ranrentu un3 tadke X Ha Kpyry k. CaudHo Kao u JI0 caja Claejau Jjia
je AXOY = AXOZ. Tlocmarpamo unp. tpoyrao AXOY y kome je yrao
£LOY" X" npas n karera OY" je nonynapna jayxxu r. Axo je X' npoussosbHa
rauka ca I'MT [ u ako cy Y', 7’ nomupHe Tauke Kpyra k ¥ TaHIeHTH W3
tauke X' wHa Kpyry k, cieqn ma je AX'OY’ npaBoyrim ¢ mpaBUM yIJIOM KO
remena Y’ kox kora je OY' = r u LOX'Y’ = £. Tlomynpeuanuk xpyra [’ je
HOJIy/IapaH XUIIOTEHY3H IIPABOYIJION TPOyT/la Yrja je jejHa Karera mo/LylapHa
JY2KI T M yrao HacIpaM Ihe TOodyJapaH ca %, IHa CIeIH Ja je OH HOydapam
ca OX'. Kako je OX jeman nosynpednuk Kpyra l’, cieau jna je OX = OX/,
LOYX =5 =L0Y'X' n OY =r = 0OY’, na ciequ u AXOY = AX'OY".
Hakne, L0XY = LOX'Y' = £, a kako je L0X7Z = LOXY, cnemu na je
AYXZ = LOXZ + £LOXY = £ + £ = . Ilpema Tome, u3 mpoussosbie
rauke X ca kpyra [’ ce Kpyr k Buju 1o yriom o, mna je 'MT [ u3 kojux ce
KpyT k BUAM TIOK yIyIoM ¢ KpyT [

8) a,b— ¢, p,

Anasmza. Heka je AABC tpoyrao Koju UCIymaBa ycjioBe 3ajarTka. laja
je AC > AB, £ BAC = a, AC — AB = b— ¢ 1 IOJIylIPEIHUK CII0/ba YITUCAHOT
Kpyra Koju jojgupyje crpanuiy BC' je mogymapan Ly .

A

P/

a

Heka cy P,S,, P,, P, tauke n3 Bemukor 3amatka. Ha ocmoBy Besmkor
sajiaTKa ciaean ja Baxku B(A, P, P!), kaou PP, = b — c.

Y rpoyrny APF,F, je PP, =b—c, {PP,P, = T u P,FP, = 2p,, na Taj
TPOyrao ymeMmo Ja koncrpyuriemo. Tauka S, je cpenumire crpanune P, P, n
MOZKeMO KOHCTpyucatu Kpyr kq(Sq, po). Tauka A npumnana npasoj P P! tako

na Baxu B(A, P, P!) u us rauke A ce kpyr k, Bumnn oz yriom «. Tauke B, C
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cy mpecedHe Tadka TaHreHTH n3 tadke A Ha kpyry k, u nupase PP, tako ja

Baxku B(B, P, P,,C).

Koncrpykiuja.

™

Koncrpymmumo tpoyrao AP P, P, Takas na je PP, =b—c, {PP,P, = 7
u P, P, = 2p,. Oznaunmo ca S, cpemumire crpanute P, P! n KOHCTPYHUIITIMO
KPYT ko(Sa, pa). Koncrpymmimo npasoyrim tpoyrao AXY Z ¢ npaBuM yriom
ko1 Temena X Taxas ja je XY = p, u LXZY = 5. Koncrpyumumo Kpyr
[(Sa, Y Z) n o3natmmo ca A npecedny tadky Kpyra [ u npase PP! TakBy Ja
Baxku B(A, P, P!). Koucrpyummmo tanrente u3 tatike A na Kpyry k, u o3ua-
qumo ca B, C' wuxose npeceke ca nmpasom PP, tako ja saxu B(B, P, P,,C).

Hoxka3z. Tpeba nokazatu ma je L BAC' = a, AC > ABu AC — AB=b—c,
Kao ¥ Jia je MOJIyIPEYHUK CI0J/ba YIIMCAHOT Kpyra KOjU JI0JUpYje CTPaHUILY
BC' nonynapan JiyKu p,.

Tauke B, C' npunajajy TanrentaMa u3 tadke A Ha Kpyry k,, 11a cy mpase
AB, AC Tanrente na xpyry kq. IIK je S, cpemumre P, P, w £ PFP,P, = 7,
na creqn na je PP, 1 P,S,. 1IK je P,P) = 2p,, na creqn na je S, P, =
%PQPC'L = %Zpa = pa, Tj. S.P, je momynpeanur kpyra kq(Sy, p.). laxie,
npaBa PP, je HOpMaJiHa Ha MOJIYIIPEYHUKY Kpyra k,, 11a je OHa TAaHI'eHTa Ha
tom kpyry. Illrasuie, kako je S, P, = p,, cieau ja je tauka P, momupHa
tadka kpyra k, u npase PP,. Kako IIK saxu B(B, P, P,,C), crenn na je
npaBa BC' ucro mro u npaBa PP, n na tauka P, npunaga ayxu BC, ma
kpyr k, nomupyje crpanuiy BC tpoyrma AABC. Jakie, kpyr k, je wim
yrucaau Kpyr Tpoyria AABC win je crojba yiuucaHu Kpyr KOju JIOupyje
crpanmiy BC. Kaxko IIK Baxun B(A,P,P)) u P € BC, cienu na Baxn
A, P, = BC. Takobe, P.P, L BC, PP, = 2p, u P.S, = p,, nma ciaeau ma
Baxku P, S, = BC. Ilpema tome, Baxku A, S, + BC, ma je k, crio/ba yrnucann
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KpyT Koju jiojpupyje crpanuity BC. Ocum cMO J10Ka3a/iu 1 J1a je TOJIyTPETHIK
CII0Jba, YIIUCAHOI' KpyTa Koju jojupyje crpanuity BC' nogynapan JLyxKu p,.

[IK je I kpyr umju je menrtap taduka S, W MOJYIPEUIHUK JyxK Y Z Koja
je xumnoreny3sa npasoyrior Tpoyria AXY Z ca karerom XY = p, u yriom
AXZY = 5, nacremn aa je kpyr | 'MT us xojux ce KpyT ko (Sa, pa) BEAE 07
yoiom «. Hexka cy @Q,, R, pe/iom JojupHe Tadke CIIoJ/ba YIHCAHOr Kpyra k,
u npasux AC, AB. Tana Baxe pacrnopenu B(A,C,Q,) nu B(A, B, R,). Kako
tauka A npumajga kpyry [, cienn ga je £ R,AQ, = «, a 300r MpPeTXOIHUX
pacropea Tadaka ciaequn u £ BAC = a.

Tauke S,, P, cy peaoM TeHTap CIIoJba YIHMCAHOT Kpyra KOjU JI0/pyje
crpanuity BC' u merosa jogupHa Tadka ca crpanunom BC. Tauka S, je
cpenumite ayxu P,P!  na je tauka P! aujaMeTpasHo CyNpOTHA Tadkn Py,
IITO 3HAYM JIa je y NUTamby Tauka u3 Bemukor 3agarka. Tepheme 1) Besmkor
3a/1aTKa Kake j1a Cy TeMe A, Io/iMpHa Tavdka yIrcaHor Kpyra u crpanuie BC
u Tadka P! KosmmHeapHe U Jia Cy THM PEJIOM pacropeherne na mpaBoj Koja mx
cajpxku. Kaxko je npeceuna rauka npase AP, u crpanune BC tauka P, Ha
OCHOBY OBOI' TBphema ciieiu Jia je Tauka P jiojupHa Tadka yIucaHor Kpyra
n crpanune BC, 1j. na je u ona tauka u3 Besmkor zamarka. Ha ocnoBy
Bemmkor 3zamatka je AR, nomymapuo mosyobumy tpoyria AABC, BP, =
BR, = AR, — AB u BP = AR, — AC. Kaxko Baxu pacnopen B(B, P, P,)
cneqn 1a je BP, > BP,naje AR, — AB > AR, — AC, 1j. AC' > AB. Cana
umamo u ja je PP, = BP, — BP = AR, — AB — (AR, — AC) = AC — AB,
a kako je I[IK PP, =b— ¢, ciequ na je AC — AB =b— c.

Huckycuja. Ako je a > m, re nocroju tpoyrao AABC kome je TO yHyTpa-
IIIbU YTA0, I1a 33/[aTaK HEMa peIlerba.

Heka je a < 7. Ilocroju tpoyrao APP,P! u jeuHcTBeH je 10 Ha I10-
JIYIAPHOCT, 11a TIOCTOJU U jeJnHCTBeHO cpenutire S, crpanune P, P.. Ilpasa
PP, ceue kpyr k, y asema rtaukama, ma he celin u kpyr [ (I'MT u3 kojux ce
KpYT k, BUJHU TI0J] YIJIOM ) y JiBeMa TadyKaMa, [pU YeMy je jejHa OJf HUX
ca one crpane tauke P! ¢ Koje je Tauka P, a jpyra je ca cynmpoTHe CTpaHe.
by cmo osnaumm ca A. [la 6u Baxknino B(A, P, P!) (momro MoxKe BayKUTH
u B(P, A, P})), mopa Baxutu S,A > S, P, 1j. tauka P mopa OuTnH yHyTap
kpyra [. Uz ITutaropune teopeme je S,P? = S,P? + P,P? = p> + (b — ¢)?,
na je S, P = \/p2 + (b — ¢)?, a kako je S, A xunorenysa mpaBoyriaor Tpoyria
KOMe je jejIHa KaTeTa MOoJydapHa ca MOJIYIIPEIHUKOM p, Kpyra k, u yrao Ha-

CIIpaM Ihe TOJIyJlapan ca 5, CJICIU Ja je sin § = S’;‘fA, 1j. SoA = L%, lakne,
2

HMaMo yclioB % > y/p2 + (b — c)?. Opum cmo obesbennmm n ja Tadka A

1112

OyJie y CHOJbAIIOCTU Kpyra k,, 114 IOCTOje U TAHIE€HTEe U3 Ihe HA KPYry k.
Takobe, momro cmo 06e36eammn ja Baxku B(A, P, P.), one he celin npasy
PP, tako na ce tauke P, P, nal)y uzmehy Tux npecedynux tadaka, Iia yCJIOB
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B(B, P, P,,C) ciiyxku caMo TOMe Jia Ce JeJMHCTBEHO OJPEeJIM KOoja je O TUX
IpeceTHnx Tadaka Tauka B, a koja je Tauka C.
[Ipema Tome, ako je v < mu L% > /p2 + (b — ¢)?, mOCTOjU jeIMHCTBEHO

sin &

2

pelene J10 Ha HOAYAAPHOCT. Y OCTAJMM CJIydajeBUMa 3a/1aTaK HEMa Pellerba.
[Ipe ciresieher 3aj1aTka, pazmorpumo ciejiehu npobdsem. latu cy Kpyrosu

k1(O1,71) 1 ka(Os,19). Koncrpyucarn muxoBe 3aje/IHIYKe TaHTeHTE (CII0J/ba~

e U YHYTPAIIbe).

Awnanuza. Heka je nmpaBa p 3aje/lHUYIKA CIIO/bAIIIHA, & ¢ 3ajeTHIIKA YHYTPa-
IIiba TaHTeHTa Kpyrosa ki u ky. Tajga npasa p poaupyje Kpyrose ki u ko u
Baxu ki, ky = p, a npasa q joaupyje kpyrose ki u ko u Baxku ki, ky =+ q.

ARTAR;

Heka cy A, Ay pemom jonmpre Tadke mpaBe p u Kpyrosa ki, ke. Tasa
je O1A; L pu OyAs L p, na Baxu O14; || O3As. Axo je r; = rg, Taga je
npasa p napasesta ca npasom OOy 1 Hasa3m ce Ha pacrojamy ri(= r3) o1
we. [IpernocraBumo 6e3 ymamema OIIToCTH ja je r1 < ry. Heka je npasa
p/ mapasiesiHa ca mpaBoM p u cajp:ku Tadky O u HeKa je By npecedna Tauke
npasux p' u OsAy. Tagma je OuBy L p' u Baxxu B(Os, By, Ay). YerBopoyrao
01 By A2 A je napasieniorpam (jep je O1By || A1As u O1A; || BoAs), na cienn
na je AoBy = O1A; = ry. Ilpema tome, O3By = O9Ay — As By =19 — 11, TIa
ako mocmarpamo Kpyr k5 (Og, 19 — 1), citenn j1a je p’ TaHreHTa HA TOM KPYTY
u3 Tauke Oq.
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Cimano, weka cy C7, Cy pejiom JiojiupHe Tadke 1pase ¢ u Kpyrosa ki, ks.
Tana je O1C7 L g u O5Cy L g, na Baxu O1C; || O2Cy. Heka je npasa ¢’
napaJjieiHa ca IMpaBoM ¢ U cajp:ku Tadky (1 u Heka je Dy mpecedHa Tadka
npasux ¢’ u O2Cy. Tana je OsDy L ¢' n Baxku B(Os, Cy, Dy). Yersopoyrao
01D,,C5CY je nmapagesiorpam (jep je O1Dy || C1Cy u O1C || D2Cy), na ciean
na je Co Dy = O1C = rq. Ilpema tome, OyDy = O5Cy + CyDy = 19 + 11, 11A
ako mocMarpamo Kpyr ki (Og, 79 4 171), citenu Ja je ¢ TaHreHTa HA TOM KPYTY
u3 ragke Oy.

Koncrpykiuja.
Al A2

AKo je 1y = ry, KOHCTPYHIIINMO TIPABY P KOja je TmapaJiesiHa ca MPaBOM
010, n HAIA3K ce HA pacTojamy r1(= T9) OJ Ie.
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Bes ymamema OmiTocTs MpeTocTaBuMo Ja je 1 < 7o (aKo Huje, Tj. aKo
je ry > ry, o3naunmo taduky (O; ca Oy u obpatno, Kpyr k; ca ko u obparHo u
HOJIyIPETHUK T ca 79 1 06paTho). Koncrpyumnmmo kpyr k) (Os, ro—ry). Kon-
crpyummMo Tanrenty p’ 3 tadke O Ha Kpyry kj W KOHCTPYUIINMO IIPABY P
KOja je mapaJiejiHa ca npaBoM p, HaJIa3u ce Ha PacTojamby 'y OJf e U 3a KOjy
Baxku p, Oy =+ p'. (OBO je KOHCTPYKIMja 3aje/IHIYKE CIIOJBAIIHE TAHTCHTE. )

~ ~
N N
~ ~
N N

Koncrpyummmo kpyr k5 (O, 79 + r1). Koncrpyurmumo ranrenry ¢ us
tauke (1 HA KPYTy k) U KOHCTPYHUIIUMO [IPaBY ¢ KOja je mapaJie/iHa ca mpaBoM
¢, HaJIa3U ce Ha pacTojamy T O e U 3a Kojy Baxku ¢,y = ¢'. (OBo je
KOHCTDYKIIMja 3ajeJJHUYKe YHYTPAIEe TAHTeHTe. )

107



Hoka3z. Tpeba jgokazatu Jia npase p,q J0UpPYjy Kpyrose ki, ko 1 Jia BaxKu
k’l,k'zxpl/l k‘l,k’2+q.

AKo je 1y = ro, HEKa Cy ni, ne peaoM HopMmaJie Ha mpaoj 010, y Tatukama
01,04 n o3aaunmo ca Aj, Ay peoM mHUXOBE IpecedHe Tadke ca IpaBoM p'.
Tana je O1A; L pu OyA5 L p, ma kako je mpasa p Ha pacrojamy 11 (= T9) OJ
upase 0109, cniemu ga je O1A; = OAs = r1 = ry. Ilpema ToMe, Tauka A;
npurajga Kpyry ki, Tauka A, npunajia Kpyry ks u mpasa p je HOpMaJiHa Ha
nostynipedruriuma Oy Ay, OxAs Kpyrosa rq, 19, Ta cjIeu Ja je OHa TaHTeHTa
Ha KpyroBuMma ki, ko pejom y Taukama Ap, As. Kako Baxku O1, Oy = p, ciiean
u ki, ko = p, 1a je p 3ajeHUUKa CIIOJbAlllba TaHIeHTa KPYrosa ki, ko.

Heka je 6e3 ymamema ommmroctu 71 < 9. Heka je n HOpMaJia Ha [PaBoj
P’y tauku Op. Osznaunmo ca A; meHy Ipecedny Tadky ¢ npasoM p. Kaxko je
p napaJjenta ca p', caenn jga je O1A; L p, a Kako ce Haja3u Ha pacTojarby
r1 on npase p' m Kako Baxku O € p' u Ay € p, ciequ ga je O1A; = ry.
[Ipema Tome, Tauka A; mpase p npumnajga Kpyry ki u mpasa p je HOpMaJjHa Ha
nostynpednuky O1A; kpyra ki, ma cjiejin Jia je npaBa p TaHP€HTA HA KPYTy
ki. ame, npaBa p’ je tanrenra Ha Kpyry kb u o3HauuMoO ca B; HUXOBY
noaupHy Tadky. Taga je p' L O3B, Osmaunmo ca Ay NpecedHy Tadky
npasux p u Oy By. Kako je npasa p Ha pacTojarsy 11 OJ1 ipase p’, cJieau Ja je
Ay By = 11. Takobe, xako Baxu p, Oy + p', cienn ga Baxu B(Oq, By, Ay), na
je O2As = O3By + By As = 19 — 1 + 11 = 19, 1a Tauka Ay punajia Kpyry ks.
Haxke, mpaBa p je HopMaJsiHa Ha nosynpednnky OsAs Kpyra ko, ma je ona
TaHreHTa Ha TOM Kpyry y tadku As. U3 p, Oy =+ p' ciequ ga Baxku p', Oy = p,
na 360or O € p’ cneqn na Baxku O, Oy = p, IITO 3HAYN J1a BaXKU U kq, ko = .
[Ipema ToMme, p jecTe 3aje/IHIYKA CIOJbAIba TAHICHTa Kpyrosa ki, k.

Heka je n nopmasa Ha upaBoj ¢ y tauku Op. Osnaunmo ca C] mweHy
npecevny Tadky ¢ mnpasoM ¢. Kako je q || ¢/, cienm na je O1C1 L ¢, a Kako
ce HaJa3W Ha pacrojamy ri oj npase ¢ u kako Baxu O € ¢ u C; € q,
cnemu 1a je O1C7 = ri. Ilpema tome, tauka C) mpaBe ¢ mpumaga Kpyry ki
u mpaBa ¢ je HopMmaJsHa Ha mosynpednuky (O1C) xkpyra ki, ma ciean 1a je
npasa ¢ Tanrenta na kpyry ki. lame, mpasa ¢’ je tamrenta ma Kpyry ki n
ozHaunMo ca Dy mwuxoBy joaupHy Tadky. Taga je ¢ 1L OyDy. O3naunmo ca
Cy npeceuny Tauky npasux q u OsDs. Kako je nmpaBa g Ha pacrojamy 11 01
upase ¢, ciaenn ja je CoDy = ri. Takobe, kako Baxku q, Oy = ¢/, cinenn ja
Baxu B(Oy,Cy, Ds), na je O3Cy = 03Dy — CoDy = 19 + 11 — 11 = 19, 1A
tauka Cy npuraja Kpyry ko. /lakie, mpaBa ¢ je HopMaJiHa Ha MOIYIIPETHUKY
O5C5 kpyra ko, 11a je oHa TanrenTa Ha ToM Kpyry y Tauku Cy. U3 ¢, Oy = ¢
cieu jia Baxku ¢, Oy =+ ¢, ma 360r O1 € ¢’ cienu jga Baxku O, Oy + ¢, MITO
3HauM ja Baxku u ki, ks + ¢. Ilpema tome, ¢ jecte 3ajeHUYKA YHYTPAIIbHA
TaHTeHTa Kpyrosa ki, ko.
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Huckycuja. Axo je 11 = 1o u O7 # Os, OHJA [TOCTOj€ TAYHO JIBE IPaBE P
koje cy mapajesnne ca 010y U Haja3e ce Ha pacTojamy T1(= T9) O e, Ia
[IOCTOje TAYHO JIBE 3ajeHIYKE CIIOJbAIllibe TaHrente Kpyrosa ki, ks. Ako je
r1 =19 u O = Og, OHIIA Cce KPYTOBU k1 U ko TOKJIAIIA]Y, TIa je CBaKa TAHTE€HTa
Ha KPYTy k1 YjeJTHO U TaHTeHTa Ha KPYTY ko U BaKW KPYTOBH k1, ko ce Halaze
ca WCTe CTpaHe Te TaHPeHTe, MITO 3HAYHU Jia 3aJl[aTaK MMa OECKOHATHO MHOTO
peremna.

Heka je 6e3 ymamema ommroct 11 < 9. Jla 6m mocrojasia TaHTeHTa
u3 tauke O; Ha Kpyry kbH(Osz,7m9 — 11), Tauka O Mopa OMTH WK Ha KPYry
ko MM Y HErOBOj CIOJBAIIBOCTH, Tj. Mopa Baxkutu 010y > 19 — 11. AKO
je 0105 = ry — ry, TaJa MOCTOjU jeJIMHCTBEHA TaHreHTa p', Ha MOCTOjU U
jeJIMHCTBEHA IpaBa p Koja je napaJiesiHa ca p’, Haja3u ce Ha pacTojarby 11 O/
e 1 3a Kojy Baxku p, Oy + p'. Jlakie, Tajia 1m0CTOjU jeJIMHCTBEHO PeIlere.
Axko je 0105 > 19— 11, OHJIA [IOCTOjE JIBe TaHTeHTe P’, T1a IOCTOje U JIBe IIpaBe
p. Jakmie, y ToM cydajy MocToje JiBa Pelleba.

a 6u nocrojaia ranrenta ¢ u3 tauke (1 Ha Kpyry ki, oHa ce MOpa Ha-
JIA3UTU HA KPYry kb WM y BEroBoj crosparmuocTu. Jlakie, Mopa BaxKuTu
0105 > 19 + 1r1. Ako je 010, oHjla OCTOjU jeMHCTBEHA TaHreHTa ¢, 11a
[IOCTOjU U jeJIMHCTBEHA IPpaBa ¢ KOja je mapaJiejiHa ca MpaBoM ¢, Hajlas3u ce Ha
pacrojary 11 OJ1 e U 3a Kojy Baxku ¢, Oy = ¢, la 3ajaTak uMa jeJIMHCTBEHO
pememe. Ako je 0105 > r9 471, OHJIA [IOCTOje JIBe TAHPeHTE ¢, Ta ITOCTOje U
nBe mpase ¢. Jlakje, y ToM ciydajy 1mocroje JiBa peliemba.

9) @, Py, Pe

Awnanuza. Heka je AABC Tpoyrao Koju uciymaa ycjioBe 3ajgaTka. Taja
je BC = a, moJiyipedHUK CIIOJba YIHMCAHOT Kpyra HacmpaMm TemeHa B je
IO/Ty/TapaH JIy?KU P U TMOJIYIIPEIHUK CII0Jba YIIMCAHOT KPyTra HACIIPaM TeMeHa

C' je mogyiapan JIyzKu p.
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Bf O\

Heka cy Sy, S., Ry, R. Tatuke u3 Beymkor 3ajatka u Heka cy ky, k. pegom
cniosba yrmcanun Kpyrosu tpoyria AABC macupam temena B, C. Taja je
Ha ocHOBY Benukor samgarka R,R. = a. Taxobe, SyR, = py, SpRy L RyR.,
ScR. = pey SeRe. L RyR. u Sy, S+ Ry R, 1a je Ry R, 3ajeaudka yHyTpaIiba
TaHreHTa Kpyrosa ky, k..

[Ipasa BC' nonupyje kpyrose ky, k., 11a je OHA HUXOBA 3aje[HUYIKA TaH-
reata. Kako cy Sy, S. = BC, y nurtamy je HBUXOBa 3ajeJHITIKA CIIOJHAIba
tanrenTa. Takole, kako Baxku pactiopen B(B, R.., Ry), ciie/in Jia je pactojarmbe
tauke R. ox npaBe BC mame oj pacrojamba Tauke R, ox npape BC. Tauka
B je y npeceky npasux BC u R,R.. Takobhe, npase AB, AC cy 3ajeanundke
YHYTpAIlihe TAaHTeHTe KPyroBa ky, k., 1a ce Tadka A HaJIa3U y HUXOBOM IIpe-
cexy, a Tagka C'y IpeceKy 3ajeIJHIIKe YHYTPAIlhe TaHTeHTe Koja Huje [y, R,
u npase BC.

Koncrpyknmja. Koncrpyumunmo jayx Ry,R. = a. Kouncrpyummmo Hop-
Masay Ha RyR. y Tauku R, n 03HAYMMO Ha 0] ca S, TaduKy TakBYy Ja je
S.R. = p.. Koucrpynmumo nopmasty Ha Ry R, y Tadkn R, W 03HAINMO Ha
150j ca S, TaUKy TakBy Ja je Syl = pp u S., Sp+ Ry R.. Koncrpyurumo kpy-
rose ky(Sp, pb)s ke(Se, pe). KoHeTpynimmmo 3ajeTHIUKY CIIO/BAIIEY TAHTEHTY
t kpyrosa ky, k. 3a Kojy BaxKu Jia je pacrojarme Tadke [, oj t mame o1 pa-
crojama Tadke Ry, ox t. O3HaumMo ca B mpecedny Tadky TAHTeHTE ¢ U IIpaBe
RyR.. KoncTpynmmmMo 3aje JTHIYKY YHYTPAIllhy TaHTeHTY t; Kpyrosa kp, k.
Koja Huje npaBa RyR.. O3maunmo ca A upecedny tadky upasux RyR. t; un
ca C npecedny Tadky IpaBuX t,1.
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Hoxka3z. Tpeba nokazaru ja je BC = a, Ja je NOJIyIPEIHUK CIO/ba yITHCAHOT
Kpyra Koju jiojupyje crpanuiy AC' mojgymapaH JIyzKu p, U Ja je MoJTyIPeTHnK
CII0Jba, YIIMCAHOT KpyTa Koju Jojupyje crpanuity AB mogymapan Ty p..

[IK je mpaBa R, R, 3ajelHIYKa yHYTpallllhba TaHTE€HTa KPyrosa ky, k., jep
ce IUXOBU NEHTPH Sy, S, HaMa3e ca CyIpPOTHUX CTpaHa OBe MpaBe W TO Ha
pacrojamumMa py, pe, MTO Cy mnojyipednunn opux Kpyrosa. [IK ce rauke
A, B nanaze Ha npasoj RyR., na cy npase AB u R,R. ucre. Takobe, 11K
ce Tauke B, Hajaze Ha mpaBoj t, Koja je 3ajeHUTIKa CIIOJballlFhba TAHTEHTA
kpyrosa ky, k.. 11K je npaBa AC 3ajegandka yHyTpaliiba TaAHIC€HTa KPYyTOBa
ky, k. pasmranra on Ry R..

Hakne, npase AB, BC, AC jecy 3ajeqnudke tanrere Kpyrosa ky, k., ma
CJIe/IN Jla Cy TO YIUCAHW WK Criojba yiucanu Kpyrosu Tpoyria AABC. Tlo-
o je BC 3ajeHutdka Cro/ballliba TAHTEHTA, CJIE/IA JIa HUAje/I[aH OH HUX HUje
CIoJba, YIUCAHY KPYT HacipaM TeMeHa A (0BO BazKu 3aTO IIITO Ce jejiHe CTPaHe
npase BC' Hajaze Tpu Kpyra, a ¢ Jipyre CTpaHe jejlaH i TO OAIll CIoJba yIIn-
canu nanpam temena A). Takobe, na je jeman ox ky, k. ymucanu Kpyr Tpoy-
riia ANABC, onya 6u jemana ox upasux AB, AC 6uja 3ajeJHIYKa, CIIOJbAIIba
tanrenta. Kako To uuje ciiy4aj, cieu ja cy ky, k. criojba yrmcanu KpyroBu
Hacripam Temena B, C') ajm joIT yBeK HHje JI0Ka3aHo Jia je k, HacipaM TeMeHa
B, a k. nacupam temena C'.

[Tomro je TIK pacrojame tauke R. ox mpaBe BC mame 0J1 pacrojama
trauke Ry, on npase BC, cinemn na Baxku B(B, R., Ry), ma tauka R, mopa
OuTH JIoIMpHA TavKa CII0/ba YIUCAHOT Kpyra Hacipam temena C' u crpaHuie
AB, a tauka Rj, JoaupHa TadKa CIIOJ/ba YIUCAHOT Kpyra HacIpaMm TemeHa B
u npaBe AB. Jlake, k;, jecte criojba yrmcanu Kpyr Haciipam temena B, a k.
jecte criosba yrmcanu Kpyr HacrpaMm temeHa C'. OBo 3uauan ja cy Sy, Se, Ry, R,
tauke 3 Besmkor 3asaTka.

[TK cy nostynpedanutiyt Kpyrosa ky, k. IOIYIaPHUA PDEJOM JIyKUMA Py, P, 11
Cy TOJIYTIPEYHUIN CII0/ba YIIMCAHUX KPyroBa Hacmpam Temena B, C' Tpoyria
AABC peioM TOIyIapHE JATAM JTyKIMA P, Pc-

Ha ocnoBy Bemukor samarka ciemu ja je RyR., = BC, a kako je IIK
RyR. = a, cnemn na je BC = a.

Huckycuja. Kpyrose ky, k. je yBek mMoryhe KOHCTpyUCATH ¥ IOIITO UMajy
3ajeIHUIKY YHYTPAIIbY TaHrenty Ry, R., ciaenn na uMmajy u Apyry 3ajeIHuIKy
YHYTpAIIliby TAHIEHTY, Kao U JIBE 3aje/HUUKE CIIOJbAIllhe TaHTeHTe (0J] KOjuX
je morpebHa jeqna). Cuenn Ja je koncrpykimja Tpoyria AABC ysek moryha
U CBe je jeJIMTHCTBEHO ojipeheHo.

Jlakie, KakBe TOJ Jia Cy JYKH A, Pp, Pe, IIOCTOJU JETUHCTBEHO PEIIEIHE JI0
Ha TO/YIaPHOCT.

10) Oé, p7 pa
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Anasmza. Heka je AABC tpoyrao Koju UCIymaBa ycjioBe 3ajarTka. laja
je L BAC = o, moJiylIpedHuK yIUCAHOT KPyTa je MojygapaH Jy»Ku p U IOy~
MIPEYHUK CII0Jha YIMCAHOT Kpyra Koju joaupyje crpanuiy BC je momyaapaH
AYZKA Pq,.

Heka cy S, S, peom nentap ynmucasor Kpyra k 1 1eHTap CIojba yITHCaHOT
kpyra k, koju nojupyje crpanuiy BC un neka cy R, R, 10/1HO0)Kja HOpMaJia U3
tadaka S, S, Ha upaBoj AB. Tauke S, S, npunaajy 6ucekrpucu yria £ BAC
(mostymipaBoj!), a kako cy R, R, pejom jiojupHe Tadke Kpyrosa k, k, u npase
AB, cnemmn n1a je SR = pu SyR, = p,. Ilpema Tome, Tauka S ce namasu
Ha pacrtojamby p oj npase AB, a Ttadka S, ce Haja3W HA PACTOjAIbY Pq O
npaBe AB. Ilpasa BC' je 3ajeqamaka TanreHTta Kpyrosa k, k,, a Kako BaxKu
k,k, —~ BC, y nurtamy je 3ajeJHIYKa YHYTPaIliha TAHTEHTAa THX KPYTOBA.

Koncrpykiuja.
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Koncrpyurmmmo yrao £pAq = «. Koncrpywuiminvo 6ucekrucy As (mosty-
npasy!) yriaa £pAq. Koncrpyumumo npaBy a Koja je mapaJsiesHa ca KpakoM
Ap yrina ApAq, HaMa3m ce Ha pacTojamby p O e W HAJA3U Ce C OHe CTPaHe
npase ojipehene Kpakom Ap ¢ Koje ce Hastaze Kpak (nmosynpasa) Ap u Gucex-
tpuca As yrina 4£pAq. Ilpeceany Tadky npase a u Oucekpuce As 03HAIUMO
ca S. Koncrpyurmvo npaBy b koja je napasieiina ca Kpakom Ap yria 4£pAq,
HAJIA3KM Ce Ha PACTOjamy p, OJl Fhe W HAJA3U Ce C OHE CTPaHe IpaBe Ojipe-
hene kpakom Ap ¢ Koje ce Hamaze Kpak (mosynpasa) Ap u Gucekrpuca As
yroita £pAq. Ilpeceuny tauxky npase b n 6ucekpuce As o3HadInMO ca S, TaKO
na Baxkn B(A,S,S,). Koucrpyummmo kpyrose k(S,p) u kq(Sq, pa) 1 KOH-
CTPYMIIIUMO FHHXOBY 3ajeJIHUUKY YHyTpalimy TaHrenty t. Ilpeceuny radky
tanrenTe t n kKpaka Ap yrima £pAq o3Hadmmo ca B, a mpecedHy TavKy TaH-
reare t u Kpaka Aqg oznaanmo ca C.

Hoka3z. Tpeba jokasaru ja je L BAC' = «, ja je HOJYNPEIHUK YITHCAHOT
kpyra Tpoyriaa AABC nogynapaH Jy»Ku p U Ja je MOJIYIPEIHNK CII0Jba YIIN-
caHOT Kpyra Koju joaupyje crparuity BC tpoyrina AABC nogynapaH 1y Ku
Pa-

[IK rauka B npunaja Kpaky Ap, a tauka C kpaky Aq yrina 4{pAq koju
je IIK moxynapan yriuy «, ma ciaean ja je £ BAC = £pAq = «.

Hentpu S, S, kpyrosa k, k, cy #a d6ucekrpucu As yrina L BAC = £pAq
1 Haja3e ce peJloM Ha pacTojamuMa p, p, O Kpaka Ap, 1j. kpaka AB, ma
KaKO Cy MM TOJIYIPEYHUI PEJIOM HOLYIAPHU JIyXKUMa P, Py, CJAEIA a8 OHU
nonupyjy kpakose Ap, Aq (1j. AB, AC) yra £pAq = LBAC. TIK je npasa
BC' 3ajeqnudka yHyTpallliba TaHT'€HTa Kpyrosa k,k,, ma je jegaH oji THX
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KPyroBa yIUCaHH, a JPYIH CIIOJba YIHCAHU KPYT KOJU JOJMPYje CTPAHUILY
BC tpoyria AABC. C ob3upom Ha to ja 1K Baxu B(A, S, S,), creau ma
je k(S, p) ynucanu, a k,(Sq, pa) CHIOJbA yIICAHN KPYT KOJU JOUPY]je CTPAHUILY
BC'. Konauno cienn u jia je MoJiynpednuk ynucanor kpyra tpoyria AABC
HOJLyIapaH JIy?KU p U JIa je MOJIyIIPEYHUK CIOJ/ba YIIMCAHOT Kpyra KOju JIO/H-
pyje crpanuity BC' nojymapan JIy:Ku py.

Huckycuja. Ako je a > 7, ne nocroju tpoyrao AABC uuju je To ynyTpa-
[IFBH yTao0, [a 3a/laTak HeEMa Pelllermba.

Heka cy R, R, nmomHoXkja HOpMaJia n3 Tadaka S, S, pegoM Ha Kpaky Ap.
Tasna npema TasecoBoj Teopemu ciieju :;i = %, a Kako ce Tadke S, S,
HaJIa3e PeJIOM Ha pacrojamuma p, p, 0J1 Kpaka Ap, ciemn ma je SR = pu
SoRy = pa, ma je f—i = p%' Ha 6u Baxxuno pacmopen tadaka B(A, S, S,),
AS

mopa Baxutn AS < AS,, Tj. f5- < 1, a TO BaK1 ako U caMO aKO BaxKu
a

p% < 1, 1j. p < p,. Ha ocmoBy /luckycmje o 3ajeTHUIKNM TaHTE€HTaMa

cienn Ja Kpyrosu k, k, uMMajy 3ajeJIJHUUKUX YHYTPAIIHBUX TAHIEHTH aKO U
caMo ako Baxku SS, > p+ p,. U3 upasoyrimx rpoyriosa AASR u AAS, R,

nobujamo ja je sin § = sin L RAS = Ij—g u sing = sin{R,AS, = a‘fa,
a
na Baxkn AS = £5 = 2.y AS, = Bede — Lo TIpema TOMe, Baxku
Sin 5 sin 5 Sin 5 sin 5
_ . _ _Pa P __ Pa—p 5 a— 3
SS, =AS,—AS = SnT T SnE T g HAJe usm% > p+ pg YCJIOB MOCTOjaIba,

3aje/ITHIIKE YHYTPaIlhe TAaHTeHTE.
A

pa—p _ : .
Ako Baxn an—% = p + pa, OHIA ce Kpyrosu k,k, J0aupyjy M TOCTOjN
jemHCTBeHa 3aje/IHMYKa YHyTpallliba TaHrenta Kpyrosa k,k,, ma mocroju
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JEJIMHCTBEHO pellee 10 Ha O/LyJapPHOCT.
Ve

Axo je 228 > p + p,, onya ce xkpyrosu k,k, ne gomypyjy u umajy jase
2

1n

pa3He 3aje/IHUYKe TaHTeHTe, Ia IIOCTOje JIBa HEIO/y/lapHa Pellleba.

Bakspydax je ciaegehn. Akojea < m, p < p, u ;an—_%p = p+pa, OHJIA TIOCTOjH
: : pa—p
jEeIMHCTBEHO pellierhe 0 Ha MOoayapHocT. AKO je a < T, p < pg 1 Sf;l—% >
P + pa, OHJIA TIOCTOjE JIBA HEIOJLy/IapHa pelieiba. Y OCTAJUM CIydajeBUMA,
3a/laTaK HeMa perrerha.

11) b— ¢, hy,p

Anasmmza. Heka je AABC tpoyrao Koju uUCIymaBa ycjioBe 3ajaTka. Heka
je A" monnoxje Bucune u3 remena A, S nenrap ynucanor kpyra u P jioaupHa
Tadka yrnmcanor kpyra u crpaure BC. Tana Baxu AB < AC u AC — AB =
b—c, AA =h, uSP = p.

B AP P, C

Heka cy P’, P, tauke u3 Besmkor 3agarka. Ha ocuoBy Besmmkor 3amarka
saxku B(B, P, P,,C), PP, = b— c u tauke A, P', P, cy xonuneapue. Tauka
S je cpemumre myxu P'P,naje PPP =P S+ SP=2SP =2p. Y tpoyriy
AP'PP, je PP =2p, {P'PP, = 5 u PP, = b—c, 1a Taj Tpoyrao ymemo Ja
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koHcrpyunemo. Tauka A npunaja npasoj PP, u Haja3u ce Ha pacrojarby
he on npase BC, 1j. oxn npase PP,. Tauke B, upunajajy Tanrenrava us

tauke A Ha yrmcanom kpyry k(S, SP) u npasoj PP, Tako Jia BayKu pacrope/
B(B,P,P,,C).

Koncrpykimja. Koncrpyumumo tpoyrao AP’ PP, takas ja je P'P = 2p,
AP'PP, = § u PP, = b — c. Osmaunmo ca S cpequmre nyxu P'P u
koHcrpyumumo Kpyr k(S, SP). Koncerpyummimvo mpaBy p Koja je nmapaJiesHa
ca npasoM PP, u Hajia3u ce Ha pacrojaiby h, TakBy jia Baxku p, S, P’ = PP,.
Y mpeceky npasux p u P’'P, oznaunmo tadky A rako ja Baxku B(A, P, P,).
Koncrpyurmmmo tanrente u3 tadke A Ha Kpyry k. Y Ipeceky TUX TaHT€HTH

u npase PP, osnaunmo tauke B, C tako jga saxku B(B, P, P,,C).

Hoxka3z. Tauka S je cpeaure jyzxxu P’ P xoja je 1K nonynapua jgyxu 2p, na
caenu jia je SP = %P’P = %Zp = p. Kaxo je no koucrpykuuju P'P 1 PP,,
crenn Ja je npasa PP, wHopmanna Ha moaynpednuky SP kpyra k(S,SP),
na je oHa TaHrenTta Ha kpyry k y tauku P. IIK saxu B(B, P, P,,C), na
upasy PP, moxemo ozuadasatu u ca BC. [lakne, npaa BC' je tanrenrta
Ha Kpyry k u jgogupyje je y tauku P koja [IK npumana nyxu BC. Takobe,
upase AB, AC cy 11K ranrenrte na kpyry k, ma cjaean jia je Kpyr k win yim-
CaHM KPYyT WU CIIOJba YIMCAHW KPYT KOju jlogupyje crpanuity BC Tpoyria
AABC. Kaxko IIK Baxu A, S = PP,, tj. A,S = BC, ciequ na je y nuramy
YIUCAHU KPYT, 114 je IberoB MOJIYIIPEYHUK [OJIy/Iapat JIy2KHu p.

Haxite, P je jonupna Tadka ymnucaHor kpyra u crpanuie BC, a Kako je
[IK rauka S cpepumre ayzxu PP, cienu jna je P’ rauka ns Besmkor 3agaTka.
Kako monupra tatuka crpanune BC' u oaroBapajyher criosba yrmcanor Kpyra
rpoyriia AABC npunaja npasoj AP, a I1K tauka P, npunaa npasoj AP’ u
crparutn BC, cienn na je P, nogupHa tadka crpanure BC' u ogrosapajyher
criojba yomcanor kpyra. U3 pacnopena B(B, P, P,,C') ua ocuoBy Besnkor
zasaTka cienn 1a je AB < AC u yna je PP, = AC' — AB, a xako [IK umamo
PP, =b—c, cneqn na je AC — AB =b—c.

Tauka A npurajia mpaBoj p Koja je napaJjesda ca mpasoM PP, Tj. mpaBoM
BC' u Hanasu ce Ha pacrojamy h, OJ e, I1a ako o3Haunmo ca A’ nogHoxkje
Bucune u3 reMena A tpoyria ANABC, ciequ jga je AA" = hy,.

Huckycwuja. /la 6u Baxkuo ycinos B(A, P', P,), mopa 6utu h, > 2p, jep npase
Koje cy napaJesne ca PP, u najase ce Ha pacTojamby MareM OJ1 2p CeKy JIyK
P,P', a npasa Koja ce HaJia3u Ha pacrojamy 2p cede npasy P, P’y tauku P’
Osum cMo ocurypaJsm u ja Tadka A npunaga crnosparmoctu kKpyra k(.S, SP),
jep npasa p (Koja je mapasenna ca PP, u Hanasu ce Ha pactojamy h, (> 2p)
OJ1 The) HeMa 3ajeJIHIYKUX Tadaka ca KPyroM k, Ia MOocToje JIBe TAHIeHTe U3
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tauke A Ha kpyry k. O6esbemusriu pacnopes tadaxa B(A, P, Pl), obe36e-
I ¢MO Jia he Te Tanrente cehu npaBy PP, tako ja ce tauke P, P, mahy
u3mehy THX mpecedHux Tadaka, na ycaos B(B, P, P,,C) ciayxu camo Tome
Jla ce JeJMHCTBEHO OJIPE/IA KOja je OJI TUX IPECEeTHNX Tadaka Tadka B, a Koja
je Tauka C', a morpedan je ma 6u Baxkuino AB < AC.

Jlakite, ako Baxku h, > 2p, OCTOjU JeIMHCTBEHO PEIIeIbe JI0 Ha IOy Tap-
HOCT, a aKko BaxKu h, < 2p, 33/laTak HEMa peIlerba.

2. A, H,0

Awnanuza. Heka je AABC Tpoyrao Koju UCIIybhaBa yCejIoBe 3a/laTKa, Tj. HeKa
ce meroBo TeMe A moksana ¢ IaToM TavdkoM A, HeKa ce IeroB OPTOIEHTAp
[OKJIalla C JIATOM TadkoM H u Heka ce IeHTap HEeroBOI' OMUCAHOI KPyTa
nokJtana ca tadkom O.

Heka je Ay cpemumre crpanure BC tpoyriia AABC u Heka je Hy tauka
cumerpuaHa oproreHTpy H y ognocy Ha tadky Aj. Y 3. 3amarky u3 objaactu
[Togymapuoct cMmo fokazanm ja je Taja Tadka H; cumerpudna Ttemeny A y
oxuocy Ha nentap O ommcanor kpyra Tpoyria AABC. Tlpumernmo ga ako
ce tauke A, H nokamnajy, 1j. ako je AABC npaBoyrim ¢ IpaBuM yIJIOM KOJI
temena A, onja ce nokjanajy u tauke O, A; jep ce IeHTap OMMCAHOT KPyra
HaJ1a3u Ha cpeauinTy xunorenyse BC a ako ce tauke A, H pasiukyjy, oHjIa
ce pazmuKyjy n tauke O, A u numamo ja je npaa BC' HOpMaJsiHa Ha MpaBoj
OA; y taukn A;.

Koncrpykiuja.
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Osmaunmo ca Hp tadky cumerpudny tadku A y ogHocy Ha Tadky O, a
satum ca Aj cpenumnre jayxku H Hy. Koucrpyummmo kpyr [(O,0A). Ako
ce Tauke O, Ay 1oKamnajy, oHjia KOHCTPYHUIIKMO [IPOU3BOJBHY MIPABY P KOja
cazpxku O u pazauanta je o npase O A n o3aagaumo ca B, C' mpecevune tadke
Te mpaBe n Kpyra [, a ako ce tauke O, A; pa3aukyjy, OHIa KOHCTPYUITAMO
npaBy p koja je Hopmasna Ha OA; y tauku A; u He cajp:xku Tadky A u
osnaunmo ca B, C' mpecedne Tadke Te mpase U Kpyra [.

Hoxkaz. 1K ce tauke B, C' pa3iukyjy u IpUIIa/Iajy IpaBoj p KOja He CaJIpKu
tauky A, ma cy A, B, C tpu nekosmueapue tadke. Takobe, one ITK npunaajy
kpyry [, ma je [ ommcanu kpyr tpoyria AABC, a kako je O mHeros meHrap,
cnequ na je O nenrap omucaHor kKpyra tpoyria AABC.

N3 nperxomor 3akspyuka ciaenn ga je OB = OC. Axko ce tauke O, A,
nokJTanajy, oujga Tadka O npuraja crpanunu BC, na 36or OB = OC 3a-
ksbyuyjemo ja je O (1j. Ay) cpemumre crpanuie BC. Axko ce tauke O, Ay
pas3ukyjy, ouja je mo koncrpykiuju OA; 1 BC, nma kako O npumnaja cu-
merpasu crparute BC (jep Baxu OB = OC), cienn na je OA; cumerpasia
crparure BC. TIK rmauka A; npumajga crpanunm BC, na ciean ma je oHa
weno cpeaumre. 11K je tauka Hy cumerpuana temeny A y oiHOCY Ha TeHTap
olmcaHor Kpyra, a y 3. 3ajarky u3 obsacru [lojgynaprocT gokazaim cMo Jjia
je Tauka cuMeTpuYHa OPTOIEHTPY y OJHOCY Ha cpejuiire crpanute BC cu-
MeTpUIHA 1 TeMeHy A y ojHOCy Ha 1eHTap onucanor Kkpyra tpoyria AABC.
Cnemn ma je Tauka H; cuMerpuwdHa OPTOIEHTPY y OMHOCY Ha cpeauriTe A
nyxu BC', a caMuM THM U Jia je OPTOIEHTap CUMeTpuYaH Tadku Hiy y oj1-
nocy ua tauky A;. 11K je Ay cpeaurire nyxu H Hy, na cieau ja je tauka H
cuMmerpuaHa Tadku Hip y ojgHocy Ha cpejuinte A; crpanune BC, miTo 3nadn
na je tauka H opronenrtap Tpoyria AABC.

Huckycuja. Axo ce tauke A, O mokjamajy, 3ajaTak HeMa pellema, jep ce
TEeMEHa CBAKOI TPOYIJIA PA3JIMKY]y OJI MEHTPA FerOBOI' OIHCAHOI Kpyra (a
tajia Takohe He mocroju kpyr [(O,0A)). Heka cy rauke A, O pasauqure.
Mopamo 06e30euTn 1a mpaBa p KOjy KOHCTPYHIIEMO KpO3 TadkKy Ap cede
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Kpyr [ y JaBemMa Tadkama U Ja He cajipxku Tadky A. Axo ce tauke O, A;
[OKJIAIAjy, OHJa CMO Ty IIpaBy KOHCTPYHUCAJH IIPOM3BOJ/EHO TAKO JIa Ce pa3-
smkyje o npase OA. Caka mpaBa Koja mpoJjia3u Kpo3 tadky O cede Kpyr [
y aBema Tadkama un camo npaBa OA canpxku tauky A. /lakie, tajga mocroju
OECKOHAYHO MHOTO PEIICHbA.

Heka ce Tauke O, A; pazmukyjy. Tauka O je cpemumre mayxxu AHp, a
tauka Ap je cpemumire jyxku HHy. Axko cy mauke A, H, H; HekojmHeapHe
(1j. ako mocroju Tpoyrao AAH Hy), ouna je OA; mwerosa cpejitba JHHAjA 1
Baxu OA; || AH n OA; = ATH. Axko cy rauke A, H, H, KojmHeapHe U IIpUIia-
J1ajy HeKoj mpaBoj p, ouga n Tadke O, A; npunajajy npasoj p. dokaxkumo ma
je my oBoM ciyuajy OA; = ATH, 1j. AH = 20A;. U3 gumenuria ja je O cpe-
qurre jayxu AH; u Ay cpeaurirre ayxxu H Hy 1obujamo jia Bazke pacropein
B(A,O, Hy) u B(H, Ay, Hy), kao u jeqnakoctu AO = OHyu HA; = A1 H;.

Heka Baxku pactiopen B(A, O, H). Tanaje AH = AO+OH = OH,+OH.
Axo Baxu B(O, Ay, Hy), ouna pobujamo OH; = OA;+ AjHy = OA; + HAq,
na je AH = OA; + HA, + OH. [obujamo u pacnopen, B(A, O, Ay, Hy),
mro 3ajenno ca B(H, Ay, Hy) xonauno maje B(A,O, H, Ay, Hy). Crnemu na
je OH + HA, = OAy, na cmo jpobunu ja je AH = OAy + OA; = 20A,.
Axo ce Tauke A, H; nokiamnajy, oHJa ce n Tadka H mokjala ¢ muMa, 1a je
AH = OH, + OH = OA; + OA; = 20A,. Axo Baxu B(O, Hy, Ay), orna
nobujamo pactopen B(A, O, Hy, Ay, H)u OH, = OA1—A1Hy = OA;— HAq,
IIa je AH - OA1 — HAl + OH == OA1 + OA1 == 20A1

Axo ce Tauke O, H noknamajy, ouga je AH = AO = OH, = HH, =
2HA; =20A,.

Heka cayia Bazku pactiopes B(A, H,O). 3uamo j1a OH/Ia BayKi U PacIope/|
B(A,H,0, Hy), naje HH, < AH,. Cnenn A1 H, = %HHl < %AHl = OH,,
1j. Baxku B(O, Ay, Hy). Hakie, nobujamo pacropen B(A, H, O, Ay, Hy), na
cieqn ja je AH = AO — OH = OH; — OH = OA, + AiH, — OH =
OA1+ HA, — OH = 0OA; + OA; = 20A;,.

Axko ce Tauke A, H noksamnajy, onja ce nokjianajy u gy AH, u HHy,
1a ce nokJanajy u muxosa cpeguiita O, Ay, MITO je y CyIPOTHOCTH C IPET-
[IOCTABKOM JIa ce Te JiBe Tadke pa3iukyjy. laxmie, A, H ce He TOKIAIA]Y.

[Ipeocraje nam jorr ciyuaj Kaja Baxku pactopen B(H, A, O). 3unamo na
taja Baxu B(H, A, O, Hy), naje HH, > AH,. Cnemn naje AyH; = %HHl >
TAH, = OHy, 1j. B(A:,0,H). Ilpema towme, snamo u B(H, Ar, O, Hy).
Hobujamo nga je AH = HO — AO = HO — OH, = HO — (A1H, — OA;) =
HO — A1H1 + OAl = HO — HA1 + OAl = OA1 -+ OA1 = 20A1

Nnaue, gumenuiy ga je AH = 20A; mMorim ¢Mo JOKa3aTw U MOMONy
BeKTOpa, 6e3 ob3upa Ha TO Ja Ju cy Tadke A, H, H| KoJuHeapHe WU He.
Hanwme, n3 anmennna 1a cy O, Ay cpequmra ayxu AH,, HH, nobujamo 1a je

119



1@ = OH1 n HAl = Ale I1a UMaMO ):Laje A13 = @—FOH = OH1+OH =
OAL+ A H, + OH = OA; + HA, + OH = OA] + OA; = 20A;. Cieqn 1a
) — —

je AH = ||A?}|| = ||20A}]| = 2|OA;| = 20A;.

H

Jla ©m mpaBa p koja cagapxku A; m HOpMasHa je Ha OA; cekyia Kpyr
[(O,0A) y nema Taukama, Tauka A; MOpa IPUIAJIATH YHY TPAITBLOCTH KPyTra
[, 1j. mopa outu OA; < OA. Jlakie, jobujaMo ycjioB %AH < OA, Tj.
AH < 20A. Ocraje maMm jorr jta 00e30e/MMO J1a IpaBa P HE CAJIPKU TAIKY
A. Tlocmarpajmo yrao £ AOA;. Ilpasa p je nopmasina Ha kpaky OA; Tor
yIuta, ma jga Ou oHa Morya cajpkartu Tadky A, oma mopa cehu kpak O A, mrro
ce MOxKe JiecuTr caMo ako je yrao £ AOA; omrap. Kako cy npase AH, OA;
napasesnne, ciaean ja je L HAO + LAOA; = 7w, na je LAOA, = 7 — LHAO.
Hakme, yrao LAOA; je omrrap ako u camo ako je yrao £LHAO tym. Y
TOM CJIy9ajy mpaBa p cajp:km Tadky A ako m camo ako je mpojexmmja AX
ayxku AO ma npasoj AH nomymapua myxu OA;. Kako je LHAO Tym,
cienn Ja Baxku pactopen B(X, A, H), na je L XAO = 1 — LHAO u Baxnu
cos AXAO = %. Hakse, npaBa p cajgpxu Tadky A ako m camo ako je
AX = AO cos £ X AO nogynapua jayxu OA; = %AH, Tj. aKO U CaMO aKo je
AO cos(m — LHAO) = ;AH.

Jlaxe, caj 3naMo KaJja mnocrtoju perreme. [IlTo ce jeguncrsenoctu tude,
Baxku ciejehe. Ako ce tauke A, H mokjamnajy, OHJjia MOCTOjH OECKOHATHO
MHOTO perema. Ao ce Tauke A, H pa3vKyjy U UCIYHEHU CY OCTAJN YCIOBU
3a II0CTOjarbe IpaBe p Koja He caJp:Ku Tadky A, 1mocroje jBa peliema, jep
nMaMo n300p Kojy hemMo oJ1 mpecedHux Tadaka Ipase p U Kpyra [ o0e/ie:KuTu
ca B, a kojy ca C. Axko cy tauke A, H,O kojmHeapHe, OHJa je TPOYTao
AABC jenmakokpaku ¢ BpxoM A, ma 3amenom o3znaka temenuma B, C' jo-

120



6ujamo mojyJlapHa periema, a ako tadke A, H, O Hucy KoJimHeapHe, OHJIA
3aMeHOM O3HakKa TeMeHuMa B, C' He 1001jaMo 1Oy lapHa Pelieba.

Bakspydak je ciaengehn. Axo ce tauke O, A pasnukyjy, a taike A, H 1o-
KJIAIajy, MoCcToju 6ECKOHATHO MHOTO perrema. Ako ce tauke O, A pa3nukyjy,
kao n tauke A, H, ako cy A, H, O xkonuneapue u Baxu AH < 20 A, nocroje
JBa MehycobHo mojtyiapua periema. Ako ce tauke O, A u A, H pasiukyjy,
A, H, O uucy koymmneapue, yrao £ HAQO nuje tyn n Baxku AH < 20A, onja
IoCTOje JBa HemojyaapHa pemema. Ako ce tauke O, A u A, H paz3nukyjy,
A, H, O uucy xonuneapue, yrao £ HAQO je tyn, Baxku AH < 20A u Baxn
AO cos(m — LHAO) # LAH, nocroje apa Henoayiapha pemersa. Y CBIM
OCTAJINM CJIy4ajeBUMa, 3a/aTak HeMa pellerba.

3. 4,8, F

Anasmmza. Heka je AABC Tpoyrao Koju UCIymaBa yCaoBe 3a/aTKa, Tj. HeKa
je Tauka A; cpemumre crpanurne BC, Tauka S MEHTAP HErOBOT YIHUCAHOT
kpyra n F' mpecedna Tadka OMCEKTpPUCE CIOJBAINBEr yIvla KOj Temena A u
pase Koja cajipxku crpanuiy BC.

F B / P Ay P, C

Heka cy P, P’, P, tauke u3 Besmkor 3ajarka. Tauka P je mojHOXK]je HOP-
Majie n3 tadke S Ha crpanunm BC, a camum tum m Ha mpaBoj F'A;. Ha
ocuoBy Bemmkor 3ajarka je tauka P, cumerpuuna tauku Py ojHocy Ha
tauky A;, a Tauka P’ joj je cumerpudna y ojHocy Ha Tauky S. [Tosymnpasa
AS je bucekTpuca yHyTpalimer, a nojayrnpaBa AF OUCEKTpHCa CIIOJbAIHEr
yrita Kot temeHa A, mro 3uatn jia je yrao £ F'AS npas. [Ipema Tome, Tatuka
A npurtajzia kpyry Hast npednnkom F'S. Takobe, na ocnoBy Besmkor 3agarka
Baxu B(A, P, P,), na rauka A npunaja npasoj P, P’. Ciienn ja oHa npumaia
npeceky Kpyra maj npeanukom S u npase P,P’. Ilpase AB u AC cy
TaHPeHTe Ha yrucanoM Kpyry k(S, SP) u tauke B, C npunajajy npasoj F'A;.

Koncrpykiuja.
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/P PO C

Koncrpyurmmmo mpaBy F'A;. O3Ha9MMO MOJHOXKje HOpMaJie u3 Tadke S
Ha paBoj F'A; ca P, a 3aTuM Tadke CHMETPUIHE TadKu P pejioM y oJHOoCY Ha
tauke Ay, S osnauumo ca P,, P'. Koncrpyummmo Kpyr Haj| npedHukom FS
U eroB npecek ¢ npasom P, P’ osnaunmo ca A tako na saxku B(A, P, P,).
Koncrpyummmo ranrenre u3 tauke A wva kpyry k(S, SP) u muxoBe mpeceke
¢ npaBom F'A; osnaunmo ca B, C tako ja Baxu B(B, P,C).

Hoxkas. TIK je moaynpeunux SP kpyra k(S, SP) nopmasan Ha npasoj F'A;,
Tj. Ha mpaBoj BC', ma ciean ma je npasa BC tanrenta Ha kpyry k. Taxobe,
npaBe AB u AC cy IIK ranrenre na xkpyry k, a kako [IK Baxu B(B, P, ('),
ciesn Ja je k ynmcanu Kpyr WK CIOJba YIHCAHU KPYT KOjU JO/UPYje CTpaHu-
iy BC tpoyriia AABC. Tlomro 11K Baxku B(A, P, P,), cnequ A, P’ = BC,
a morro je S cpemumre PP’ ciequ B(P, S, P'), na je P, S = BC. Cuemn
A, S = BC, na je k ymucanu kpyr tpoyria AABC, mTo 3Ha49n J1a je ’heron
neaTap S nerTap ynucaHor kpyra rpoyria AABC.

W3 qumennna Ja je Tauka P o upHa Tadka yIUCAHOT KPyra U CTPaHUIe
BC, TIK rauka P’ cumerpudna tauku Py oJHOCY IleHTap yIucaHor Kpyra S,
B(A, P', P,) u na P, npuniayia npasoj BC', Ha ocHOBY Besmnkor 3aiatka ciein
na je Tauka P, moampHa Tadka criosba ynncanor kpyra u crpannte BC. Kako
je I[IK rauxa A; cpemaurire jnyxu PP,, Ha OCHOBY BEeJIMKOT 3a/aTKa CJIeIH A
je rauka A; cpemuinre jayxu BC.

[Tomrro je S nenrap ynucanor kpyra tpoyria AABC, cieau jna je 1o-
gynpasa AS Oucektpuca yHyTpammer yria kox temena A. IIK tauka A
npumnajia Kpyry Haj npednukom F.S, ma je yrao £ FAS mpas. [lakie, mo-
gynpaBa AF je OucekTpuca CHOJbAIHET yIvIa, I1a KaKo Tadka [’ mpumaja
npaBoj BC', ciean jia je oHa IpecedHa Tadka OUCEKTPUCE CIIOJbAIIher yIiia
ko remena A tpoyria AABC u npase koja cajapxku crpanuity BC.

Huckycuja. Ilenrap ynucanor kpyra tpoyria AABC npunajia merosoj
YHYTPAIIILOCTH, T1a CJIeJN Jla He npunaja rnpasoj BC, a caMuM TUM HE HIpa-
Boj F'A;. Jlakse, tauke F, Ay, S Mopajy 6utn HeKoJImHeapHe, HHAYE 3a/[aTaK
HEMa Dellleha.
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r B PFE A P, C

Heka je E npecedna Tauka OUCEKTpHCe YHYTPAIIbEr yria Ko TeMena A
tpoyriia ANABC u crpanurie BC. Be3 ymamema OMIITOCTH PETIIOCTABIMO
na ce teme B tpoyria AABC nanasu usmehy tadaka F u E. Choenn ja
je FB < FC, na kako je % = fx_gv cnemn ja je AB < AC. Benukn 3a-
natak Ham oHja Jaje pacnopen B(F, B, P, Ay, P,,C). Heka je S, nenrap
CIIOJba YIMCAHOT Kpyra Koju goaupyje crpanuiy BC. Taja Baxku pacroper
B(A,S,E,S,), na Baxku u B(P, E, P,). 3Hamo ja Baxu u g—g = fl—g, na je
36or AB < AC'u BE < EC. Cnenn na je 2BE = BE+ BE < BE+ EC =
BC = 2BAy, 1j. naje BE < BA;. llpema tome, Bazku B(B, E, Ay). 3ajeano
ca B(B, Ay, P,) cneqm B(E, Ay, P,), na 36or B(P, E, P,) cnenu B(P, E, Ay).
Hakie, pactiopen je B(F, B, P, E, Ay, P,,C). Y apyrom ciay4ajy (1j. Kaza
ce ymecto reMena B usmelly tauaka F'u F wanasu teme C') BayXu pacropes
B(F,C, P, E, Ay, P,, B). llpema tome, Baxku B(F, P, E, Ay, P,).

Tpoyrao AFAS je npaBoyrju ¢ IpaBuM yIjioM Ko Temena A, na je yrao
£ FSA omrap. 36or B(A, S, E) ciequ na je yrao £ FSE tyn. Uz B(F, E, A;)
cnemu fa je LFSA; > AFSE, na je u yrao £FSA; tyn. Jlakie, na 6u
mocTojaso perreme, Tadke F, Aj, S Mopajy owtn Takee ja je yrao £FSA;

TYII.

Jaswe, kpyr Haj npearnkoMm F.S u npasa P, P’ Mopajy umaru 3ajeHnd-
kux Tadaka. Ako je X cpesmuinre jnyxku F'S n'Y mnopnoxje nopmasie u3 Tadke
X wna npasoj P, P, ciequ ya hie To 6uru tauno ako u camo ako je XY < XS,
jep je XS = %F S moJsiynpedHuk Tor kpyra. Kako je A; cpeaurire crpa-
nune PP,, a S cpeaumre crpanune PP’ tpoyrna APP'P,, ciequ ja je A S
cpenmba smaAja Tor Tpoyria u AyS || P,P’. Heka cy Z, Py peJioM MOmHOK]a
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Hopmasia u3 Tadaka F, P Ha npasoj A;S. Kako je XY L P,P'uw A,S || PP/,
crema ga je XY 1 A1S y mekoj taukn X' taksoj ga Baxku B(X, X' Y).
Haxne, XY = X X'+ X'Y, nma tpeba camo jom oapeauru ayxu X X' u X'Y.

Y mpaBoyriom tpoyriay AFSZ ¢ mpaBuMm yriiom Koj TemeHa /Z je X
cpeaumnre xunorenyse FS uw XX’ 1 SZ, na xako 36or FZ 1 SZ Baxn
XX' || FZ, cienn na je XX’ cpemma qunauja Tor Tpoyria. llpema Towme,
XX = %FZ. Yrao £FSA; je tyn, a yrao £FSZ mopa 6utu omrrap,
na ciaeqn jga je £FSZ cnomammn yrao tpoyrima AFALS, Jlakie, Baxkn
LAFSZ = m— AFSA,. U3 tpoyrna AFSZ cnemu sin LFSZ = l;—g, na
je FZ = FSsin£FSZ = FSsin(mr — LFSA,).

Hyx X'Y je y crBapu pacrojame usmelhy napajennux npasux AyS u
P,P’, na ako npouayxumo PP, 10 npeceka ¢ upasom P,P’ u o3maunmo ra
ca Py, cnequ X'Y = P P,. 13 Tanecose Teopeme cieau glf, = 1{")1 1;12. Kako
je S cpemumre nyxu PP, Baxku PS = SP', na ciequ u PP, = PP, =
X'Y. Tpoyrao ASPA; je npaBoyriu ¢ mpaBUM yTJIOM KOJ TeMeHa P, ma je
cos{PA,S = %. Takobe, Tpoyrao AP A Py je mpaBOyIyIi ¢ MPABUM YTIJIOM
ko Temena Py, ma je sin L PA P, = ﬁ—i. Haxne, PP, = PA;sin {PA P, =
(A1Scos £PA1S)sin L{PA;P;. Yrnosu LPA P, u £PAS ¢y uctu u 10
je y crBapu yrao £FAS. Hakne, PP, = A;Scos{FA;Ssin{dFAS =
%AlS SIII(QAFAls)

Buauu, ycjioB ja upasa P, P’ uma 3ajeHHYKUX Tadaka ¢ KPYroM Ha/l
npeunnkom F'S je $FSsin(m — £FSAy) + 1A4,Ssin(24F A, S) < $FS, 1j.
FSsin(m — LFSA;) + A1 Ssin(24 FA;S) < FS. Y tom ciyuajy he ycios
B(A, P’ P,) buru ucnymen. 3aucra, ako y Ta4Kd S IOCMAaTPaMO TaHTEHTY
ua kpyry m(X, X S), onja ce cBe Tauke Tor Kpyra (ocum tadke S) Hajaze ¢
OHE CTpaHe Te TAHIEHTE C Koje ce HaJjas3u mweros rmenrtap X. Yrao £ X SA; je
TYII, TIa CJIe/H JIa Ce CBe Taduke nosymnpase SA; (0CHM eHOT TeMeHa) HaJlase
ca CyIpoTHE CTpaHe TAHTeHTe y OJHOCY Ha Tadke Kpyra m. Yrao £ XSP je
omrap, 1a je mwemy Hanopejan yrao £ X SP’ Tyn, 1mTo 3Ha4u ca ce CBe TaukKe
nostynpase SP’ (ocuM mBEHOT TeMeHa) Hajla3e ca CyIpPOTHE CTPaHe TaHIeHTe
y oaHocy Ha Tadke kpyra m. Cieau Jia cy cBe Tadke (KOHBEKCHOI) yrja
£A1SP’ (ocuM HEroBor TeMeHa) ca CyNpOTHE CTPAHe TAHIEHTE Y OJIHOCY
Ha Taduke Kpyra m. Tauka P je wa kpyry m, a 36or B(P, A, P,) cremn
P, P,—~A;S, na rauka P, npunaja yriy £ A1.SP’. 360r napajejiHoCTH IpaBux
P,P'u AS cneau ja ce Tadke nosynpase PP, npunajajy yroy £ A1 SP’, na
HUje[Ha TaYKa Kpyra m He MPUIa/ia Toj moJynpasoj. Jlakie, mpecedna Tadka
A npase P, P’ n kpyra m ne npunaza noayupasoj P'P,, na je A, P, + P’', 1j.
B(A, P, P,).

Ocraje jomr na ce Jokaze jia je tadka Ay crnosparimoctu Kpyra k(S, SP)
U Jla BheHe TaHreHTe ceKy npaBy F'A; ca pasnumx crpana tadke P. YrioBu

124



£SP'P, u L{PP'P, cy uctu, a nomro je yrao £PP'P, omrap, 3ua4u ja
nosynpasa P’ P, cede kpyr k y jom jejnoj Tauku. Kako tauka A He npunaja
nosaynpasoj P'P,, cieau ma oHa He MOXKe IIPUIAJIATA HU KPYTy Ak HU HHEroBoj
YHYTPAIIBOCTH, T1a IIPHUIA/Ia HeroBO]j CHOJbAlTHOCTH, MITO 3HAYN 1A TOCTOje
nBe TaHreHTe Ha Kpyry k m3 tadke A. Takobe, camo 3a Tadke JIyKu 9uju
je jeman Kpaj tauka P,, a Ipyru Kpaj Apyra upecedsa tauke mnpase P, P’ u
Kpyra k, BayKu Jia TAaHPEHTE U3 the Ha KPyry k ceky npaBy F'A; y Taukama ce
ucre crpane tauke P. Kako je ta myx cagapxkana y nosaynpasoj P'P, xo0joj
Taduka A He npuraja, ciaeau jga TanreHTe m3 tadke A ceky mpaBy F'A; ca
pa3Hux crpaHa Tauke P.

[Ipema Tome, ako cy Tauke F, Ay, S HekosmHeapHe Takse Ja je yrao £ F'S Ay
Ty 1 Baxu FSsin(m—AFSA))+A1Ssin(24FA,S) < FS, 3anarak nma te-
TUPU HEHO/y/IAPHA Pellleiba, a aKO YMECTO IPETXO/IHE HEjeTHAKOCTH Y3MEMO
oJiroBapajyhy jeiHaKoCT, 3aJlaTakK MMa JBa HENO/yJapHa peliemha. ¥ CBUM
OCTaJINM CJIydajeBuMa 3aJaTaK HeMa peIermha.

4 HaBep3uja

Hedununmja 24. Heka je k(O, ) Kpyr Heke paBHU «. Mneepauja y 0HOCY
Ha Kpyr k je npeciukaBambe 1y 1 a \ {0} — o\ {O} koje tauky A ciuka y
tauky A’ nomynpase OA taksy ja saxu OA - OA = r2.

3arTo ce 3 JloMeHa u KOJOMEHa, OBOT IIpec/nKaBame n3dairyje taaka O7
Jenan o1 pazsiora je Taj mro He 3HaMO miTa je nosyipasa OO0, a apyru je
Taj mro He nocroju tadka O’ Taxksa 1a je r2 = 00 - 00’ = 0, jep je r > 0.
N3 ucror pazsora tTauka O Huje cJUKa HUjeHe Tadke, I1a ce u3dallyje u u3
KOJIOMEHA.

Cajia hemo paszmoTpuTu OcobmMHE OBOI IpecinKaBarba. OBO Ipec/nKa-
Babe je ounrienno uasoaymmja (7 = Id), jep axo je A’ cimka Tauke A,
onya A’ mpunana monynpasoj OA u Bazkn OA-OA' = 12, na cinean ma Tauka
A mpunana nomynpasoj OA’ u Bazxku OA’ - OA = r?, mTo no nedununujn
suaqn ja je Y (A’) = A. Ilpema Tome, nuBep3uja je OujeKInja u MHBOJIYIIH]A.
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Axo Tauka A mpumaga xpyry k, omga je OA - OA = r? ma xaxo A
npunaga nosynpasoj OA, ciemu na je ¥r(A) = A. [akie, tauke Kpyra
k cy ¢dukcne. Heka je A mauka y yHyTpallmboCTH Kpyra k pasjimdaura o1
tauke . Koucrpymmmmo nosxynpaBy OA u HOpMasy n Ha TOj MOJIYIIPaBOj
y Ttauku A. JemHy oy mpecedHmX Tadaka HOpMaJe n U Kpyra k O3HAINMO
ca T u KOHCTPYUIIUMO TaHTeHTY y Tadku 1 wa Kpyry k (Hopmasy wa OT
y Tauku T') u ca A’ o3naunmo mwen npecek ¢ nosynpasom OA. Tpoyriosn
AOTA u AOA'T cy cmmamn jep je LTOA = LAOT nu LOAT = § =
LOTA', na je &4 = Z& onnocno OA - OA' = OT - OT = r*. Ipema Towme,
Ur(A) = A’ Axko je A Tauka y CHOJBAITBOCTH KPyTa k, OHJIa KOHCTPYHIIIEMO
[IPOM3BOJBHY TAHTEHTY W3 Te TadKa Ha KPYTy k, O3HAYUMO JOIMPHY TAUKY
ca T u KOHCTpyHIIIEMO HOpMaJly n Ha mojynpaBoj O A Koja cajipxKu Taduky 1
1 O3HAYMMO TI0JIHOXK]e Te HopMmasie ca A'. Ha weru madunn kao maJjonpe ce

nobuja na je Y (A) = A’

P Q A

OBuM CMO JIOKa3aJu Ja ce TadKe U3 YyHyTPAIlboCTH Kpyra k caumkajy y
ILETOBY CIOJBAIIHOCT M OOPHYTO, Kao M Ja Cy CBe (PUKCHE TadKe Ha KPYTy
k. Heka je A npoussosbHa Tauka pasaunaurta o O, A" = ¢y (A) u neka cy
P, Q) npeceune tauke kpyra k u mnpase AA’. Tana je O cpemuinre py:Ku
PQ, a nomro A’ npumnaa HOﬂprzﬂ OA, cinenn na muje B(A, O, A’), na no
nedunmmin 18 caeam na je OA-OA — OA-OA = 2 = OP2. Ha OCHOBY
sajiatka 2.11 ciaean na Baxu H(P, Q; A, A').
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Kako ce unBep3ujoM 1), cinkajy upase u Kpyrosu? OIropop 3aBucu o
TOra JIa JI [IpaBa, OJIHOCHO KPYT KOjU CIMKaMO cajpKu Tauky O wim He. AKO
npasa p cajpxku Tadky O, OHJIa ce OHA UHBEP3UjOM 1)), CIMKa y cebe (HapaBHo,
TO HE 3HAYM JIa Ce CBaKa Tavka CauKa y cebe, Bell ma ce cBaka Tavuke mpase p
CJIMKa Y HEKy TadkKy Koja je Takohe Ha mpaBoj p). Hapasro, cimka tadke O
Huje nedunncana, mna ce ¢popmasHo ymecto npase p cauka ckyn p \ {O}, a
takohe O Huje cmKa HUjeHEe TavdKe, 1a je cimka ckyna p\ {0} ckyn p\ {O}.
Haxne, ¥, (p\{O}) = p\{O}. Ako npasa p e cajpxu tauky O, J0Ka3yje ce
Jla ce OHJla OHa cauKa y Kpyr | Koju cazpxku Tadky O. Hapasno, dpopmastao
je Yr(p) = 1\ {O}, jep Tauka O Huje ciuka Hujeane tauke. [lomro je 1y,
MHBOJIYTIja, CJIe/In j1a ce KpyT | Koju cajpyku Tadky O c/imKa y mpaBy p Koja
He cajpxu tauky O, 1j. dopmasno V(L \ {O}) = p. Konauno, xpyr [ xoju
He caipxku Tadky O cimka ce y Kpyr [; Koju Takohe ne caapxku tauky O, Tj.
(1) = l;. Ha oBoMm mecty je BeOMa BasKHO HAIIOMEHYTH JIa C€ WHBEP3UjOM
HeHTap Kpyra [ He cJuKa y nerrap Kpyra ly.
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Nusepsuja takohe uma cienehe ocobune. Ako cy A, B jBe pasne Tadke

u A" = Yp(A), B = Yp(B), onna je A'B' = OX.QOBAB. Bamucra, TpoyrioBu

ANOAB u AOB'A’ cy cniuann jep uMajy 3ajeHUYIKE yrao Ko remena O u u3

OA-OA"=0B-OB' cnequ na je OA: OB' = OB : OA’. Ilpema Tome, OA :
. : _ op’ _ OB-OB’ _ r?

OB/ = AB : B,A,, T]. A,B/ = WAB - mAB - mAB TaKolje,

uHBep3uja dyBa yriose nsdmehy kpusux. Kaj kaxkemo yrao usmely KpuBux,

MHCJIUMO Ha yTao KOjU Yy IbUXOBO] IIPECEYHO] TaUKU I'pajie IbUXOBE TaHT'€HTE.

[Ipema ToMme, yrao m3mel)y TaHTeHTH Ha HEKHM JIBeMa KPUBHMa Y FHUXOBO]
[IPECEYHO0] TaYKM jeJHaK je yriry m3Mely TaHTEHTH Ha CIMKaMa TUX KPUBUX
[IPU MHBEP3WjU Y, Y IbUXOBO] IIpecevHoj Tadku. HapaBHO, TAHT€HTE IMOJa3HIX
KPHUBUX Ce He CJIMKajy Ha TaHT'€HTe IbUXOBUX CJIMKA, Jep ce Y OIIITEM CIydajy
IIpaBe CIuKajy y Kpyrose. HamomeHmmo jia TaHT€HTOM Ha IIPaBOj Y HEHOJ
IIPOM3BOJBHOj TAYKHM CMaTpaMoO caMy Ty IIPaBy, Kao M Jia MpecInKaBama Koja
qyBajy YIVIOBE HA3UBAMO KOHPOPMHUM TTPECTUKABAILUMA.

C obzupom Ha TO ja hemo 0OBJie TPOyUIaBaTH caMo IpaBe U KPYroBe, J0-
BOJBHO je pehm Jia muBep3uja dysa yriose n3mely npasux m kpyrosa. [llra-
BuIne, Hajuenihe hemo nMaTn HOpMaJIHe IIpaBe U KPyrose, 1a heMo KOpuCTuTu
0CcOOMHY JTa MHBEP3Hja TyBa TY HOPMAJIHOCT.

1.

Heka je k(O,r) xpyr unsepsuje (naxie, O je 1meHTap uHBEp3Uje) U HEKa
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cy ki, ko Kpyrosu taksu jia je ki Nky = {O}. [omro caapxku nenrap nHBep-
3mje, KaJl KakeMo Jia ce Kpyr ki cimka y npaBy k] Koja He CaJpKu IIEHTap
UHBEP3Mje, MOPaAMO MMATH y BUIY Ja cianka Tadke O nuje jedunucana, mna
ce dopmasto ckym ky \ {O} ciuka y nipasy k&, 1j. Baxku ¢ (ky \ {O}) = K.
Crmaro u 3a Kpyr ko Baxu ¢y (ko \ {O}) = ki, tme je kb, mpasa koja ne
caJIpxKu 1eHTap uapepsuje. [Ipema Tome, Kako je 1y OujeKImja, BaxKu

K0k, = ki \ {0}) Nk \ {0) = i((k \ {O}) N (k2 \ {O})
= Yp((k1 Nke) \ {O}) = 0.

Haxue, npase k) u kl, Hemajy 3ajelHUUKIX Tadaka, [1a Cy mapajiesiHe, mTo je
u Tpedasio JOKa3aTH.

2.

Hexka cy P, tauke kpyra k takse ga cy P, 0, Q, A, A’ koimuneapue. Taja
u3 ocobnHa nHBep3uje nmamo ja Baxu H(P, Q; A, A’). Hdyx PQ je npednuk
kpyra k u kpyr [ cajgpxu tauke A, A', na Ha ocHOBY 3aJjiaTKa 2.14. cieau Ja
je k L [, mrro je u Tpebasio JoKazaTu.

Heka je k(A, p) Kpyr ¢ IEHTPOM y Tauku A 4uju je HOJIYIPEeIHUK ) jeTHAK
VAB - AB'. Tana je B = ¢y(B) n C' = ¢y(C), na ce ommcanu Kpyr I
HHBEP3UjoM 1y, ciika y ipaBy B'C” (crporo dopmasno, v (I1\{A}) = B'CY).
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Takobe, mpasa AO ce ciuka y cebe jep cajpKu IeHTap WHBEp3Uje (CTporo
dopmasno, ¥ (AO\{A}) = AO\{A}), a Hopmasna je na Kpyry [ jep cajpxu
werop neatap O, ma cjaeau Jia je U HOpMaJlHa W Ha CJUNUA Kpyra [, Tj. Ha
npaBoj B'C’, mro je u Tpebasio JT0Ka3aTu.

4. Q _

Osmaunmo kpyrose omucane oko Tpoyrioa ANABP, AABQ pemom ca
k1, ks, a xKpyrose omnmcane oko TpoyrioBa APQA, APQB pemom ca ly,ls.
C kpyroBuma je MHOIO Marbe 3rOJHO PAJUTH HEro ¢ IpaBHUMa, I1a HCKOPH-
CTHMO OCOOMHY MHBEP3Hje Jla KPYroBe Koje CaJIpzKe IeHTAp UHBEP3Uje CIUKA
y npase. llenrap unBepsuje ojabepuMo Tako ja Ipwuiiajia HajBehem Opojy
kpyrosa. llomro cBe derupu tauke A, B, C, D upunajajy mo TpuMa Kpyro-
BUMa, 0/1a0epUMO OWJIO KOJy OJ IbUX 3a IeHTap WHBEP3Hja, HIIP. Tadky A.

Hakie, Heka je k(A, p) Kpyr npou3BOJBHOI MOJyTpedHnKka p > 0 n HeKa
cy rauke B’ P’ Q)" nare ca B' = ¢Yp(B), P = Yp(P),Q" = ¥r(Q) u upase
B, 4 naie ca K = (i \ {AD), B, = (ko \ {A}), &, = (1 \{A}) m riexa
je kpyr I, mar ca ly, = 1y (l). Kpyr k; caapxu tauke B, P, na je k] = B'P’.
Cinano, k), = B'Q" nw | = P'Q’, a xako kpyr ly campxku tauke B, P, (),
crenm a Kpyr U5 cagpxku tadke B, P/, Q)'. Yrao usmeby npase [} u kpyra [,
jennax je ornrpom yriy usmely reruse P'QQ" u tanrente Ha Kpyry [, y HEKO]
o ravaka P’ Q) (momymapuu cy), a Taj yrao je mojyjapaH nepudeprjcKoM
yray Haj rerusoMm P'Q)’ 1j. yroy £ P'B'Q)’, mo je yrao usmely mnpasux

1, k5. Kako naBep3mja ayBa yriose, cien Ja je yrao udmely kpyrosa [y, [
nojyaapan yriy usmely ky, ko, 1TO je u Tpebasio JIoKa3aTu.
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Heka je ky Nky = {P}, ko Nk = {Q}, ks Nky = {R}. Osnaunmo Kpyr
ormcan oko Tpoyria APQR ca l. Kpos cBaky oi Tadaka P, (), R npoJiaze 1o
TPU OJ YeTHPH JaTa Kpyra, Ia je cBeje/Ho kKojy hemo omabpartu 3a BeHtap
nuBepauje. OmabepumMo HIp. TaduKy P.

P
R’ m Q'

Heka je k(P, p) Kpyr Hpou3BOJGHOL MOJIyIpedHrKa p > 0 1 HeKa Cy Tadke
Q', R nare ca Q' = Y (Q), R' = ¢ (R) u npase k1, kb, " nare ca ki = (k1 \
{P}), Ky = tx(ka\ TP}, 1 = 1\ {PY) m iexca o wpyr K naw ca K = v (ks).
Ha ocnoBy 1. zamarka cienn ja Baxku k| || k, a rakohe Baxku u ma cy ki, ki
TaHI'eHTe Ha KPyTry Kk} pegom y tadkama R, Q). Ilpema Tome, nenrap kpyra
k; npunaja npasoj ¢; koja je y Taukn R’ yupasna Ha 1paBoj k] u 1paBoj ¢o
Koja je y Tauku () ynpasHa Ha npasoj kjy. 36or ki || kb, crenu na je q1 || go,
a IOIITO IeHTap Kpyra ks npunaia obema, cieau Ja je ¢ = ¢ = Q'R
Mebhyrum, npasa Q' R’ je y creapu npasa I, na cienn na je upasa I’ Hopmasmaa
Ha 1paBuMa ki, kb 1 1a cajp:ku rientap kpyra kj, 11a je HOpMaJIHa U Ha FbeMy.
Nusepsuja aysa yriose, ma ciaeau jga je | L ky, ko, k3, o je u Tpebasio
JIOKa3aTH.

6.
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Osznaunmo ca ly, [, peom Kpyrose onmcane oko Tpoyriosa NACE, AADF .
Tauka A npunajia CBUM KPYroBUMa OCUM KPYTY k3, 1Ia 0J1labepuMO by 3a IeH-
Tap WHBEP3HjeE.

Heka je k(A,p) Kpyr mpoumsBoJbHOI ToJynpednuka p > 0 u Heka cy
trauke B',C', D', E', F' nare ca B' = {y(B),C" = x(C), D" = ¢y (D), E =
Uk(E), F' = Yp(F), npase ki, kb 17,15 nave ca k] = (ki \ {A}), k), =
Db\ LA}, I = e\ {A}), b = 1o\ {A}) m wpyr kS ar ca K, = (k).
Wusepsuja aysa yriose, na cjiejan ja cy upase kf, ki mehycobno yupasue y
tadukn B’ n yupasmne na xkpyry kj, Tj. cajapzke meros renrap. lIpema Tome,
tadka B’ je nentap kpyra kj. Kpyrosu ki, ks nmajy 3ajemmntake taduke E, F
a cjean ja ce npasa k] u Kpyr kf cexky y taukama B’ F'. Cinuno, npasa
k5 n xkpyr ki ce cexy y Taukama C', D’

_TF

Tpoyrinosu AB'C'E' u AB'D'F’ cy jeHakoKpako IIpaBoOyIJId, Ta CJieIu
na cy yruosu £ B'C'E' wu A B'D'F’ jennaxu 110 45°, 1a cy u meljycobno mosy-
napuu. [Ipema Tome, cienu na cy npase C'E’ u D'F' mapanense (u yriaosu
AB'C'E" u £B'D'F' cy yrnosu ¢ mapasentnm kpanuma), 1j. [} || I5. Kako
KPYToBH [y U [y nMajy 3ajeIHu4Ky Tadky A, cjieau j1a uMm je To jeguna 3ajeji-
HUYKa Tadka, Tj. Ja ce J0Aupyjy y Tauku A.

7.
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Heka ce xpyrosu ki, ks momupyjy y Tauku P, Heka ce Kpyrosu ks, ks
Joupyjy y Tadku (), Heka ce Kpyrosu ks, ky noaupyjy v Tauku R u Heka ce
KpyToBuU ky, ki momupyjy v Tauku S. Tpeba mokasatu ma cy taduke P, Q, R, S
KoJmHeapHe nin Koumukangae. Caka o1 Tadaka P, (Q), R, S 3ajeamdka je 3a
10 JIBa KpyTa, TaKo Ja je CBeje/IHO Kojy heMo ojiabpaTu 3a IenTap WHBEp3uje.
Oprabepumo ump. tauky P.

Heka je k(P,p) Kpyr npomsBo/bHOI HoJynpednuka p > (0 u Heka cy
trauke @', R'|S" nare ca Q' = ¥(Q), R = Yr(R),S" = x(S), upase ki, ki
nare ca k] = Yp(ky \ {P}),kl, = r(ka \ {P}) u xpyrosu ki, kj natu ca
ky = i (ks), k) = r(ks). Ha ocuoBy 1. samarka ciaeau jga cy upase ki, kf
napaJiesige, a moriTo ce ko, ks 1oaupyjy y Tadku @ u ky, ky 10Upyjy y Tauku
S, cienn na cy npase ki, kb, pejlom taHrenTe Ha KpyroBuma ky, ks y Tadkama
S’, Q. Tlomro ce kpyrosu ks, ky noaupyjy y Tadku R, cieam ja ce KpyroBH
k5, ky nonupyjy y tauku R’

Axko nokaxkemo ja tauke (), R, S’ npunajajy HeKoj mpaBoj p u ako p > P,
ouna je Yr(p \ {P}) = p\ {P}, na caean na u rauke @, R, S, Koje cy ciamke
ragaka (), R, S" npu unBepsuju 1y, Npuiiajiajy npasoj p, Koja CaJpKu TauKy
P, 1j. nacy P,Q, R, S kormneapue, a ako p # P, ouga je 1 (p) = p'\{ P}, rue
je p’ Kpyr Koju cajapxku Tauky P u koju cajpxku tauke @, R, S, Koje cy cimke
radaka @', R, S’ npu unep3uju ¢y, 1j. onga cy P, Q, R, S KOHIMKJINIHE.

Osnaunmo ca Oz, Oy pesiom nenTpe kpyrosa kb, k). Ilomrro ce onn nou-
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pyjy y tauku R’ cienm ja cy tauke Os, R', Oy kosmneapue. IIpema Towme,
J0BOJBHO je jokaszaru ga Baxku £S'R'O; = £Q'R'Os, jep he Tana to 6urn
YHAKPCHH yIJIOBM H joKazahemo ma cy @', R, S’ xomuneapue. Ilomro cy
upase ki, k) pegom tanrente Ha kpyrosuma ki, ki y taukama S’, (), cienn
ma je S'Oy Lk} m QO3 L kb, a nmomrro cy u mapaJesme, CIeIu Ja BaxKn
S'Oy || Q'Os5. Tpema tome, yrinosu £S5'O4R' n £0Q'O3 R’ jecy yriosu ¢ napa-
JIEJIHUM KpanuMma, a cy nojyaapuu, 1j. Baxu £S'O4R' = £Q'O3R'. Tpoy-
riosu AOLS'R', AO3Q' R’ cy jennakokpakn 1 uMmajy HOAyAapHe yIJIoBe IIPU
BpXy, IIa CJEAM Ja UMajy Hoayaaphe um ocraje yriose. Crenmjasno, BazKu
£S'R'O4 = £Q'R'O3, mro cMO U XTeau Jia JloKazkemo. IIpema Tome, Tauke
P,Q, R, S jecy KosmmHeapHe WJIM KOHIUKJIMIHE.

8. Huje noznaro ja jim cy tauxke A, B pazmmante. [Ipema Tome, mmahemo aBa
ciayuaja. IIpBo pemmmo 3asiatak y ciaydajy kaja cy A, B pazaumanre Tadke.

Amnanuza. Heka je k Kpyr Koju uciymana ycjioBe 3ajaTka, Tj. HeKa k S A, B
u Heka k J1o/mpyje p.
A

P

Axo ce kpyr k u nipasa p 10/upyjy y HeKOj oi1 Tadaka A, B, Taja apyra o/
IbUX He Ipunaja mpasoj p. pyrum peunma, curypro jeana oxn tadaka A, B
He IIpuIlajia IpaBoj p, jep ce mpaBa U KPyT JOJUPY]Y Y TadHO JeJHO] TadKH,
a A, B cy pasimunte Tadke. bBe3 ymamberba OIINTOCTH, IIPETIIOCTABUMO Ja
Tadka A He mpuraja mpaBoj p U o1abeprMo by 3a IeHTap WHBEP3Hje.

Heka je I(A, p) Kpyr npou3BosbHOL HOJIyIpedHnKa p > 0 U HeKa je Tadka
B’ nara ca B' = iy(B), upasa k' nara ca k' = ¢;(k \ {A}) u xkpyr p’ nar ca
P\ {A} = Yi(p), upn wemy k' F Anp' 5 A

A

B/

o—

P/
Kpyr k cagpxu tauky B u jgoaupyje npaBy p, ma ciead Ja npasa k'
cagpku Tauky B’ u gommpyje Kpyr p’, Tj. Ja je TaHreHTa u3 Tadke B’ Ha
Kpyry p'.
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Koucrpykimja. Heka p Z A. Kouncrpyurmmmo kpyr [(A, p) npousBosbHOD
nostynpednnka p > 0. Koncrpyumunmo kpyr p’ koju cajpxu taduky A takas
na saxku p'\ {A} = ¥y(p). Onpemumo Tauky B’ = (B) n KOHCTPYHIITIMO
taurenty k' u3 tauke B’ Ha kpyry p’ taksy jga k' F A. Koncrpyummmo Kpyr
k xoju cappxu tadky A rakas ja Baxu k\ {A} = (k).

Hoxka3s. Ilo koncrpykmju, k' je mpaBa Koja He caJpKu TauKy A, Tj. IeHTap
uHBep3wuje, 1a je k Kpyr Koju cajap:xku taduky A. Takobe, npasa k' cajapxkun
tauky B’ = ;(B), na cieau na k cagpxku tauky B = 1(B’). Ilo koncrpyk-
muju, pasa k' poaupyje kpyr p' (y tauku pazimaunroj o tauke A, jep je k/
He CaJIPXKN), [a CJIeH Ja KPyr k Jojupyje mpasy p.

Huckycuja. Ako obe tauke A, B npunajajy upasoj p, 3aJatak Hema, perie-
a. Y cynpoTHoM, Opoj pelema je jejHak 6pojy TanreHarta u3 tadke B’ Ha
Kpyry p’ Koje He cajipxKe Tauky A, mTO MOxKe OuTH Hysa ako B’ mnpunaja
yHyTpaIlmsocT Kpyra p', jeman ako B’ € p' unm ako B’ mpunaja crosba-
IIEBOCTH Kpyra p’ U jeJiHa of TaHTeHaTa je npaBa AB’, OJHOCHO J1Ba y CBUM
ocrayum ciaydajeuma. [lltasuine, tauka B’ npuiaja Clio/ballbocTH KPyra
p’ ako u camo ako Baxku A, B+ p, a upasa AB’ je tanrenrta Ha Kpyry p’ ako
u camo ako Baxku AB || p.

9.

Awnanuza. Heka je k kpyr Koju ucrnymana ycjaoBe 3ajaTka, Tj. HeKa k 5 A
u HeKa k noaupyje Kpyrose ki, ko.

Heka je [(A, p) Kpyr IpousBosbHOT mojtynpednuka p > 0 1 Heka je npasa
k' nara ca k' = ¢y(k \ {A}). 3Ba mpay k' Baxku na me cajpxu tadky A.
Pasmukyjemo tpu ciaydaja: kasa tadka A He mpumnaja HE KPyry ki HE KPYTy
ko, KaJia nmpunaa TadHo jeHOM oj1 Bhux (6€3 yMamerba OLIITOCTH, KPyTy ks)
¥ KaJla IPUIAJIA U JeHOM H JIPYTOM.

A
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A

Y npeom catyuajy cy u k) = (k1) u kb, = ¢;(ks) Kpyroeu koju He cajipke
tauky A u noaupyjy npasy k', 1j. k' je 3ajeqanuka tanrenta kpyrosa ki, kb.

Y apyrom ciayuajy je ki = ¢ (k1) kpyr koju He cajpxku tauky A u g0/1u-
pyje npaBy k', 1j. k' je ranrenra na xpyry k7. Takobe, kb = (ko \ {A}) je
pasa, a MoITo ce Kpyrosu k, ky mopupyjy y taukn A, ciaemun na je k || kb.

Y tpehiem cirydajy ce HHBEP3UjOM Y OIHOCY Ha Kpyr [ oba Kpyra (¢Tporo
dbopmaiao, 6e3 Tauke A) cinkajy y npase Koje He cajpxke Tadky A. [Tomro
ce Kpyrosu ki, k jonupyjy y Tauku A, Ha ocHOBY 1. 3aJiaTKa CJIe/IU J1a BaXKn
Ky || k. Vet 3akibydak Baxkn n 3a upase kb, k', 1j. Baxnu £ || K.

Koucrpykimja. Koncrpyumunmo kpyr [(A, p) TpOU3BO/EHOT MOJIYITPETHUKA,
p > 0. ¥ 3aBucHocTH o TOra Jia Jin Tauka A npunajia Kpyrosuma ki, ko wim
He, KOHCTPYUIIMMO HbUX0Be ciuke ki, ky npu uasepsuju v Korcrpyumumo
npaBy k' Koja He caJp:Ku TauKy A U uciymasa jejan oj ciejaeha Tpu ycaosa:
1. 3ajeamtka je TaHreHTa Ha Kpyrosuma ki, kb, ako A & ki, ko.

2. napaJiesiga je npasoj ki u Tanrenta je za Kpyry ki, ako A € ky u A € ko;
3. napaJenna je upasuma ki, kb ako A € ki, ko;

Ha kpajy, xoncrpyummmo Kpyr k Koju caap:ku Tauky A Takas ga Baxku

RAA{A} = (k).
Hoxka3. [lo korcrpykimju je k' mpaBa Koja He cajapxku Tadky A, Tj. menrap
uHBepsuje, 1ma je k kpyr koju cajgpxku tadky A. Ilpasa koja me cajpxun
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Tauky A u napaJjesna je npasoj k' cimka ce y Kpyr Koju JIoJupyje Kpyr k
y IEHTPY UHBep3wje, Tj. y Taduku A, a Kpyr Koju He cajpxKu Tadky A u
noaupyje npaBy k' cimka ce y Kpyr Koju He caapKm Tadky A m gommpyje
kpyr k. IIpema ToMe, y CBUM IPETXOTHO PasMaTpPaHUM CJIydajeBUMa CJIE/IH
J1a Kpyrosu ki, ko 10MpYyjy KpyT k.

Juckycuja. Bpoj pemema jeanax je 6pojy mpasBux He cajp:ke Tadky A n
HCIymbaBajy ojroapajyhu ycios n3 jena Koncrpykimja. ¥ mpBoM ciaydajy
O6poj TaKBUX NpaBUX MOYKE OUTU OJ HyJa JI0 YeTUPH, Y 3aBUCHOCTU OJ Me-
hycobror mosoxkaja Kpyrosa ki, k} (padyHajy ce m 3ajeJlHUYUKE CIOJHAIITEHE
U 3aje/[HIYKE YHYTPAIe TaHreHTe). Y JIPYroM ciiydajy 6poj TaKBUX Ipa-
BHUX MOXKe OWTH jeJIlaH WJIM J[Ba, Y 3aBUCHOCTH OJ TOTa Jia JIn HEeKa OJI JIBEjy
TAaHTEeHTH Ha Kpyry k] Koje cy mapasiesine npaBoj kb cajpzxku tauky A wim
me. Y TpeheMm ciaydajy mMa GEKOHATHO MHOTO DeEIlerba ako cy mpase kK, kb
napaJiesiie, OJIHOCHO HeMa, Pelierba ako Ce Te IIPaBe CEeKY.

10. Pememe oBor 3ajarka Helie OUTH JaTO Kao pellemba OCTAINX KOHCTPYK-
TUBHUX 3ajaTaka (Mako Tpeba UCIUCATH CBe YeTHPH eTalle, Kao Uy OCTATIM
TaKBUM 3aJarmma), jep hie ce jeaHocTaBHOM TpaHCHOPMAIIjOM JOBECTH 10
HEKOT 0J] TPETXOJIHA JIBa 3a/IaTKa, Koja 3HaMo Jjia perumo. Heka xpyr k(O, r)
nopupyje kpyrose ki(Oq,71), ka(Oa,19), k3(Os,r3) cnoba. Heka je, 6e3 yma-
berba, OIIITOCTH, 71 < 79,73 1 Heka je [(O,r+r1) kpyr. Tajga kpyr [ cajapxKu
neatap O Kpyra k.

AKO BaxkKu HeKa OJI JeAHAKOCTU I'y = T9,T1 = I3, OHJA KPYI [ caap:Ku u
Heky oj1 Tadaka (g, O3. AKo cazpku obe, OHJIa je OH OIMCAHW KPYT TPOY-
ria AO10203. AKo cajipxku caMo jeJHy oJf iux (0e3 yMamema OIIITOCTH,
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tauky Os), oHja o joaupyje Kpyr l3(Os, r3 — r1) cnospa. dakie, raga Kpyr
[ canpxu tauxke O, Oy u jjogupyje Kpyr 3 criosba, a ce mHeroBa KOHCTPYK-
IMja BPIIU CJAUYHO Kao y 8. 3ajarTKy. Tamo je, jgojyiie, 3ajaTak Ouo Jjia ce
KOHCTPYHITEe KPYT' KOJU CAJIPKU JIBe JaTe Tadke ! JIOAUpPYyje JaTy MpaBy, a
OBJIC YMECTO Ipase Tpeba Jia 0/ pyje KPyT CIlIojba, il Ce U OBaj 3ajaTaK
pernaBa Ha UCTH HAYMH.

Axo He canpxku Hujeny oj Tadaka O, Oz, oujia qoaupyje u Kpyr lo(Og, 79—
r1) crosba u Kpyr l3(Os, 73 — 1) cHojba, 1a ce mberoBa KOHCTPYKIIHja BPIIN
HCTO Kao y MPETXOJHOM 3aJIaTKy (KPYI KOjU CaJIpXKU JIATy TAYKy U JI0J[H-
pyje JiBa jata Kpyra), ¢ THM IITO Ce OBJIe y3UMajy y 003Up caMo 3ajeHIIKe
CloJpalllibe TaHreHTe n To Takse Ja cy Op,l), l5 ¢ ucre crpane Te TaHrexre,
nHade he Kpyr /100MjeH MHBEP3UjOM JOIUPUBATU KPYTOBE lo, [3 YHYTpA.

5 MHN3omerpujcke TpancdopmMaliije paBHHI

Pexmm cmo nia cy j1Be cdurype nomymgapHe ako UMajy UCTH OOJIUK U UCTY
BeJIMYUUHY, &JI U JIa TakBa JieUHUIIja HUje [Peru3Ha, jep je Temko jedu-
HUCATH [OjMOBE O0JIMKA U BEJIMUMHE. 3aTUM CMO PEKJIH JIa Cy JiBe (urype
HOJTy/IapHE aKO Ce TTIOMEPAHEM jeJTHE OJ1 IbUX MOKE JIOBECTH JI0 HbUXOBOI IIpe-
KJIaliarma. » OBOM IIOIVIaBJbY IpoydaBahemMo yipaBo Ta ,Kperarma’ urypa.
YVBeuMO Iperu3ny JAeuHnImjy.

Hedbununmja 25. Heka je o pasan. [Ipeciukasame J : v — o, TakBO Jia
3a cBaku nap tadaxa (A, B) pasnu « Baxkn (A, B) = (J(A),J(B)), nasusamo
usoMempujckom wpanchopmayujom (U30MeWPUjom) PAaBHI .
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Hapasno, pesnaiuja oy 1apHOCTH TapoOBa Tadaka jecTe OCHOBHU I0jaM,
1j. ne gecdunurie ce. Ce nzoMerpuje cy OUjeKIyje, CJIUKA]y MpaBe y rpaBe
(rmrraBuie, WyBajy pacrope]l Tadaka Ha Ipasoj, Tj. ako Baxu B(A, B,C),
ouna Baxu B(J(A),J(B),J(C)), moaynpase y mojynpase, JyXKHu y JIyKH,
[OJIyPaBHU y TOJIyPaBHU, yraoHe JINHUje y yTaoHe JIMHUje, YIJIOBe y YTJIOBE
UTMA. JeJIuHO IMTO M30MeTpHuje MOry Jla He 9yBajy jecTe OpHjeHTalldja paBHU
U TaKBe U30METPHje HA3UBAMO UHJUPEKTIHUM U30METPHjaMa, a OHe KOoje ty-
Bajy OpHjeHTAIjy paBHU HA3WBaMO gupexkinum nsomerpujama. Taxobe,
KoMIIo3uIja J o J m3oMerpuja J,J Takohe je mzomerpuja. /[lakiie, ynpaso
Cy M30MeTpHje Ipec/iMKaBarmba Koja dyBajy o0k durypa, a 300r ocodbume
(A,B) = (3(A),3(B)) cremn ja uyBajy un Besmunmy. IIpema Tome, nmamo
ciesiehy (npenusny) JgedUHUIN]Y TOLYAPHOCTH.

Hedunnumnmja 26. Heka cy &, 9’ C « durype y paBau . AkKo mocroju
uzomerpuja J 1 o« —> « paBHE « TakBa ja Baxku O = J(P), oHga Kaxkemo
na je durypa ® uogygapna durypu & un mamemo ¢ = ¢’

Huje remko nokazarm ja je pesanuja = mojyiapHoctu dpurypa jejaHa
pesaluja eKBUBajeHIuje. 300r CUMETPUIHOCTH pesaluje derrhe hemMo roo-
putu 1a cy durype mehycobro uogygapre. Hapasmno, jacno je ja cy JyKu
AB, A’ B" meljycobro nopyiapre ako u camo ako Baxu (A, B) = (A, B').

Cajta hemo BuieTH Koje CBe M30METpHje PaBHU MIOCTOje U Y KAKBUM Cy OHE
OJIHOCUMA.

Hedbunaunmuja 27. Heka je p C o mpaBa paBHU v U HEKa je MPECTUKABAIHE
S, naro na ciaeaehn maunm: axo je X € p, onga je Sp(X) = X, a unaue
je Sp(X) = X', e je X' Tauxa TaxkBa ga je p meaumjarpuca gyxu X X'y
pasuu «. Omnga ce npeciukasambe S, HazuBa ockom pegdaexcujom (ocrom
CUMETTPUFOM) PABHU (X C OCOM .

p

C ocuoMm pediiekcujoM €MO ce cycpesu joIr y ocHoBuoj mkosu. To je
jesiHa M3oMeTpHja, jep je cauka npousBo/bHe Jyxku AB taksa jyx A'B’
(A = S,(A),B" = S,(B)) aa je jeana ox mUX ,JIUK y oraefany’ Apyroj
u obparno. Ounrieano je omga na Baxu (A, B') = (A, B), na S, jecre
N30METPHUja.
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A A

[IIta ce memasa ako jBaryT npumenumo ocuy pediekcujy? Ilo nedu-
HUIMjU ce Tadke IpaBe p cjaukajy y cebe, a ako ce X ciauka y X' TakBo
na je p meaujarpuca ayxku X X', onga ce X' mopa ciukaru y X. Jlakie,
S, 08, = Id, mro 3naun na je ocHa pediiekcuja cama cebu HHBEP3, OJHOCHO
Ja je uaBosyiyja. [lo medununuju ce tauke oce p ciaukajy y cedbe, a Tadke
BaH IpaBe p ce He camKajy y cebe (ma 6u mocrojaria jy:K duja je p Meuja-
TpHca), Ia cy jejuHe GUKCHe Taduke (Tadke Koje ce CJmKajy y cebe) Taduke oce
D.

B |B’
A A

[ITro ce mpomene opujenTanuje Tute, ako je AABC MO3UTUBHO OPUjEHTH-
caH Tpoyrao, Tj. ako cy A, B, C' Tauke paBHU (v TaKBe Jia ce oJ1 TeMeHa A Ka
reMeHy B 1a 3atum Ka Temeny C' ujie y MO3UTUBHOM CMEpPY, OHJIA je TpOyrao
NA'B'C', tne cy A', B',C" pejom ciuke tadaka A, B, C' ipu ocHoj pediiek-
cuju S,, HeraTuBHO opujeHTucan Tpoyrao. IIpema Tome, ocna peduiiekcuja
Memha OpHMjeHTaINjy PaBHU, 1A je WHANPEKTHA M30MeTpHja PaBHM.

Teopema 12. Axo je T ungupexktna usomewpuja pashu o Koja uma 6ap jeg-
ny puxcny wavwky P, onga je I ocna pedaercuja S, wuja oca p C o cagporcu
Purcny waury P.

Teopema 13 (Teopema o Tpancmyranuju). Heka je p C v Upasa pashu a,
S, ocna pedaercuja u'J upoussonmna uzometipuja pashu o Axo je p' = I(p),
onga je 3o S,0 T =8,

Hedbunumnmja 28. Heka je & C o durypa pasnu a. Kaxkemo ja je npasa p
oca cumetmpuje purype ¢ ako je S,(®) = ¢. Ao durypa ® uma bap jeamy
0Cy CUMETpHje, KaykeMo Jia je OHA 0CHOCUMETLPULHA.

Craky n30MeTpujy paBHU (v MOXKEMO U3PA3UTH IIPEKO OCHUX pediiekcuja.
[ITaBurie, yBeK mX MOXKEMO 0/ladpaTu TaKo Jia UX Oy/ie HajBUIIE TPH.
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Teopema 14. Hexa je J upoussonmna usomewipuja pasnu . Taga je I =S,
3a newy upasy p C o, uau je J = S; 0 S, 3a nexe upase p,q C o, uau je
J=38,08,08, 3a nexe upase p,q,r C a.

Y pedununuju 15 yBesm cMo mojam mpamena rpasux y pasau. lIpamen
[paBUX je y JUPEKTHO] Be3W C KOMIIO3UIMjoM OocHUX peduiekcuja. Hamme,

Baxku cjejieha BayKHa TeopeMma.
¢ la s
|

Teopema 15. Hexa cy p,q,r C « upase pasnu . Onga je KoMTO3UUL)A
S, 08,08, ocna pedaexcuja arxo u camo axo upase p,q,r UPUUAGAY JegHOM
upameny. llmasuwe, waga oca We pedaekcuje (03navumo je ca §) Upuuaga
WoM TPamMery U Ko je Upasa a 0ca CUMETPUje Uapa Upasux p,r, Waga je
upasa a oca cumelwpuje U Uapa UPasux (., s.

VTBp/IMMO KOje oIl U30MeTpHUje paBHH ITOCTOje.

Hedbunnumja 29. IlpeciukaBame £ : @ — « Takso jga je £(X) = X 3a
cBaKky Tadky X € o HA3UBAMO KOUMUUJEHUUJOM.

Kounnunennuja je, y crBapu, MJIEHTHYKO Npecinkasame. Ono je Tpu-
BHjasHo msomerpuja, jep je (A, B) = (A, B) = (£(A),E(B)) 3a cBaku map
tadaka A, B. C o63upom Ha 10 113 je S,08, = Id = £, numamo penpesenrariujy
KOWHITUJICHITH]e TIPEKO MIPOU3BO/Ia JiBejy ocHUX pediiekcuja. TpuBujasso, Ko-
UHIAJIEHTTN]a je IMPeKTHA N30MeTPHja PaBHMU.

Teopema 16. Axo usomewpuja I pasnu o uma bap wpu nexoruneapme Huk-
cne wavke, onga je J = E. Axo gupexwina usdomewpuje J pasru o uma 6ap
gee pasne urcre wavwke, onga je J = &.

Hedunumnuja 30. Heka je S € o Tauka paBHEU (v U (p OPUjEHTHCAHU yTao
y Toj pasuu. IlpecimkaBame Rg, : @ — « TakBo ga je Rg,(S) = S
u Rgo(X) = X' rae je X' maksa ga Baxu SX = SX' u LXSX' = ¢
(mojyiapHu cy W MMajy MCTY OpujeHTarmjy), 3a tadke X # S, HasuBa ce
powmayujom (YeHTIPaAHOM POWAULIOM) OKO TIEHTPa S 38 OPUjEHTHCAHH YTao
©.
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Jla 6bucmo pazymesin KakKo poTaliija IIpecjnKaBa Tauke paBHU (v, 3aMUICIH-
MO JIa ©UMaMO KPYTH IIITaIl YMju jejlaH Kpaj y HeHTpy S u Koju je bukcupa,
a JIpyru Kpaj je y Tpom3BoJbHOj Tadukum X paBHU «. Portammjom mrama 3a
opujeHTHCAHU yrao ¢ jobujemo nosoxaj Tauke X' = Rg,(X).

X q

X
S p
X

Kako BusieTn poraimjy kao KOMIIO3UIH]Y JiBejy ocHux peduiekcuja’ O3na-
YUMO Ca P IPOU3BOJBbHY IIPABY PaBHU (v KOja CAJPXKU TadKy S U Ca ¢ IpaBy
paBHH (v JJ00Mjery POTAIIjOM IIPaBe P OKO HEHTPa S 3a OPUjEeHTHCANN yTrao & .
Hwuje Temko gokazaTw jla y TOM caydajy Baxkn Rg, = S;08,. [laxme, pora-
I1ja je KOMIIO3UIja OCHUX pedieKcuja duje ce oce CeKy y IMEeHTPY poTalluje
TaKo JIa je OpUjeHTHCAHU YTrao OJ OHE IIPaBe Y OJHOCY Ha KOjy ¢€ IPBO IIPpUMe-
myje peduiekcrja (akie, ¢ JecHe crpaHe cuMbojia o) Ka Jpyroj MojyaapaH
[IOJIOBUHU OpHjeHTHCAHOT yIuia poraruje. Hamomenumo ma pernpesentarinja
poramuje Rg, Kao S, o S, Huje jeAMHCTBEHA, jep IpaBe P, q MOXKEMO POTH-
pary OKO IleHTpa S 3a NMPOM3BOJBbaH yrao u jgobutu npase p', ¢ Takse Ja je
koMmosunuja Sy o S,y Takohe jeHAKA ITOJIA3HOj POTAILH]H.

Ako tauky X mpBO POTHpPAMO OKO Tadyke S 3a OPUjEHTUCAHU yTao @, a
[IOTOM OKO KCTe TadyKe 3a OPUjeHTHCAHU yrao ¢, MOTIYHO UCTY TadyKy hemo
JI0OUTH Kao Jia CMO O/iMax TadkKy X POTHPAJIN OKO Tadke S 3a OPUjeHTHCAHU
yrao ¢+1. Ounriento je Rgpe = Rsse00 = &, jep ce poranujom 3a 0° HumTa
He JerraBa, a porannjoM 3a 360° obube 1meo Kpyr oKo Tadke S, ma ce BpaTuMO
y noveTny tadky. lIpema Tome, ako ca —¢ 03HAYMMO yrao nogayJaapaH yIiy ¢
KOjU UMa CYIIPOTHY OPHUjeHTaIN]y OJ1 Ibera, oHJia je joo = Rs,—,. Honasame
yria 360° HumTa He Mema, Ia MoxkemMo pehm u ja je RE’; = Rs3600—p-
Poramnuja je nupektra nzomerpuja. To MoxkeMO BUAETH KaKo U3 jieUHAIIT]E,
TaKO U U3 penpesenTanuje S,08,, jep y PaBHU IIOCTOje caMo JIBe OPHjeHTallHje,
Ia IOIITO ce MPUMEHOM /IBe]y peduieKcrja JBaIlyT TPOMEHN OpUjeHTaluja,
cJIe/IH J1a je Ha Kpajy opujeHTalyja ucra Kao u Ha rnoverky. IllTo ce pukcnnx
Tavaka Tude, Baxku ciejiehe. Ako je ¢ jeanak HekoMm o1 yriiosa 0°, 360°, onja
je y muTamy KOMHIUJEHIja, Tj. CBe Cy Tadke (PUKCHE, & aKO HUje, OHJA je
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jemuna ukcHa Tadka MeHTap poTalyje, Tj. Tadka S.

Teopema 17. Axo gupextina udomewpuja J pasHu o uma WawHo jegny huk-
cny wawky S, onga je I = Rg,, 30 HEKU OPUJEHTIUCAHY YIG0 © PASAUMUTE
og 0°,360°.

Poranumja 3a yrao ¢, takas ja je —180° < ¢ < 180° m ¢ # (°, ciuka
npaBy p y mnpaBy p’ Koja ¢ BOM I'Pajid yrao @, 6e3 ob3upa ja Jid mupaBa p
cajlpyKu IEHTap poTalyje Wi He. 3aucra, Heka je S meHrap poranuje, N
HOJHOKje yIIpaBHe M3 Tadke S Ha 1paBoj p, P Tadka mpase p Taksa ja je
APSN = % (momymaphm yrjioBu U HMCTa opujenTanuja), () Tauka Ipase p
TakBa Jia je LNSQ = $ u R = Rg,(Q). Hoxaxumo jga je Q = Rg,(P).
Tpoyrinosu APSN, AQSN jecy nogyaaphu, jep nMajy 3ajeIHUIKY CTPAHUILY
SN u Baxku £ PNS = 90° = LQNS u L{PSN = £QSN (uuje 6burHa opu-
jenrarja). Cioenn ja je SP = SQ, a nomro je L PSQ = LAPSN+4ANSQ =
£+ % = ¢ (cax ysumamo y o63up u opujentanujy), saucra je QQ = Ry ,(P).
IIpema Tome, ciemn 1a je p' = Rg,(p) = QR, ma je yrao msmelhy mpasux
p,p’ jemnak yriuy £ PQR. U3 mpasoyrior Tpoyria ASNEQ nobujamo ja je
ANQS =90° — LNSQ = 90° — £. Ilomro je Rg,(LPQS) = LQRS, cnemn
IOy JAPHOCT THX YIJIOBa, a 300r £ PQS = ANQS = 90° — £ ciean na je
APQR = APQS + £QSR =2-(90° — £) = 180° — ¢. Tume je goka3 3aBp-
IIEeH, jep ako je jegaH ojl yryioBa usMelhy mpasux p, p’ jennak 180° — ¢, memy
HaIlOPEJIHN yTao je jeJTHaK (.

Crenumjasnu ciiyvaj IMeHTpaJiHe pPOoTalyje jecTe OHaj Y KOMe je yrao po-
raruje jeauak 180°. Tagma za rauxy X' = S(X), rue je X # S, Baxku ja
je SX' = SX u £LXSX' = 180° 7j. Baxu B(X, S, X’). Tauka S je omma
cpepurre gy X X'

X’ S X

[IpeciimkaBaibe Koje je jiehuHuCcaHO Ha C/IMYaH HAYUH JeCTe YIIPaBO OCHA
cumerpuja. Crora ce OBO IpeC/IMKABaIbe HABUBA UCHUWPAAHOM CUMETLPUJOM
u o3HavdaBa ce ca Sg (He ymorpeb/baBa ce TEPMUH TeHTpajHa pedJiekcuja,;
OH Ce KOPUCTH KaJ[ ce TOBOPH O M30MeTpHjaMa jejiHe mpase). JacHo je ja
BaXKI 5571 = Sg, jep je R§,11800 = Ress600—1800 = Rss0e- Takxobe, axo je
Ss = 8,08, oA je OpHUjeHTHCAHH Yrao OJ IIPaBe P Ka IPaBOj ¢ MOyIapaH

YLy % = 90° Tj. Bazku p L q.
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CimmaHo 10jMy oce cuMmeTpuje Heke urype, MocToju u 1ojMa MeHTpa Cr-
Metpuje dpurype.

Hedbunumnmja 31. Heka je & C a durypa pasuu o. Kazkemo ja je rauxa S
uyentap cumewpuje burype ¢ axo je Sg(P) = ¢. Axo durypa ¢ uma Hap
jelaH neHTap cuMeTpuje, OHJIA je OHa UeHUPAAHOCUMETTLPULHA.

Hedbunumuja 32. Heka je /@ BekTop y pashu . llpeciukasame T3 :
—
a — a gato ca T3(X) = X', e je X' raxsa jma je X X' = 1@, Ha3HUBa Ce

wparcaayujom 3a BekTop AB.

T

Tpancnanuja He MpecTaB/ba HAMITA JAPYTO HETO ITPABOJIMHU]CKO KPETATHE
y oapehenom cmepy. Ako je AB HeHysa BEKTOpD, OHJja TpaHC/IaIja HEMa
duKCHEX Tavyaka, a ako jecTe, OHJIa ce HUjeJHa TadKa He IoMepa, Tj. CBe
cy Ttauke durche (y nuramy je KoumHIwaeHmja). Huje Termko Bugetn na
je Kommosunuja TpaHcaanuja 3a BekTope AB, BC TpaHcianmja 3a BEKTOD
AC = AB + BC, xao Hu Jia je WHBep3 TpaHcaanuje 3a BekTop AB TpaHc-
nanuja 3a Bekrop BA = —AB. KouHmuienuja ce MOXkKe CXBATUTUH Kao
TpaHcsaluja 3a HyJ1a BeKTop, Tj. & = Tﬁ" HaxJie, Tpanciammje (3ajeHo ca

KOUHIIUJIEHII]OM) YrHe IPYILy KOja je HOJArpylia rpyie n30MeTpuja.
p q

XC X// OXI

A C B

Heka je p mpaBa koja cajipxku tatuky A u ynpasHa je Ha npaBoj AB u Heka
je q mpaBa koja cazpxku cpequmnre C' ayxxu AB u yrpasHa je Ha npaBoj AB.
Jacwo, taga je p || ¢. Huje remxo nokasaru na axu T3 = S,08,. [lakie, n
TpaHC/IAlN]y BUJIMMO Kao KOMIIO3UIU]y JBejy ocnux pediekcuja. Hapasnho,
OBO HHje jeJIMHa pelipe3eHTalja TpaHcIallje TA—B>, Tj. YMECTO IPaBUX P, q
MOKeMO TocMmarpaTu mpase p', ¢ Koje cy ynpasHe Ha AB u Hajiaze ce Ha
pacTojamy ATB, npu Yemy je cMmep o npase p Ka IpaBoj ¢ UCTH Kao CMep
BekTOpa AB.

Tpancnanuja je IupekTHa n3oMeTpuja. 10 MOXKeMO BUJIETH JIUPEKTHO U3
nedunuIMje (TOMepameM y MPABILy HEKOT BEKTOPa He Mekba Ce OPUjeHTallnja
paBHI), a MOYKEMO BUJETU U W3 UUCHUIE JIa Ce TPAHC/AIMja [PEJICTaB/ba
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Kao Kommozuiuja asejy ocuux pediiekcuja. Illto ce tude dbukcnux tavaxa,
Baxku ciegehe. Ako je AB = 0, Tj. ako je y nurarmy KOWHIIUJIEHIH]a, CBE
Tayke paBHu « cy dukche, a ako je AB # 0, onya je X' # X 3a cBaky
Taduky X paBHU «, Tj. HUjeJHA TadyKa HUje (PUKCHA.

Teopema 18. Axo gupextina uzomewpuja I pasHu o nema GurkcHUT Wawaxa,
onga je J =Tz, 1ge je AB nexu nenyaa 6exmwop pacHu .

Ucriocrasiba ce ja 1mocToju camo joIl jejaH TUIl u3oMeTpuja pasuu. Ha-
nMe, Ha OCHOBY TeopeMe 14 BHjeIm cMO KaKO M3IJIeJa]y M30METpUje paBHU
KOje Cy KOMIIO3UIIHja JIBejy OCHUX pedJIeKCrja y 3aBUCHOCTH OJf y3ajaMHOT 110~
Jiozkaja oca Tux peduiekcrja. [Ipeocraje camo jorr ciry4aj Kaj je m3oMeTpuja
paBHu KoMIo3uija Tpujy peduiekcuja. Ha ocnoBy Teopeme 15, ako cy oce
THX pediekcuja mpase jeJIHOT IpaMeHa, KOMIIO3UIIAja je TTIOHOBO pedJieKchja,
a aKo HHUCY, OHJIa je Y IUTamy cjefieha n30MeTpuja.

. . —
Hedbununuja 33. Heka je 1@ # (0 wmenysa BekTOp paBHu «. Ilpecu-
KaBarbe QE o0 — @ JIaTO ca QA—B> = Syp o TA—B> Ha3uBa ce Kaudajyhom

pedaercujom 3a BEKTOP 1@ y ojiHocy Ha npaBy AB.

Kmzajyha pediiekcuja je, Kao mTo joj camMo uMe Karke, KOMIIO3UIIU]ja
Tpancianyje (,kam3ama’) u ocHe peduercuje. [Ipu Tome, BekTop AB Mopa
outn mapajenan ocu pediekcuje. Hajuemnrhe ce y3uma onaj mpejcTaBHUK
BEKTOpa 4Hje Tadke Mpurajajy ocu pedJekcuje, duMe ce o3HakKa Kjusajyhe
pediekcnja 3HAUAJHO OJIaKIaBa (HUje HEOIXOJHO MOCEOHO O3HAYUTHU OCY U
BekTop). OBO je je/iHa MHMPEKTHA U30METPHja PaBHU, jep je KOMIO3UIH]ja
JIMPEKTHE W UHIUPEKTHE U30METPHje, T MeIba OpUjeHTallnjy paBuu. lTakobe,
kau3ajyha pediekcnja HeMa (GDUKCHUX Tavdaka.

Teopema 19. Axo ungupextina uzomewpujo J pasHu o HeMA PUKCHUT Ta-
waxa, onga je J = Gz, 1ge je AB nexu nenyaa 6exmwop pacHu .

Kon kymsajyhe pediiekcuje Tpanciamnuja u pediekcrja KOMYTUPAjy, Tj.
Huje OUTHO Jia Jin heMo IPBO M3BPINUTHU TPAHCIAINU]Y, 1A OHJa pedJieKcHjy,
nim obpuyro. Jlakie, Baxku QE =S8sp0 7T4—B> = TA—B> o Sap. Kako ce Tpanc-
Januja pasbuja Ha jBe ocHe pediiekcuje duje cy oce HopmaJsiHe Ha AB, ciean
Jia je kan3ajyha pediiekcnja KOMIIO3UIAja TPUJy OCHUX pedJieKcuja duje oce
He TIPUNa/Iajy jeJHOM IpaMeHy. 1aj MoJioXKaj IpaBuX je BeoMa creruduian
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(zBe cy mapasiesine, a rpeha je ynpasna Ha muma). Vcmocrasiba ce j1a je Kom-
o3uiiija Tpujy ocHux pedJiekcuja [uje oce He IPUIAJIAjy jeTHOM IIpaMeny
yBeK Kiu3ajyha peduiekcuja, 6e3 o03upa Ha MehycoOHU IHUXOB MOJIOXKA].
[TITo ce nunusepsa 11<Jm3ajyhe pediekcuje Tude, je JHOCTaBHO Ce BUJIH Jia je
g% = (SAB o 7;@) = ﬁj oS p = Tgz © Sap = Gz Hakie, knmnzajyha

pediekcrja Huje UHBOJIYIIN]A.

1. Tlouerna jegnaxoct S,0S, = S§,08, BaxKn ako U caMO aKO BazKH jeTHAKOCT
S,08,08, =S, Ha ocuosy teopeme 13 (Teopeme o TpamcMmyTaujn), ¢
063upom Ha 10 ja je S, = S, cremn ga je S,08,08, = Ss,(q), 12 je noTa3Ha
jeHakocT ekBuBaJieHTHa ¢ jejakomhy Ss, ) = S;. e ocne pediiexcuje cy
je/iHaKe aKo M caMO aKo Cy MM OCe HCTe, IIpeMa TOME, TOCJIe/Iba jeTHAKOCT
je exksuBasentna ca S,(q) = ¢. dokazahemo na je oBO ekBuBaseHTHO ca
p=qVp-lg

: Heka je p = ¢. IlomTo ce cBe Tauke mpase p caukajy y cebe, ciiejin
Jla ce U IpaBa p cimka y cebe, 1j. 1a je S,(p) = p. Ilomro je p = ¢, cienn

na je Sp(q) = ¢q.
p

Heka je p 1 ¢ n meka je X € ¢ npoussospHa. Ako je X € p, onma je

S,(X) = X € q. Heka X ¢ p. Tana je S,(X) = X' u p je meaujarpuca
ayxu X X', Hakne, p L XX'. Takohe, p L gu X € ¢, na cieau na ce mnpase
X X' u g noknamajy. Camum tum, X' € ¢. Ilpema Tome, S,(q) C g. Iomrro
je S, muBomynuja, ciaean ga je ¢ C S,(q), ma je Sp(q) = q.
: Heka je S,(¢) = ¢ u p # q. Iomro je p # ¢, onga nocroju Tatka X
Koja npumaia ¢ u ve npuajaa p. Heka je S,(X) = X'. Tazna je p meaujarpuca
ayxu X X', najep L XX'. Taxobe, us S,(¢) = ¢ cienn ja X' € ¢, ma cy
upase ¢ u X X' ucre. [akie, ciequ ja je p L q.

Hanomena 12. IIperxomnm 3ajatak HaM roBOPH Jia JiBe ocHe pediiekcuje
KOMYTHPAajy aKO U caMO aKO Cy UM OCe HJICHTUIHE WU MelycoOHO HOpMAJTHE.
Kako je (§;08,) ™' = S, oS, = 8,08, 3akmyuyjemo 1a ase ocre pedirek-
cuje KOMyTHPajy akO U CaMO akKO je HhUXOBa KOMIo3uiiuja uuposyruja. O
JINPEKTHUX U30METPUja, WHBOJIYIHMje CYy CaMO KOWHIUJIEHINja U IeHTPaJIHA
cuMeTpHja, a oHe ce J00ujajy yIpaBo y ciaydajeBuMa p = q u p L q pesom.

2. : Heka cy p, ¢, r nmpase jejnor npamena. Tajia je, Ha OCHOBY TeopeMe
15, npeciukasame S,085,08, ocna pediekcuja. lakie, S,05,0S, = S,. Ocna
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peduiekcnja je nnpoaymmja, na je S; ' = S Kakoje Syt = (S, 08,0 Sp)_1 =

35103;105;1 = §,08,08,, cinenu Ja Baxku jeanakoct §,05,08, = 5,085,085,
s Heka je §p 085,08, =S,085,08,. Oznaunmo J = S, 05,08,. Tana
jed 1 =8,08,08 =8.08,08, =7, 1j. T je unsonynuja. Taxobe,
J je uHJIUPEKTHA U30METPHja, Ia He MoxKe OuTh Kimsajyha peduiekcuja, jep
kin3ajyha pediekcuja nuje nnsosynuja. [Ipema Tome, J je ocua pediiekcuja,
Tj. §; 08, 0§, je ocna pedraexcuja. Ha ocHoBy Teopeme 15 cienu s1a mpase
D, q, T TPUIAJA]Y jeJIHOM IIpaMeny, IMTOo je U Tpedbaso JIOKa3aTH.

Heka je a mpaBa koja je HopmasHa Ha mpaBoj AB y tauku A, a Heka
je b mpaBa Koja je nopmaJjHa Ha npao] AB y tauku B. Tama je S4 =
Sap 08, = 8,084 1S = 8s08, = Sy 084p. Hakie, SpoS, 084 =
Sap08085,085,084p 1 S408,05 = S4p0S5,085,085,085,45. IIpema Tome,
jemnakocT SpoS,084 = S408,0S8p BaxK® aKO U caMO aKO BaXK! jeJHAKOCT
Sap08,08,08,0845 =8Sa08,08,08,084p, IITO BaXKN ako U CaMo
ako Baxkn S, 05,08, = S, 08,0S,. Ha ocHOBY 2. 3a/1aTKa, OBO BaXK! aKo U
caMo ako mpase a,p, b upunauajy jeanom mpameny. Ilomro cy a,b ynpashe
Ha 1paBoj AB, ciieaun jia Taj npaMeH jeJuHO MOXKe OUTH IIpaMeH IapaJieIHuX

npasux, Tj. jga je p || a || b, a nomro je a L AB, 0BO je €eKBUBAJEHTHO ca
AB 1 p.

4. Heka cy upase p, ¢ jeauue oce cumerpuje burype . Taga je S,(P) = ®
n S;(P) = &. Taxobe, npasa S,(q) je oca cumerpuje durype @, jep je
Ss,)(P) = Sp 085, 08,(P) = ®. Ilomro Hema Jpyrux oca CHMETPHjE ceM
IPaBUX D, ¢, cieau 1a je S,(q) = p wn S,(q) = ¢. Ilpsa jennakocr ne Moxe
Jla BaKu, jep 6u Taga 6uno ¢ = S,(p) = p, a upase p, ¢ ce paziukyjy. lakie,
S,(q) = q. Ha ocuoBy npsor 3ajarka cienu ja je p = ¢ wim p L g. Ilomrro
Huje p = q, caean jga je p L g. Heka je O mpeceuna Tadyka mpaBux p, (.
Tama je So(P) = S, 0S,(P) = ¥, na crenn ga je tauka O 1eHTap CUMeTpHje
durype @. laxie, purypa P je menrpaasnocumMeTpudIHa.

5.
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A

Heka je O menrap kpyra u HeKa Cy P, ¢, T PEJIOM MeJujaTpuce CTPaHUIA
AB,BC,CD. Kako je O jennako yjajbeHa OJ] CBHX TeMeHa IeToyria (jep
TeMeHa eToyrjia Hpuiaiajy Kpyry ¢ mnearpom O), ciaeau ga O upunaja
MeJIjaTpucamMa p, q,r, ma cy TO IpaBe jeaHor mpamena. Takobhe, Kako je
g L BCwu BC || DE, cnequ na je ¢ L DE, a nomro je OD = OF u O € g,
cnequ na je g megmjarpuca u crpanute DFE. Crwano, kako je r L CD n
CD || FA, cienm na je r L EFA, a nomro je OF = OA, ciaenu na je r
Mejjarpuca u crpanuie FA.

[Tocmarpajmo msomerpujy J =S, 085,08,08, 0S,. Baxku na je

JD) = S.085,085,08,08,(D)
= S,085,085,08,(E)
= S, 08,085,(4)
= §,08,/B)=S,(C)=D.

Takole, mormro p,q,r npunamajy jeIHOM IpaMeHy, Ha OCHOBY 2. 3aJiaTKa
caenn Jga je S,085, 085, =8,08, 08, majed=38085,05,085,085, =S,
na je D =3(D) = S,(D). Onasae crenu ga D € p.

6. D C

N

A M B

Baxu Rpgepe(A) = B u Rpeoe(B) = C. [lakme, poramujom oko D
3a 60° ce nyxx AB cmuka y ayxk BC. Ilomro je BM + BN = AB, Tj.
AB — AM + BM = AB, cnequ jga je AM = BN. Heka je M' = Rp g0 (M).
Cuenu g Baxku AM = BM’, na cniequ BN = BM'. Tauke N, M’ cy usmely
radaka B,C u Ha ucroj pacrojamy o B, ma ciuenu jga je M’ = N, 1j. na je
Rpeoe (M) = N. Onasae crenu ga je tpoyrao ADMN jenmHakocTpanuya,
jepje DM = DN u LMDN = 60°.
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7. Ako je A= B, onga je RanoRps = Raas+s, ako je a+ 3 ¢ {0°,£360°},
onHOCHO R4 0 Rpp = &, ako je a + [ € {0°,£360°}. IIpernocrasumo ga
je A # B.

Heka je p npaBa Koja caJip:ku TadkKy [ TakBa Jia je OpUJEHTUCAHU Yyrao
on p ka AB jemmak g U HeKa je ¢ mpaBa Koja caJpKu Tadky A Takpa Ja
je opujerucanu yrao on AB ka ¢ jennak 5. Tama je Raq = S, 08ap n
Rpp = Sapo Sy, ma je RagoRpp = S;08apoSapo S, = 5,08, ¥

3aBUHOCTH O] YIJIOBa (v, [3, paBe p,q MOTY OUTH IMapaJiesiHe uin ce cehum y

HEKOj TavIKU.
q p q p

[
[

@
2

A A g

Axo cy yrioBu «,  ucre opujeHtanuje, oujia je p || ¢ ako u camo ako je
%+§ = +180°, Tj. ako u camo ako je o+ [ = +360°, a ako cy «, 8 cynporHe

opujeHTaImje, oHjA je p || ¢ ako u camo axo je 5 = —g, Tj. aKO U CaMO aKo
jea+p=0.
Axoje a+f € {0,4360°}, onna je RaaoRps = T,z¢, e je C nopnoxje
ylpaBHe u3 B Ha mpaBoj q.
p q

[Nisy

%
/!

Axo je a+ 8 ¢ {0,£360°}, onga ce p,q cexy y Hekoj tauku C'. Opujen-
tucann yrao £(p,q) o p Ka ¢ MOXKEMO BUJIETH OMJIO KaO CIOJHAIEbU yrao
ko7 TeMeHa Tpoyria AABC, 6mwio Kao yHyTpallmbl yrao KOj TOT TeMeHa
(mpu wemy cy OHM, HApaBHO, CyHpoTHe opujeHTarmje). Ako cy a, [ ucre
opujeHTallnje, OHJIA je U CIOJballlibi yrao Koj TeMena (' ncre opujeHTaryje
Kao OBU YIJIOBH, 114 je jeJIHaK 30UPY YHYTPAIbUX HECYCeTHUX, Tj. jeJHAK je
£L(p,q) = # Axo cy «a, 8 cynpoTHe opujenTanuje, OHAa je jemaH Ol IhuX
cnoJpartmku yrao Tpoyria AABC, nia je OH 110 BPEIHOCTH jeIHaK 30Upy OHOT
JIpyror u yHyTparmer yria koj temena C. Vmajyhu y Bugy opujenrariujy,

a06ujanio g je § = £(p.q) — 5, maje uy ovon cayuajy £(p.q) = %5

2
ITpema Tome, Raq © Rps = Reats:

Hanomena 13. 3 nperxojHor 3a/iaTka MOXKEMO 3aKJ/bYIUTH @ KOMITO3U-
11ja JiBejy poTralyja MoyKe OUTH OMJIO KOja JIMPEKTHA M30MeTpHuja PaBHU, Tj.
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MOKe OUTH WM KOUHIUJCHIINja, WK POTalldja, Win TpaHcianmja. Ako je
36up yriosa poraruja 0° min +360°, onjga je KOMIO3UIMja TUX pOTalluja
KOWHITUJIEHITN]a, aKO Cy IEHTPHU poTalija nCTa Tadka, OJHOCHO TPaHCJIAIN]ja,
aKO Cy IEHTPH Pa3JIMIuTe Tadke. Y OCTaJuM CJIydajeBUMa, KOMIIO3UIIN]a
poTalyja je poraruja 3a 30up yrjioBa.

8. a) B

IIpuverumo na je Ragpee(D) = B u Raeoe(C) = F. Ilpema Tome,
Ragsoe(DC) = BF, mro 3naun na je DC' = BF, kao u ga je yrao usmely
mux 60° (ceTuMmo ce ja je yrao m3mely mpaBe U ieHe CJIMKE TIPU POTAIjU
3a yrao ¢ jenHak ymnpaso ¢). Jlakie, oBe JiBe JyKu ce CeKy y HEKOj TadKu
T. Tpeba nokazatu ga cy tauke A, T, F xommneapue. [lomro cy C,T, D
KOJIMHeapHe, J0BOJBHO je jokazaru ja je LATD = LETC, jep he Tama to
OUTH yHaKPCHU yIJIOBH, TIa he cireautn KosmaeapHocT Tadaka A, T, F.

36or porammje Baxku £ DTB = 60°, ma je LBTC = 120°. Taxobe,
ADAB = 60°, ma cieqin ja cy £ DT B u £ DAB nepudepujckn yriioBu HaJl
DB, 1j. na je werBopoyrao DBT A terusan. Omasue cieau na je LATD =
£LABD = 60°. Tlopesx tora, { BEC = 60°, na je A BTC+ £BEC = 180°, na
je m werBopoyrao BECT reruBan. Oname cieqn ja je L ETC = AEBC =
60°. Haxme, LATD = LETC, na ciean jja ¢y TO yHAKPCHU YTJIOBH, 14 CY
A, T, F xonnaeapHe.

Ocraje jomr ma ce gokazxe ga je AF = BF = C'D. Beh cmo nobuwm BF =
CD, na ocraje ja ce jokaxe jia je, anp, AE = BF. Melytuwm, To jobujamo
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Ha CJIMYaH HA4YUH Kao U uperxofna jeamakoct. [lomro je Regpe (F)) = A u
Reeoe (B) = E, crenn na je Regoe (FB) = AE, na cy u Te JQyXKu jejHaxe,
IITO je U Tpedaso JJOKa3aTH.

6)

[Tocmarpajmo msomerpujy J = Rog 1200 © Ro, 1200 © Ro,,1200- Ha ocnosy
naromene 13, KoMIo3uipja poraruja MozKe OuTH OMI0 Koja JIMPEKTHA U30-
MeTpHja, & BeH THUII 3aBUCH O] Tora Jia JIU ce IIEeHTPHU poTalfja MOKJalajy u
Ja g je 30up yrioa porarmje Heku ox yriaosa {0°, +£360°}. Ilpema Tome,
nomto je 120°4-120° = 240°, komnosunuja poranuja Ro, 1200 ©Ro, 1200 je po-
taruja 3a 240°, a momro je 240° 4 120° = 360°, caeau ja je J KOUHIIMICHIT]a
wi tpanciaanuja. Mehyrum, momro je

j<C) = Rog,moo o Rol,moo o R02,120°<C)
Ros,1200 © Roy 1200 (B)
= Ros1200(A) = C,

caeu Jla m3oMeTrpuja J uMa (PUKCHY TadKy, I1a He MOyKe OUTH TPaHCIAIN]a.
Haxne, J = &. To snaun na je Ro, 1200 © Ro,,1200 = Rg;lzoo = Ro,2400- Ha
OCHOBY pelema 7. 3ajJaTka, KaJ je KOMIO3UIIja poTaluja, Iuju ¢y HeHTpH
pasmanTe Tavdke, poTallnja, OH/IA je IeH IeHTap y MPeceKy IpaBux p, ¢ Koje
rpajie ojropapajyhe yriose ¢ mpaBoM Koja CaJIpKU IEHTPE MOYETHUX POTa-
nmuja. Jlakse, ako je p mpaBa Koja cajpxku Tadky (o U Tpajii OPUjeHTHCAHT
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o . .
yrao 2% = 60° ¢ npasom 0105 1 aKo je ¢ mpaBa Koja cajip:Ku Tauky O TaKsa

2
na mpaBa 0105 Tpajin OPUjEHTUCAHNT YTao % = 60°, meHTap KOMIIO3UITHjE
oBUX poramnuja, Tj. Tadka (O3 mpumnaja npaBuMma p, q, na je £030,07 = 60°
u £0,0,03 = 60°. Hakie, rpoyrao AO10503 uma asa yria oz 60°, mna je

OH jeJIHAKOCTPAHUYHU TPOYTAO0, IITO je U TPEOAJIO JIOKA3ATH.

Hedunannmja 34. Tauka T' u3 npeTxo/Hor 3a/aTKa Ha3uBa ce Topuvesujesa
wawka. Tpoyrao ANO10503 nazusa ce Hatioaeonos wpoyiao.

Sa

Heka je = "Rc«ccp © Raupac © Rp«cpp - Buanmo na je J qupekrna
U30MeTpHja, jep je KOMIO3UIMja TPUjy AUPEKTHUX m3omeTpuja. Jla dmemo
JoKazasn Ja je J = Sp,, nokaxumo jia je P, dukcna tauka nsomerpuje J u
na je J poramnuja 3a 180°. IlomTo je

J(P,) = ReucreoRaspaco Rpicpp (Fa)

Rescres © Raspac(Ra)
= Reovce(Qa) = Pa,

ciaean ja je P, dukcna taduka. /[laksie, J nuje Tpamncianuja, 1ma je KOUHITH-
JIeHnja uin poranuja oko tadke P,. Ha ocnoBy mamomene 13 cienn 1a je
KOMITO3UIIMja POTAIMja KOMHITMICHIIN]a WJIK TPAHCIAIja aKo je 30up yryioBa
poraruje neku oj yriosa 0°,+360°, a unade je poraruja 3a 30uUp yryiosa
poraruje. [Ipema Tome, 10BOJBHO je caMo Jia cabepeMo OpHUjeHTHCAHE YTJIOBE
poTalyja qrja je KOMIO3UIHja J.

Osnaunvo o« = LABAC, 8 = LCBA,y = LACB (Muciu ce Ha OpUjeH-
tucane yriose). Ilomro cy (opujentucann) yrinosun £CBA u £C BB’ namno-
peJiHI ¥ CynpoTHO opujeHTHcanu, ciean ja je LCBA + (—£CBB') = 180°,
1j. naje LCBB = LCBA—-180° = §—180°. Cauuno, nomito cy (opujeHTH-
carn) yriosu £ ACB u £C'C'B HanopeiHu U CyIpOTHO OPUjeHTUCAHH, CJIeJIN
naje LACB+(—£C'CB) = 180°, na je LC'CB = LACB—180° = v—180°.
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[Ipema Towme,

L£C'CB+ £BAC + £CBB" = ~—180°+ a+ 8 — 180°
a+ B+ —360°
a+ B+
(momaBame win opysumame 360° He Mema numTa). OpHjeHTHCAHH yTIIOBH

«, 3,7 cy ucre opujenTtarmje, ma je « + [+ v = 180°. [lakse, coean ma je
LC'CB+ ABAC + £CBB' = 180°, ma je J= ’R,pa,lgoo = Spa.

10.
C

t
Heka je J = G5 o Ggp © G4 Vsomerpuja J je MHMPEKTHA KAO KOMIIO-
3UIMja TPUjy WHJUPEKTHUX n30MeTpuja. Baxku

J(A) = Gzz0G520G3(4)

= Gz10G52(B)

1j. A je durcHa Tauka nzomerpuje J. Cienn 1a je J ocHa pedprekcuja, duja
oca caspxku Tadky A. [lorpebmo je mokazaru j1a je Ta 0oca TAHTEHTA OMUCAHOT
kpyra Tpoyriia AABC y tauku A.

Kaxo je Gy = Tip 0 San = Sap © Ty G5 = Tae © Spe = Spo Tz
u G = T3 08ca = Sca o T, cneu aa je

J = ScaoTgzoTgeoSpeoSapo Ty
= ScaoTg30Rpacasc © 739;/%

Ha ocnoBy Teopeme o TpancmyTarnmju, ciaegan jga je J = Sga 0 Rfrﬂ( B),24ABC»
omHOCHO J = Sca0Ra244pc- AKO je t mpaBa Koja caJap:ku Tauky A Taksa ma
je £(t, AC') = LABC (opwujenrtucanu yriosu), ouja je J = Sca 0 Sac 0 S =
S;. Mebyrum, kako je t upasa koja ¢ rerusom AC onumcaHor Kpyra TpoyrJia
ANABC rpamu yrao koju je nojgymapan nepudepujckom yrioy £ ABC nag
TOM TETHBOM, CJIEJIU Jia je IpaBa t TaHIeHTa TOI Kpyra y Tadyku A, mro je u
TpedaJio JToKa3aTH.
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11. Heka je J = gm o QC—D> o g@ o QE. JlonaBame KouHIuIeHnuje &£
(MJIEHTHYKOr TIPeCc/INKaBamba) y KOMIO3UIN]Y HE MEHa HheHy BPEJIHOCT, Ma je
I=0Gp3°9zp°€°Ype 095 = 951 °Yep © Yac © Yai © Ipe © Yap-
=
D
C

t
Heka je ABCD teruBan 1eTBOpoyrao, k mHmeroB ONUCAHU KPYT U ¢ TaH-
renta na kpyry k y tauku A. Kpyr k je onucanu xpyr tpoyria AABC, na
je, Ha OCHOBY ITPETXOJIHOI 33/1aTKa, ga o g@ 0 G413 = S;. Taxobe, kpyr k
je ommcanu kpyr u tpoyria AACD, 1a je, Ha OCHOBY IPETXOHOT 33/1aTKa,
gm o QC—D> o QE =§;. Ilpema Tome, J =85, 085, = €£.
3

Heka je J = &, meka cy k, [ pemom onmcann kpyrosu tpoyriosa AABC,
AACD u Hexa cy p, q Tanrente Ha k, [ pegom y Tatdkun A. Oba Kpyra cajipke
rauke A, C, ma cjieau Ja ce HUXOBU LEHTPH HaJIa3e Ha MEeIUjaTpPUCH JIy2KU
AC. Ha ocnosy nperxojnor 3ajiatka umamo Jia je Gz 0 Gpr oG =S, u
G540Gz30G 50 = Sg. Tlomo je £ =T = §,08,, ciemm jaje Sy = 31;1 =S,
ma je p = ¢, Tj. TaHTeHTe p,q ce noksamnajy. Cremu ga ce MeHTPH OBUX
KpyroBa HaJjiaze Ha IpaBOj n Koja je HOpMasiHa Ha p (Tj. ¢) y Tadkn A.
Memmjarpuca ayxu AC un npasa n ce pas3iaukyjy, jep A npunasa mpasoj n,
a He npunasa meaujarpucu ayxku AC. Kako mocroju tadka Koja uM obema
npunaja (1errap Hekor oj Kpyrosa k, [, e jBe npase ce ceky. Mehyrum, n
IeHTap JAPYror Kpyra npumajajy obeMa mpaBuMa, ma CJIe/In Ja ce TH MeHTPU
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MOKJIAIIa]y, jep IOCTOjU caMo jeJlHa IpecevHa Tadka JiBejy mnpasux. [Ipema
TOMe, KpyroBu k, [ mmajy ucTu meHtap u oba cajpxke Tadky A, ma ce u OHU
nokstanajy. Crean ma je gerBopoyrao ABC' D termBaH.

12.

Awnanuza. Heka je p mpaBa Koja ncmymaBa yCIoBe 3a/aTKa, Tj. IpaBa Koja
caJipxKi TauKy A u ojicena mojiyJapHe Jy’KH Ha JaTHM Kpyrosuma k, [.

Kpyrosu k, [ cy nim ucroBetHu, uin ce ceky y jasema Tadkama A, B nim
ce noaupyjy y taukn A. AkKo cy mcroBeTHH, cBaka mpaBa Kpo3 A, ocum
TaHIeHTe, OJcella Ha KpyroBuMma k,l mojymapue JayKu (ojcera UCTy IyxK).
Axko ce cexy y jBema tadkama A, B, npaBa AB TpuBHjaIHO OjiceIa oLy IapHe
JIyKu Ha KpyroBuMa k, [ (ofcena iy AB), na ¢ p 03HA4UMO [paBy Koja Hiije
AB.

Heka cy C, D penom mnipecedre Tadke mpase p U Kpyrosa k, [ pazamdanre
on tauke A. Tana je AC = AD. Tauke C, D ce pasnukyjy, jep 6u unade
6usie ucroBeTHe ¢ TaukoM B, 1ma 6u npasa p 6uia npaa AB. Ilpema Towme,
A je cpenumre gyxxu C' D, mrro 3Haun ja je S4(C) = D. Tlocmarpajmo Kpyr
k' = Sa(k). Homro C € k, cieqn na D = S4(C) € k', na je D upeceana
Tauka Kpyrosa k', [ pasmumaura o tauke A. [Ipasa p je ucroBerna ¢ npaBom

AD.

Koncrpykimja. Ako ce kpyroeu k,l mokjarajy, KOHCTPYUIITIMO Ma, KOjy
mpaBy p Kpo3 A Koja HHje TaHTeHTa.
Axo ce kpyrosu k, [ cexy y Ttaukama A, B, KoHCTpyHummMo paBy AB.
Koncrpyurmmmo kpyr k' = Sy (k) u o3naunmo ca D mpecedny Taduky Kpy-
rosa k', [ pazmmaury ox tauke A. Koncrpyumumo npasy p = AD.

Hoxkaz. Ako ce kpyrosu k,[ 1moksamnajy, KOHCTpyHCaHa IIpaBa OJICela Ha
JIATUM KPYTOBHMA UCTY JIy2K (jep ce KPYroBU IMOKJIATA]y ).

Axko ce kpyrosu k, [ cexy y Taukama A, B, npasa AB ojcena nyxx AB un
Ha KPYyry k U Ha KPyry [, Ia OYUIJIE/IHO OJICEIa MOLYIapHe JTyKH.

Heka je C mpeceuna Tavka mpaBe p u Kpyra k, pazamdaura oj Tadke A.
Tpeba mokazaru ga je AC' = AD. Tauka Sa(D) npunaga npasoj AD (Tj.
npaBoj p) u npunajga kpyry k (jep je IIK k' = Sa(k), na je Sa(k') = k).
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[Tommro je D pazmuuura ox A, onja je u Sy(D) pasiuaura ox A, na cienn
na je Sa(D) = C. Omasne ounrseqno ciaenn ga je AC = AD, na npasa p
oJicena TojIy/lapHe Jy»Ku Ha KpyroBuma k, [.

Huckycuja. Axo ce kpyrosu k, [ mok/arajy, mocroju 6eCKOHATHO MHOTO pe-
IIemba.

Axo ce xkpyroeu k,l cexy y taukama A, B, ouga je npaBa AB jeaHo o
permerba.

Axko ce kpyrosu k',l nokmamajy (mro ce jerraBa Kaj cy k,l ucror mo-
JIYIIDEUHUKA U JIOJIUPYjy Ce Crojba y Tadku A), mocToju GECKOHATHO MHOIO
pererba (3a Tadky DD MOXKEMO y3eTH Ma KOjy TauKy Kpyra k' pasjmaury o
A). Ako ce kpyrosu k', ceky y nBema Tadkama, IMOCTOjU jeJMHCTBEHA TIPABA
p = AD), ma uMamo jOIIl jeJTHO PeIlerbe.

[Ipema Tome, 3akspydak je ciaegehu. Ako ce kpyrosu k,l ceky y jBema
TadkaMa, OCToje JBa periema. AKo ce Kpyrosu k,l noaupyjy y tadkum A,
pellierbe TIOCTOjU aKO U CaMO aKo Cy KPYIoBHU k, [ MCTUX MOJIyIIpeYHrKa (Taja
ce JIOJIMPY]y CIOJba) U UMa MX OeCKOHaIHO MHOrO. AKO ce Kpyrosu k[ 1o-
KJIAIajy, MOCTOju OECKOHAYHO MHOT'O PEIeHbha.

6 Crepeomerpuja

Y 0BOj 0bacTH O WHTEpeca HaM je eyKJNJCKa FeOMeTpHhja y IPOCTODPY.
Hanomennmo nedunnmmje n TBphema kKoja 06aBe3HO MOpaMO UMaTH Ha yMY
IIpe HEro IMITO MOYHEMO Jia PelaBaMo 3a/1aTKe.

Hednannmja 35. Heka je m paBan u p npaBa Koja Hpojupe TY paBaH.
Kazkemo 11a je mpasa p yupasra (HOpMasna, opliotonasna) Ha pasHA 7 (1
obparno), y o3uanu p L m um L p, ako je ynpaBHa Ha CBAKOj IIPABOj ¢ PABHU
7 KOja CaJIp2KM MPOJIOPHY TAYKy PABHU T U HIPABE p.

YeioB u3 reduHUNMje OOUMTHO HIje MTOTOIAaH 3a IPOBepPy. 3aT0 KOPUCTUMO
cnenehy Teopemy.

Teopema 20 (Komwm). Heka je m pasan u p Upasa koja upogupe Wy pasaH.
Axo je upasa p yupasha Ha geema Pa3HUM TUPABUMA PAGHU T KOjJe CAgPIHCE
UPogopHy WaAYKY PAGHYU T U TUpase P, OHGG je Upasa P YUpasHa Ha PAGHU T.

Teopema 21. Hexa je A wauka u m pasar. Taga Tocwoju jeguHctieena
upasa n Koja cagpocu wWawky A u yupasna je ma pasnu T.

Teopema 22. Hexa je A wauka u p upasa. Taga Gocwoju jequHctieena
pasar T KOja cagpotcu Wavwky A u yupasHa je Ha Upasoj p.
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Teopema 23 (O rtpuma nopmasiama). Ako je Upasa p nopmana u3 Wauke
O mna pasnu 7 u upogupe je y wauku P, a () wognoocie nopmane us P na
upasoj q C m, waga je OQ 1L q.

Hedbunumnuja 36. /[uegapcra tospw Zapl jecte yHHWja MOJSyPaBHU pa 1
pf ca 3ajegnnakuM pyoom p. OBe mojypaBHH HA3UBAMO UHOCHUMA WA
CWParama Te JIUeJIapCKe MOBPIIN, & IPaBy P HEHOM UBUUOM.

Kao mrro yraona jmmnuja pasiiake paBal Kojoj IpHIlajia Ha JiBe 00JIacTH,
TaKO W JIHeJIapcKa MOBPII pasJjazke IPOCTOP Ha JiBe 00JacTH. YHUJY JTue-
JTapCKe TOBPIIN 1 HeKe O THX 00/IacTH HA3UBAMO uegpoM U O3HAYABAMO Ta
ca Lapf. Jeman on jauenapa je yBeK KOHBEKCAH (IPEJICTaB/ba IPECEK JIBAJY
[OJIYIIPOCTOPA YUju Cy PyOOBHM pPaBHU KOje CajpiKe IJBOCHH JIME/IaPCKe 10~
BpIIN).

Teopema 24. Hexa je Zapf guegapcka Gospws u HeKa CY 7Y1,Y2 PAGHU Koje
cY YyupasHe na USUUY p We guegapcre Tospwu. Taga We pasHu cexy guegap-
cky wospuw, o yiaonum aunujama ZayOrby, LasOsbe Wwareum ga cy yirosu
£La101by, £a305by mehycobno wogygaph.

Hedbunumnuja 37. Cpakn o7 yrjioBa U3 IMPETXO/IHE TeOpeMe HA3UBA C& Ha-
TUOHUM YTAOM JTACIIPA.

Huje Temko npumerntu ga cy jasa juejapa MehycoOHO IojygapHa ako u
CaMoO aKO Cy TAKBU UM ILUXOBHU HATMOHU YIJIOBH.

Hedbunumnuja 38. Heka je Lapf muemap. [lomypasan py ¢ pybom p, Koja
npunaja jgueapy Lapf m jenn ra Ha JaBa MelycoOHO TOJyTapHa Jirepa
Lapy, £ypf, Ha3UBA Ce CUMETTPANHOM TOAYPacsHY nueapa £Lapf.

Teopema 25. Hexa je Lapf guegap. Taga je cumepanna GoAYPaGaH guegpa
Lapf cxyu ceux wavaxa X upocwopa Koje upuuagajy guegpy Lapf wakee
ga je XY = X7, 1ge je Y wognooicje yupasre uz X na wosypasnu po, a Z
uognooicje yupasne u3 X na wosypasnu p.

Jlaxkje, cuMmeTpaJsiHa MMoJIypaBaH JIfeIpa je YOIIITemhe OUCeKTPHICe yIvia.
Hedbunannmja 39. /luenap je upas ako je meroB HaruOHU yrao IMpas.
Cimane neduHATIA]e UMaMO 3a OIITap W TYI JHeap.

Hedunnimja 40. Pasuu «, 5 cy meljycobuo yupashe (nopmanne, optaotonantie),
y o3Haiu « 1 3, ako caJipzKe IJBOCHH MPABOT JIUEPA.

Teopema 26. Hexa je o pasan u p upasa yupasra wa pasnu «. Taga je
ceaKa pasan 3, Koja cagpoicu Upasy p, Yupasha Ha PAGHU (.
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Hedbunumnmja 41. Heka cy Sa, Sb, Sc Tpu nosyinpase y mpocTopy ca 3a-
jeTHUIKUM TeMeHOM S Koje He npunajiajy mncroj pasuu. Tajga ckyn £LaSb U
AbSc U £LcSa nazuBamo wipuegpom. Tauky S HasmBamo wemeHom TOT TPHU-
enpa, nosynpase Sa, Sb, Sc meroBum usuuyama, a yriaose £aSb, £bSc, £cSa
BEroBuUM cwWpaHama.

S

Hedbunumnmja 42. Ilpase p,q HazuBaMo MuMouAG3HUM TTPABUMA aKO He
MIOCTOjU PaBaH KOja UX CaJIPIKU.

Teopema 27. Hexa cy p,q mumounradne upase. Taga Gocwoju jequnctiicena
upasa n Koja je yupasHa U Ha TPasoj p U Ha TPasoj q.

Mumounjiazse 1pase HeMajy 3ajeJIHNIHAX Tadaka, I1a cTora yuiom usmehy
MUMOUJIA3HUX [IPABUX P,  CMaTpaMo yrao usmMely OWI0 KOjuX JBejy IpaBuX
7, ¢’ xoje ce ceky, TakBux Ja je p' || pu ¢’ || q. Ilpema Tome, MoxKeMO U3BECTH
cnenehn 3ak/pydaK.

Teopema 28. Axo je upasa n yupasha Ha pasHy T, OHGA je OHG YUPABHA Ha
€6a%K0] Upaso] We PasHU.

Teopema 29. Axo je upasa n yupasna Ha geema HEUAPANEAHUM TPAEUMG
pasHu T, OHga je Upasa n YuUpasHa Ha PasHY T.

Bamcra, ako je mpasa n yInpaBHa Ha JBeMa HENapaJIeHAM IpaBUMa P, g
paBHU T, Taja je oHa yupaBHa Ha mnpasuma p’, ¢ paBHu T Koje cajprKe IIpo-
JIOPHY Ta4Ky IIpaBe 1 U PaBHU 7 1 HapaJIesIHe Cy IIPABUMA, P, ¢, a HOIITO IIPaBe
P, ¢ HECY TapaJiesiHe, OHJla cy npase p', ¢ paziumamre, 1a TBpheme ciiegm Ha
ocnosy Kommjese Teopeme.

1. a)

158



[IpaBe AB; nu BC} cy mumounsiasne, 1a je yrao u3Mely mbUX jeHAK YLy
usmehy npasux AB; u AD;. Tpoyrao AAB;D; je jeanakocTpaHu4HHU, jep
cy merose usuie MelycobHO mojymapHe (CBe TpH Cy HOJyapHe JIHjaroHaim
crpaHe Korke), na je £ By AD; = 60°.

6)

Jenyje na je mpasa C'D; ynpasna na pasun AB,C;D. 3awncra, mpasa
C'D; je yupasua Ha npasoj C1D (mujaronase ksajapara CCy1D1 D), a npasa
B, je ynpasua na pasuu C'C7 D, D, na je yupasua na upasoj C'D;. [lakie,
CDy L CiDuCD; L BCy, naje CDy L AB;C1D. Onapne cienu 1a je
ACD; L AB,C\D, jep paBan ACD; caapxu upaBy C'D; koja je yrnpaBHa
Ha pasaun AB{C1D.

W3 nokasa mpeTxoIHor JieJia OBOI 3aaTKa cieau Ja je npasa C' Dy yupas-
Ha Ha paBan AB,CD, na je ynpasna Ha npasoj AC,. Hakne, ACy L CD;.
Taxobe, mpaBa By D, je ynpasua #a pasau ACC1A;. 3aucra, B1D; L AC}
(mujaronase kBajpara Ay B1C1Dy), a nomro je CCy L Ay B1Cy Dy, cienn na
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je CC7 L ByD;. Hakiue, BiDy 1L ACC1A;, na ciean na je AC; L BiDs.

[Ipema Tome, uz AC, L. CDy u AC, L B1 Dy ciienn na je AC, 1L B1CD;.
Osznaunmo mpogopuy tadky npase AC, u pasau B;C'D; ca S. Tpoyrao
AACD; je mpaBoyryi ¢ IpaBuM yIvioM Koji TeMeHa Dy, jep je mpasa C7D;
yupaeHa Ha paBan AA; DD, na je ynpasua u Ha npasoj AD;. Ilpasa DS
npurnajga pasan B1C' Dy, na ciaeqn jga je ACy L DS, 1j. na je DS Bucuna
upasoyryior Tpoyria AAC;Dy. Tpoyrimosu AASDy u ADSCY cy ciamann
AS _ SDi _ ADL Ao e a

(jep mMajy momyjapHe yriaoBe), ma CJIeIu Ja je s = 56 = Do

uBHIlA KOIKe, oua je AD; = av/2u D1C = a, na je % = g—gi = “Tﬂ =2.

Cﬂeﬂﬂﬂaje%:g—fg~g—%:\/§~\/§:2,Tj. AS:SCy=2:1, mmo je n

TpedaJIo JTI0Ka3aTH.

2. S

Heka je Sabc tpuemap. Tpeba mokazaru ja je £aSbhb+ £bSc > LaSc.
Axo je £bSc > ALaSc HejeqHAKOCT je TPUBHUjATHO UCIIyibeHa. [IpeTmocraBuMo
3aTo Ja je £bSc < £LaSc n Heka je Sd mosynpaBa Koja mpunaaa yriry £LaSc
TakBa ja je £dSc = £bSc. Heka je C nmpousBo/pbHa Tadka moJynpaBe Sc u
HeKa je B mpomsBosbHa Tadka mosynpase Sb. Heka je D tadka mosynpase
Sd rauka ga je SD = SB u mHeka je A npecedna tadka MOJynpaBe Sa u
npase C'D. Tpoyrinosu ASCB u ASCD cy noxynapun, jep je SC = SC,
LCSD = LCSB u SD = SB. Cnemn na je CD = CB. U3 jeqnakoctn
AC = AD + DC, uejemnakoctun tpoyria AC < AB + BC' u uperxojHo
nobujene jeaunakoctu DC' = BC cremn na je AD < AB. Tpoyrinosu ASAB
u ASAD umajy nojgyaaptae uBuie ca 3ajegaunakum remeHom S (SA = SA u
SB = SD), na nomro je AB > AD, na ocHoBy crasa cieau ja je £LASB >
£LASD. Tlpema Tome, j106MjaMo J1a BayKn

£aSb+ £bSc = LASB + £BSC > LASD + £DSC = £LASC = LaSc.
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Heka je Sabc tpuenap. Heka A mponsBosbHa Tatika mojynpase Sa 1 HEKa
cy B,C pemom Tauke nosynpasux Sb, Sc takse ma je SB = SC = SA.
Tana cy tpoyrmosu ASAB, ASBC, ASAC jennakoKpaku, ma CJIeju ja cy
cumeTpajie crpaHuria tpueipa, Tj. yrioBa LASB, L BSC, £ ASC, pemom
nosrynpase SC1, SA1, SBy, rae cy C1, Ay, By cpenumra nyxu AB, BC, AC.
[Ipema Tome, paBHU Koje cajp:;Ke UBHUILY TpUEIpa U CUMETPAJY HACIpaMHe
crpanutie jecy pasan SAA;, SBBy, SCC,. C o63upom na 1o jacy AA,, BBy, CCy
rexkutne Jayxku tpoyria ANABC, ciaenn jia ce ceKy y jeaHOj TadKd W O3Ha-
qnmo Ty Tadky ca 1. Ilpema Tome, pasau SAA;, SBB;, SCC, cagpxke Tadke
S, T, na crora cagpxke n npaBy ST. [lakse, mpasa ST je 3ajeHutvKa 3a CBe
TPHU PaBHU, IITO je U TPedaJjo JTOKa3aTH.

4. S.

Heka je Sabc tpuemap takas ga je £aShb = £bSc = 45° u LaSc = 60°.
Tpeda jtokazaTu jia je jireap OBOI TPUEIPA, THja UBUIA CAJIPIKU TOJTYIIPABY
Sb u umje cy mbOCHU TOJIypaBHU Koje cajpzxke crpanure £aSb nu £bSc Tor
Tpuejpa, npas auegap. Heka je B npom3BosbHa Tadka mojynpase Sb u Heka
cy tauke A, C' pejom mpecedHe Tadke paBHU Koja je y Tadku B ymnpaBHA
Ha noJiynpasoj Sb u nosynpasux Sa, Sc. Cieqn ja Tpeba JlokazaTu Ja je
£LABC = 90°.

Osznaunmo SB = a. [pasoyriu tpoyrimosu ASBA, ASBC jecy jeanaxo-
Kpak# (jep uM je jesan oJf omrpux yriosa 45°), na cieau na je BA = BC = a
u SA = SC = av/2. Tpoyrao ASAC je jenmaxokpak (36or SA = SC)
qnju je yrao npu Bpxy £LASC = 60°, na je y nuramy jeJIHAKOCTPAHUIHA
tpoyrao. Cueqn ja je AC = ay/2, na cy crpanune tpoyria AABC pejom
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AB = a,BC = a,AC = av/2. Ogasze cieqn 1a je y IHTamby IIPABOYIIIH
Tpoyrao, Tj. ja je LABC = 90°.

Hedunnurnmja 43. Heka je AB ayx. Pasan koja cajpxu cpejguiire S
nyxu AB u ynpasHa je Ha mpaBoj AB HasuBa ce MegujaaroM PAGHU WA
CUMETAPANHOM PaA6HU JTyKu AB.

Menujasina paBan JIy2Ku je yornreme Mmeaujarpuce jyxku. [lltasurie,
Baxku ciejiehe TBpherbe.

Teopema 30. Hexa je AB gyorc. Ckyu ceur wavarxa X y Upoctwopy WaKeux
ga easicu XA = X B jectie mequjanna pasan gyoicu AB.

[Ipe mero mrro morsemamo perniermhe HAPEIHOr 3a/1aTKa, CIIOMEHUMO CJie-
nehe TBpherbe.

Teopema 31. Hexa je Lapf guegapcka Tospws u Heka je py UOAYPABAH C
pybom p. Taga Toaypasan py uUputaga gquegpy Lapl axo u camo axo 3a
ceaxe gee wavwke X,Y Koje upuuagajy umochuma po, pf wot quegpa 8axicu
ga py ceve gyotc XY .

OBo TBpheme je yommreme oirosapajyher tepherma 3a yriose y Kojem
[OJIYIIPABA, Uhje je TeMe TeMe YIJia, MPUIAJia YIVIY aKo U CaMO aKO 3a CBaKy
JIy?K Ydja TeMeHa MPUIaJiajy KparuMa TOr yIvia BayKd Jia Ta MoJIylpaBa cevue

TY JIyK.

Heka je ABCD rterpaemap. Ilorpebno je jokazaru jia nocroju tauka O
takBa ja je OA = OB = OC = OD. Ha ocHOBY npeTrxojiHe Teopeme, Ta
TavKka Mopa Ipuiiaia i MeaujagsanM pasauMa usuma AB, BC, AC, AD, BD,CD
terpaegpa ABC'D. 3a moderak, JJOKaXKUMO Jia ce MeJInjajTHe PABHU UBUIA
AB, AC ceky. Axko ce one He Ou cekse, Oume Ou mapaJjesiHa, ma On OHJA
upaBe AB, AC Ouje mapaJiejine, jep cy ylpaBHe Ha MapajeJIJHIM PaBHUMA.
Tana 6u Tauke A, B, C' 6uie koquHeapHe, mto wHuje moryhe. Jlakie, meu-
jasmme pasau uBnna AB, AC' ceky ce 1o mpaBoj n Koja uMa OCOOWHY Jia 3a
cBaky meny Tadky X Baxkn XA = XBu XA = XC, na ciaeau jna npunaja
memjasHoj papan usuiie BC'. Ha mpasoj n Tpeba nponahu tauky O TakBy
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na je OA = OD, T1j. Tpeba MPOBEPUTH Jla JIN Ce MeJIUjajiHa PaBaH T UBUIIE
AD wu npaBa n ceky. Ako To He Ou 6uo ciydaj, oHJa Ou IpaBa N W paBaH
7 OmJie napaJjiesine. Y paBHU T OM OHJIA ITOCTOjaJjIa MpaBa IapaJiesiHa IpaBoj
n, ma nomto je m L AD, ta npaBa 6u 6wra ynpaBHa Ha AD, ma 6m 6mio
n 1L AD. Mehyrum, cBe nmpaBe Koje cajipke Tauky A m ympaBHE Cy Ha TIpa-
BOj M IpPHUIIaJAjy PaBHHU Koja caJpxKK Tadyky A u ymnpaBHa je Ha IpaBoj n,
a 1o je paBan ABC, na 6u cieauio ja upasa AD npunaja Toj paBHHU, Tj.
nma cy tauke A, B, C, D koMmiutanapue, mro Huje moryhe. /lakse, paBan m u
npaBa n ce ceky y tauku (. Ilomro Tauka O npumaja paBHE T, CIeIN Ja je
OA = OD, a nomro npunaja npasoj n, caean jga je OA = OB = OC, na
caeu na je tauka O menrap onucane cdepe.

Jla Gucmo jlokazajm ja 1mocToju Tadka S TakBa ga je SA; = SBy =
SCy, = SDy, tne cy Ay, By, Cy, Dy peiom mogHOXK]ja YIIPpaBHUX M3 Tadke S
Ha crpanama BC'D, ACD, ABD, ABC rerpaenpa ABC D, norpebHo je Ha
OCHOBY Teopeme 25. JI0Ka3aTH Jia IIOCTOju Tadka S Koja IpHIiajia CBUM CHU-
MeTpaJHUM IOJIyPaBHUMA JIMe/lapa |uje Cy ILJBOCHH CTpPaHe TOI TeTpaejpa.
CumerpaJiaa mojtypaBaH jaue/ipa unja je usuiia AD u cuMeTpaJina 1mojrypaBaH
nrespa anja je mBuna BD mMajy 3ajeHUYKY Tadky [, ma ce ceky IO Ipa-
BOj n KOja cajpxku Ty Tadky D). Cpaka Taduka X mnpase n mma 0cCOOHHY Ja je
XC, =XB;uXC; = XA, rne cy C, By, A; peJioMm HOAHOXK]a YIIPaBHUX U3
X na crpanama ABD; ACD, BCD rerpaenpa ABC D, na cieu ja nupasa n
HPUIAJIa U CUMETPAJIHO] mojiypaBuu jueipa uuja je usuna C'D. [lrasurme,
npaBa n npogupe paBan ABC' y Taukm Koja NpHUIa a YHYTPAITHOCTH TPO-
yriaa AABC. 3Bauncra, cuMmerpaJsia MoaypaBan jueapa duja je usuia AD
cede upuiy BC terpaeapa ABCD, jep tauka B npumnaja jeaHo]j IJbOCHU, a
tadka C' JIpyroj mbocHU TOr juejpa. O3HAUMMO Ty MpecedHy Tadky ca Aj.
Cimano, cuMeTrpaJiHa rmojiypaBaH juejpa 4dnja je usuna BD cede uuiy AC
terpaespa ABCD), jep tauka A npunajia jennoj mpocHu, a tadka C' ipyroj
bocHE TOT simejpa. O3uaunmo Ty npecedny tadky ca By. [Ipase AA,, BB
npuiaaajy yayrparmoctu Tpoyria AABC, na ciaenn ja ce ceKy y Tadkn Sy
KOja mpuiaja yayrpaiimoctu Tpoyria AABC. Youumo cuMerpajiny paBaH
auenpa unja je upuna AB. Tauka D npunaja jejnHoj, a Tadka S7 MPUIAJIA
JIPYTO] TIJOCHU TOT JWejipa, Ta Ha OCHOBY TeopeMe 25 cjelin jJa Ta CHhMe-
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TpajHa pasaH cede jyxKk DS7 y tauku S. Ta Tauka je ympaBo TpazKeHU
neaTap ynucane chepe rerpaeapa ABCD.

6. a) D

Heka je ABC'D rterpaenap u mneka cy M, N, P, Q, R, S penom cpeaurira
usunia AB,CD, BC,AD, BD, AC. Tpeba noka3zaru ja ce ayxxu M N, PQ), RS
CEeKy y jeJlHoj Tauku Koja ux cse noJiosu. Jyx MQ) je cpejmba jinHmja Tpoy-
ria AABD, na cienu ga je MQ || BD u MQ = %BD. Cimano, nyxx PN je
cpeamba nmaAja Tpoyria ABCD, na caenun ga je PN || BD u PN = %BD.
Hakme, MQ || PN uw M@ = PN, na 3akmy4uyjemo ja cy tauke M, P, N, Q
KOMILTaHapHe u Jia je derBopoyrao M PN () napasenorpam. [Ipema Tome, me-
rose jujaronasie M N, P() umajy 3ajeJHUYIKO CpeJuIiTe, Koje heMo o3nauuTu
caT. dyx PR je cpenma munuja Tpoyria ABC D, na cienu ga je PR || CD
u PR = %C’D. Taxobe, myx SQ je cpemama ymaIja Tpoyria NACD, ma
cienu na je SQ || CD u SQ = 3CD. Takne, PR || SQ u PR = SQ, na 3a-
KJbydyjemo Ja cy Tauke P, R, (), S koMmIuianapse u jia je versopoyrao PRQS
napaJsesorpam. I[Ipema Tome, mwerose aujaronasie PQ, RS umajy 3aje HIIKO
cpepuinre. C ob63upom Ha TO j1a je Tadka 1’ cpejurire jyxu PQ), a JiyK nma
JEIMHCTBEHO CPEJINTITE, CIAeN Jia je Tadka 1 3ajeJHIYIKO CPEJIUITe TyKU
PQ, RS. Ilpema ToMme, cBe TpH JIy:KM UMAajy 3ajeIHUUKY Tadky 1 Koja mx
[IOJIOBH, TITO je u Tpebaso JI0Ka3aTu.

Heka je T) mexwumre tpoyria AABC. Tpeba jokaszatu ja cy Tadke
D, T, T, konuneapue u ga je DT : TT} = 3 : 1. Younmo pasau MCD. Ta
paBan cajapxu Tadky N jep ona npumaja gayxku C'D, ma cajapKu U TadKy
T, jep je ona cpemmxkre jayxxu MN. Takobhe, Ta paBan cajp:xku Tadky 7T}
jep oma mpunaja jgyxku CM. Jla 6ucmo joka3aju KOJMHEAPHOCT Tadaka
D, T, Ty, npumernmo MenenajeBy Teopemy na tpoyrao AMCN. Ilomro je
——

MT, CD NI _ 1 (~2) -1

T¢ o i =2 i) = —1, cneqm na cy tauke D, T, T} KonmuHeapHe.
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[Ipumenumo mornoBo MenenrajeBy Teopemy, aiu caja Ha Tpoyrao ADTC u
kosimneapue tavuke M, T, N. Cnenu na je

_ﬁmﬁv_ﬁ<1>1
17

7T, MC ND TT, \ 3

3
=2

na je :?:Tf =3, 1. DT :TT, = 3: 1, mTo je u Tpebao JTOKA3ATH.

Hedununuja 44. Tauka T' u3 npeTxo HOr 3a/aTKa HA3UBa, Ce WeHCUULTLEM
TeTpaepa.

Heka je ABC'D rerpaenap u veka cy P,(Q), R, S peiom cpeaurira uBUia
BC,AD,BD, AC.
a) Tpeba nokasaru ja Baxu AB = C'D ako u camo ako Baxu PQ L RS.
N3 nokaza mperxoanor 3ajaTka umamo Ja je PQRS napasenorpaM, Kao u
ja je PS = %AB,PR = %C’D. [Ipema tome, Baxku AB = C'D ako u camo
ako Baxku PS = PR, a nomro je PQRS napajenorpamM, oBO BayKu ako U
caMo ako je Taj napasesorpam pom6. Konadno, mapasensorpam je poMO ako
U CAMO aKO Cy My JimjaronaJse MelycoOHO yIpasHe, Tj. aKO U CAMO aKO BaxKu
PQ 1L RS.
6) Tpeba nokazaru ma Baxu AB 1 C'D ako u camo ako Baxu PQ = RS.
N3 nokaza mperxoanor 3ajaTka umamo Ja je PQRS napasenorpaM, Kao u
na je PS || AB,PR || CD. Ilpema tome, Baxku AB L CD ako n camo
ako Baxku PS 1 PR, a nomro je PQRS mnapajenorpamM, OBO BayKu ako W
caMo aKo je Taj InapaJejorpam MpaBoyraoHuk. Komnadno, mapaJiesiorpam je
[IPABOYTaOHUK aKO M CaMO aKo cy My jujaronaJse melycobno momgynapue, Tj.
aKo u caMo ako Baxku PQ = RS.
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Heka cy M, N, P,Q, R, S penom cpemuinra usuiia AB, CD, BC, AD, BD, AC

rerpaesipa ABC'D. IlpernocraBumo Jia je RS 3ajeHrdKa HOpMaJia CTPAHUIA
AC,BD. Ilomro je PN || BD u MP || AC, cneqm na je RS L PN, MP,
na je RS ynpasna Ha paBuu napasenorpama MPN(Q. Ilpema tome, RS
je ynpasua va M N, P(Q), na cy napajenorpavu MSNR n PRQS pomboBuH.
Cnenu na je MS = MR u PS = PR. Tlomro je MS = %BC, MR = %AD,
nobujamo BC = AD, a nomro je PS = %AB,PR = %C’D, caenu ja je
AB=CD.

O6puyTo, npernocrasumo ja je AB = CD u BC = AD. Tana je MS =
MR wu PS = PR. Cnemn na cy napasenorpamu MSNR u PRQS poMboBH,
naje MN 1L SRu PQ 1L RS. [lakine, RS je yupasua na npasuma M N, PQ)
pasuu M N P(), na je yupasua na Toj pasuu. Crernujasano, RS je yrnpasna
na M P, PN. Ilomro je MP || AC u PN || BD, cnequn na je RS 1 AC n
RS 1 BD.

Hedbunnunuja 45. Terpacmap ABCD je opwoionanan axko Baxku AB L
CD,BC 1. AD,AC' 1. BD.

Hexka ce Bucune AA’, BB’ cexy. Taja mocroju paBaH T Koja UX CaJIPIKU.
Bucuna AA’ je ynpasua wa pasaun BCD, na je AA" | CD, a Bucuna BB’
je yupasua Ha pasuu ACD, na je BB' 1 CD. Ilpema Tome, CD 1 7, na je
C'D ynpasna Ha cBakoj npasoj pasuu . Crienujasino, yipasHa je Ha IPaBoj
AB, 1j. Baxxu CD 1 AB.

Obparno, meka je AB | CD. Heka je m paBaH Koja CaJpKu Tadke
A, A, B. Bucuna AA’ je ynpasHna Ha pasuun BCD, na je ynpassa u Ha C'D.
Cuenu na je C'D yupasHa Ha paBHE Koja cajapxku npase AA') AB, 1j. Ha
pasuu 7. Bucuna BB’ je yupasna na pasau AC'D, na je yupasHa Ha [1PaBoj
CD. Tlomrro je m paBan Koja cajp:xKu Tadky B u ynpasna je ua upasoj C'D,
cienn jia BucuHa BB’ Mopa npunaiati paBHE T, jep CBe IpaBe Koje CaJiprKe
tauky B u ynpasue cy na npasoj C'D upumajajy pasnn 7. Ilpema Tome,
sucune AA’, BB' npunanajy pasau m. One He Mory 6uTu napaJesine, jep o6u
tasia pasan BC' D, AC'D, koje cy ynpaBHe Ha buMa, Oujie napaJesine, mna ou
ce TMoKJIamaJje, mro 6u 3Hadmio ja cy tadke A, B, C, D koMIianapse, a ToO
nuje moryhe. Ilpema Tome, Bucune AA’, BB’ npunaajy jeHoj paBHA U HUCY
napaJesHe, Ia CJIed J1a Ce CEKY.
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Hexka je A" momHoxje Bucune u3 temena A wa crparu BCD. Ilpermnocra-
Bumo Jia je A’ oprouenrap tpoyria ABCD. Tana je BA” 1 CD, a nomro
jeu AA" 1 CD, cnemu na je npasa C'D ynpaBHa Ha paBHU KOja CaJprKu
rauke A, A’, B. Ilpema Tome, ciemu ja je C'D ynpaBHa Ha CBaKoj NpaBoj
Te paBHU, Ia crenujaaHo u Ha upasoj AB. Cmuuno, DA’ | BC, a nomro
jem AA" L BC, cieqn na je npaBa BC' yupaBHa Ha paBHHU Koja CaJp:Ku
rauke A, A', D. Ilpema Tome, ciean na je BC ynpaBHa Ha CBaKO] IPABO]
Te paBHHU, Na crenujasno u Ha upasoj AD. Takohe, CA" L BD, a nomro
jeu AA" 1 BD, cnemu na je npasa BD yupaBHa Ha paBHU KOja CaJpiKu
rauke A, A',C. Tlpema Tome, cinenm ma je BD ynpasna Ha CBaKoj Ipasoj
Te paBHH, Ia crenujaano u Ha npaBoj AC. Jlakie, jmokasaan ¢Mo j1a BaxKu
AB 1 CD,BC 1. AD,AC 1L BD, na je terpaenap ABC D oprtorona/as.

O6panyTo, neka je terpacuap ABCD oproronanan. Tama je AB L
CD,BC 1 AD,AC 1 BD. Ilpasa AA’ je yupasua na pasau BCD, ma
crequ na je AA” L BC,CD,BD. Jlakne, umamo ja je npasa BC' ynpasna
Ha npaBuma AA’, AD na je yupaBHa Ha paBHHM KOja UX CAJPXKHU U Ha CBa-
KOj IpaBoj Te paBHHU, Ia crernujajno Ha npasoj DA’. Ilpema tome, mnpasa
DA’ je Bucuna tpoyria ABCD. Ciunano, npasa C'D yupaBHa Ha IIpaBuMa
AA’, AB 1na je yupasHa Ha paBHU KOja UX CAAPXKKU U Ha CBAKOj IIPaBO] Te
paBHu, na crenujaano na npasoj BA’. Tlpema tome, npasa BA’ je Bucuna
tpoyriia ABCD. Bucune DA’ BA" tpoyrna ABCD cexky ce y tauku A’
KOja je yIpaBo OPTOIEHTap TOI' TPOYIJIa, IITO je U TpebaJio JOKa3aTH.

7 W3omerpujcke TpamcdopMmaluje mpocTopa

CiimvaHO Kao I0CTOje IpecjnKaBarba y PaBHU KOje He Membajy OOJINK u
BeJIMUNHY (Urypa, IOCTOje TaKBa IIPECINKaBama 1 y IIPOCTODPY.

Hedunumnuja 46. Heka je S npocrop. IlpeciukaBame J : S — S, TakBo
na 3a cBakn nap tadaka (A, B) mpocropa S Baxn (A, B) = (J(A),3(B)),
HA3UBAMO U30OMEWPUJCKOM TWpancghopmayujom (usomewpujom) mpoctopa S.

Kao u y ciydajy nzomerpuja paBHu, CBe U30METPHje ITPOCTOpa Cy OMjeK-
nuje. Kao u m3oMmerpuje paBum, ©30MeTpHUje IPOCTOPA CJINKAjy IIpaBe y ImpaBe
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U YyBajy paclpe]] Tadaka Ha IIPaBoj, a IOPeJI Tora, CJINKAjy PaBHU Y PaBHH,
MIOJTYITPOCTOPE Y TOJIYIIPOCTOPE, JTUeJapCKe MOBPIIN Y JINEJIaPCKe MTOBPIIIH,
Tpueape y Tpuepe uTi. VM3oMerpuje Mory dyBaTH OPUjECHTAIN]Y IPOCTOPA 1
TaKBe M30METPHje HA3UBAMO GUPEKWHUM T30MEeTpHIjaMa, a OHe KOje MEma]y
OpHjeHTalIlnjy IPOCTOPa HA3UBAMO UMJupektinum u3oMmeTpujama. Takobhe,
KOMITO3UIHja J o J uzomerpuja J, J Takohe je m3omerpuja.

Hedunnurnmja 47. Heka cy &, P’ C o dpurypa y npocropy S. Ako mocroju
uzomerpuja J : S — S mpocropa S Taksa ja Baxu ¢’ = J(P), onja kaxkemo
na je durypa ® uogygapra durypu & n mamemo ¢ = ¢’

~

Penannja = nogynaproctn dburypa je penanyja eKBUBaJIEHIMje. 300T
cuMeTpuyuHoCcTu pestanuje derthe hemo rosoputu jia cy cdurype wmehycobrio
uogygapre.

VY paBuE je ocHoBHa M30MeTpuja dusia ocua pediiekcuja. Y MpocTopy, TO
je paBaHcka pedJiekcuja.

Hedbununmja 48. Heka je m C S pasan npocropa S u HEKa je Ipec/ImKa-
Barmbe S, 7aTo Ha ciefehu Haunn: ako je X € 7, onja je Sp(X) = X, a unaue
je Sx(X) = X', re je X’ rauka takBa jia je m MeaujanaHa paBaH gayxRu X X'
Onjia ce mpecinkaBame S, Ha3UBa Pa6aHCKOM pedaekcujom (pasanckom cu-
MEWPUjoM) TPOCTOpa v ¢ paBHU pediiekcuje (OrIeIamom) .

X

X/

Pasancka peduiiekcuja je, caudno Kao U ocHa pedJiekcuja y paBHH, Hpe-
cJMKaBarbe Koje cimka Kao , ik y orienany’ . [Ipema Tome, S, jecre nzome-
Tpuja mpocTopa. AKO JBaIlyT IPUMEHUMO PaBaHCKY pediiekcujy, 1mo aedu-
HUIMjU Ce TauKe PaBHU 7 CIUKajy y cebe, a ako ce X cimka y X' Takso ja
je m meaujanHa paan ayxku X X', onga ce X' mopa caukatn y X. [laxire,
S, 0S8, = Id, mro 3Haun ja je paBaHcKa pediiekcnja camva ceOu WHBEP3,
0JIHOCHO J1a je unpoJiynuja. lo nedununuju ce tavuke oryegaia m CIUKAJY y
cebe, a TauKe BaH PABHU T Ce HE CJUKA]y y cebe (s1a Ou mocrojasa JyxK duja
je m MeaujasHa paBaH), 1ma cy jejuHe (pUKCHE Tadke (Tadke Koje e CIUKajy
y cebe) Tadke orieasa .
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D/

[IITo ce mpomene opujertaruje tude, ako je ABC'D TO3UTUBHO OpHjeH-
TrcaH TeTpaenap, Tj. ako cy A, B, C, D Tauke mpocropa S TakBe jia Kaja
ce y pasuu tpoyria AABC npctuma jiecHe pyke mie on TeMeHa A Ka Te-
MeHy B ma 3armMm ka Temeny ', a majal mokas3yje Ha OHaj MOJIyIPOCTOP €
pyoom ABC'y xojeMm ce najasu tauka D, onja je terpaegap A'B'C'D’, rue
cy A, B',C", D' pepom ciuke tadaka A, B, C, D npu paBanckoj pedJiekcuju
S, HeraTuBHO opujentucan rerpaeaap. llpema Tome, pasamncka pediekcuja
Memha OpHMjeHTaIN]y MPOCTOpa, 14 je WHIMPEKTHA N30MeTPHja MPOCTOPA.

Teopema 32. Axo je J ungupextna udomewpuja upocwopa S Koja uMa
bap gee pasne gurcre wavke P,(Q), onga je I pasancra pedaexcuja S, wuje
owegano m C S cagporcu Purcne waure P, Q).

Teopema 33 (Teopema o Tpancmyranuju). Heka je m C S pasan upocwopa
S, Sy pasancka pedaexcuja u T UPouscosHa uzoMewpuja upocwopa S. Axo
jem =73(rw), onga je Jo S 0T =8,

Caky m3oMeTpujy mpocTopa S MOKEMO M3PA3UTU IIPEKO PABAHCKUX De-
daekcuja. IlraBuire, yBeK nx MOKeMO 0/1adpaT TaKo Jjia ux OyJie HajBUIIE
YETUPU.

Teopema 34. Hexa je J upousdsomna usometipuja upoctwopa S. Taga je
J =38, 3a nexy pasan o C S, uau je J = Sz oS, 3a nexe pasnu o, B C S,
usu je J = 8,08508, 3a nexe pasnu o, 5,7 C S, uru je J = S508,08308,
3a nexe pashu o, 3,7v,0 C S.

Kao mrro mnocroju mojam mpamMeHna IpaBuX y PaBHU, TAKO ITOCTOjU U II0-
jam mpamena pasum y mnpocropy. lloctoje jiBe BpcTe mpameHoBa paBHU Y
mpocropy. Ako je p C S mpaBa y IpoOCTOpY, CKyIl CBUX DABHU KOje CajpiKe
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[paBy p YMHU IPAMEH PaBHU, KOjU Ce HA3WBA KOAKCUJAAHU UPAMEH DPAGHU.
Axko je m C S paBaH y IPOCTOpY, CKYII CBHX PaBHU KOje Cy HapaJiejHe PABHU
7 (yribydyjyhu u paBaH 7) 9UHU [IPAMEH PaBHU, KOJU Ce HAZUBA UAPAACAHU
apamen pasru. I1lTo ce Be3e nzmehy nmpamenHa paBHU U PABAHCKUX PedJiek-
cuja TUYe, BaxKu cjiejieha Teopema.

<
\
S
\

Teopema 35. Hexa cy o, 8,y C S pasnu upoctiopa S. Onga je xomTosuuuja
S, 08508, pasarcka pedaexcuja axo u camo axo pacru o, 3,7y Uputagajy
jegrom upameny. I[llmasuwe, Waga pasan We pedaercuje (03navumo je ca o)
UPpUTaga WoM UPAMEHY U AKO je PasaH T WAKEG §a CY PAGHU O, Y CUMETLPUUHE
Y 0gHOCY Ha T, Waga CY U PasHU Upasux (3,0 cumelpuume iy 0gHocy Ha T.

YTBpIMMO KOje oIl U30METPHUje IIPOCTOPa MOCTOje.

Hedbunnumja 49. Ilpeciukasame £ : S — S Takso ja je £(X) = X 3a
cBaKky Tadky X € S Ha3uBaMO KOUHUUJEHUUJOM.

Kounmuennuja je, HapaBHO, WJIeHTHYIKO MpecinkaBame. C 063upom Ha
10 1a je Sy 0 Sy = Id = &, mmamo pernpeseHTaIN]y KOWHIIAIEHITHjE TTPEKO
IIpOU3BOJIa JBejy paBaHcKux pediiekcuja. KounnugeHuja je JupeKkTHa n30-
MeTpHja IIPoCTopa.

Teopema 36. Axo uzomewpuja I upoctwopa S uma 6ap “ewWupy HEKOM-
uaanapmne purcne wavke, onga je J = E. Axo gupexwina usomewpuja J
upoctwopa S uma 6ap Wpu HeKosuneapre durcne Wavke, onga je I = E.

Hedunumnuja 50. Heka je s C S mpasa mpocropa S U ¢ OpUjeHTUCAHU
yrao. IlpeciukaBame R, : S — S 1akBo 1a je Ry, (X) = X 3a X € s
1 Rs(X) = X' rae je X' tauxa paBHu «, Koja cajpzku X 1 HOpMaJIHA je
Ha s y tauku A, taksa ja Baxu AX = AX' u LXAX' = ¢ (nogynapuu cy
U UMajy WCTy OpUjeHTarmjy), 3a tauke X ¢ S, HA3WBa Ce 0CHOM DOTLAUUJOM
OKO OCe S 3a OPUJEHTHUCAHU yTao .
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Ocna potalja je yommreme portaiuje paBHU. AKO ¢y «, 3 paBHE KOje
ce ceKky II0 MPaBOj S U OPHMjEHTUCAHU yrao Juejpa asf3 oj « Ka [ jejHak
je HOJIOBUHM OpHjeHTHCAHOT yrila ¢, oHja je Ry, = SgoS,. Hapasno, Te
paBHU ce MOTy OUpaTh MPOU3BOJHHO, CBE JIOK 3a/I0BOJhaBajy ycjioBe aff = s
u £L(a,B) = £. IlomTo je Kommosnmuja aBejy MHIMPEKTHHX H30METDHja
[IPOCTOpa, OCHA poTalldja je JupeKTHa u3omerpuja mpocropa. Cse dukche

TavyKe IIPUIla/ia]y OCH S.

Teopema 37. Axo gupexwina udometwpuja J upocwopa S, Koja Huje KOUH-
yugenyuja, uma bap jegrny durcny wavwky A, onga je I ocna potiavyuja R,
wuja oca s C S cagpoicu purcny wawky A.

Teopema 38 (Teopema o Tpancmyranuju). Hexa je s C S upasa pashu S, ¢
opujentiucanu yiao, Ry, pomiayuja v J TUpouscomna usoMemwpuja Tpocuopa
S. Hexa je s = J(s). Axo je J gupexiina, onga je JoRs,0T 1 =R
a axo je J ungupextina, onga je J o Ry, 0Tt
TOGygapar yiny @, cYupotine opujentiayuje.

s
= Ry —y, g€ je —p ylao

Ako je yrao porammje jemmnak 180°, onga 3a tauky X' = R 1500 (X), rae
X & s, Baxu ja je AX' = AX u L XAX' = 180°, rue je A tauka upeceka
npaBe S U paBHEM Koja cajp:ku X u HopMaJiHa je Ha s. Jpyrum peunma,
Bakn AX = AX' u B(X, A, X’), na je A cpequmire nyxu X X'. Ilpasa s
je mopmastna Ha X X' u caapxku A, na je (jeana oxn) cuverpasa gy X X'
C/IMYHO Tpec/IMKaBambe CMO UMaJIi Yy PaBHHU U OHO je OMJIO OCHa CUMeTpHja,
I1a 3aTO TAKO 30BEMO U OCHY POTAILU]Y 3a OLUPYKEHU yIao.

Hedunumnuja 51. Heka je s C S npasa y npocropy S. IlpeciukaBame
Ss; 0 S — S makso 1a je So(X) = X 3a X € s u S(X) = X, e je X'
TakBa Jia je s cumerpaJia jayxku X X', 30Be ce ocHa cumempuja.

Hakie, 8¢ = R 1800. Jacuo je ma je S;1 = S, 1j. 1a je ocHa cumerpuja
naBosrynuja. Takobe, ako je S; = Sz 0 S,, OHIA je OPHjEeHTHCAHU yTrao O
pPaBHU (v K& PABHU [3 TOIyJapaH YLy % =90°, 1j. Baxkm o L f3.
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Hedbunumnmja 52. Heka je & C S durypa npocropa S. Kaxkemo ja je npasa
s oca cumetipuje burype ¢ ako je Sg(P) = ®. Axo durypa ¢ uma 6ap jegny
ocy cumMeTpuje, KazkKeMo J1a je OHa 0CHOCUMETTPULHA.

[Torpebno je Ha OBOM MeCTy HAIJIACUTH Jla OCHA CHMETpPHja IPOCTOPA,
MaKO CJIWYHA OCHO] CUMETPHUjU PaBHU, UMa M JOCTa Pa3jiuKa y OJIHOCY Ha
wy. OcHa cumeTpuja TPOCTOpa je CIenujajHi CIydaj OCHE PoTalmje, Koja
je yommreme (IeHTpaJiHe) poTallije PaBHU, Ia OCHY CHMETPH]y MPOCTOpPa
He Tpeba JIOKUB/baBaTU KAaO YOIIIITEHe OCHE CUMETPHUje PpaBHU. 3aTO OCHY
cUMeTpujy mpocropa Hehemo 3BaTu 0OCHOM pedJIeKCUjoM, Kao IITO je TO CJIy-
9aj ¢ OCHOM cuMeTprjoM paBHu. [IpupomHo yorrmreme ocHe cumerpuje (pe-
dbrekcuje) pasau je paBancka cumerpuja (pediiekcuja) mpocropa. JeaHa o
buTHuxX pasjmka u3Mel)y ocHe cuMeTpuje MpocTopa M OCHE CUMETPHUje PABHU
orJieJla ce y TOMe IITO je OCHa CHUMETpHja PaBHU MHIUPEKTHA U30METPH)ja,
JIOK je OCHa CHUMeTpHja IIpOoCTopa JupeKkTHa m3omerpujal Paszjor Tome tmmo-
HOBO JIEXKU Y YUIHCHUIIU JIa j€ IIPUPOJIHO YOIIITEHe OCHE CUMETPHUje PaBHU
paBaHCKa CUMETPHja IMPOCTOPa, KOja je MHANPEKTHA N30MeTpHja, JIOK je OCHA
CUMeTpHja ITPOCTOpa YOIIIITEe POTAallMje paBHU, KOja je JIMPEeKTa HU30Me-
tpuja. Takobhe, opujenranuja y paBuHu ce ojpehyje momohy Tpoyriiosa, a
opujeHTalja y mpocropy ce oapehyje momohy rerpaeapa.

Hedbununuja 53. Heka je & C S durypa npocropa S. Kaxkemo ja je npasa
s oca cumetipuje burype ¢ ako je S;(P) = ¢. Ako durypa ¢ uma 6ap jeany
OCy CHMeTpHje, OH/Ia je OHA 0CHOCUMEWPUUHA.

Hedununuja 54. Heka je B sekTop. Ilpeciukapame T 1 S — S jato
—
ca Tr3(X) = X', tae je X' Taksa 1a je X X' = 1@, HA3UBa Ce WPAHCAAUUJOM

3a BeKTOp AB.

T

Tpancnanuja je IpUPOTHO YOIIIITEHE TPAHC/IAINje U3 PABHU U UMa UCTE
ocobune Kao Tpancianuja paBuu. To je JupekTHa M30METpHja MPOCTOPA
Koja HeMma dukcHux Tadaka (ako je AB # (). O6pHyro He Baxu, jep y
MIPOCTOPY TIOCTOje JTMPEKTHEe M30MeTpHhje Koje HUCY TpaHC/Ialfje W HeMajy
durcHnx Tavaka. Kommosumnuja tpancianuja 3a AB nu BC' je TpaHciamuja
3a zﬁ + ﬁ = 1@ , @ UHBEP3 TPaHCcjalyje 7T4—B> je TpaHncjamuja 779—4.

Heka je o paBan koja cajpxku taduky A u ynpasna je Ha nupasoj AB u
HeKa je 5 paBaH Koja cajpxku cpeguiire C iyu AB u yrpaBHa je Ha IPABO]
AB. Taja saxu Tz = S o S,. [Haxie, u Tpancianujy BUJIMMO Kao KOM-
MO3UIN]Y JIBEjY PaBAHCKUX pedJiekcuja, CJIMIHO KAo IITO CMO TPAHCIAIN]Y
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y PaBHU BHJIeJIM Ka0 KOMIIO3UIMjy ocHuX pedJiekcuja. Hapasno, oo nuje
jemuna pernpesenTanuja Tpanciaanuje 7oz, Tj. yMecTo paBHH «, (3 MOXKEMO

nocmarparn npase o, 3 koje cy yupasne na AB u Hajmaze ce Ha pacTojarby

ATB, [IpU YeMy je cMep oJf paBHE o/ Ka paBHHU (3’ mcTu Kao cMep Bekropa AB.
Teopema 39 (Teopema o Tpancmyranuju). Heka cy A, B € S wauke upo-
ctopa S, AB eextiop upoctiopa S, T3 Wpancrayuja u'J Upouscomna uso-

metipuga. Awxo cy A" = J(A), B' = 3(B), onga je Jo TypoT ' =T

. . —
Hedbunumnmja 55. Heka je m paBan npocropa S u 1@ # (0 HeHyJ1a BEKTOD
npocropa S napajenad pasnu 7. llpecinkasame G -z S — S naro ca

G 43 = SroTop nasusa ce xausajyhom pepaercujom 3a BEKTOp fﬁ y OJIHOCY
Ha paBaH 7.

Kmzajyha pediekcuja npocropa je nNpupojiHo yorrTehe Kin3ajyhe pe-
dbrekcuje pasuu. Bekrop AB mopa 6urn mapasiesian pasau pedpiiekcuje (oBa-
KaB yCJIOB je BaxKuo u 3a Kjm3ajyhy peduekcujy pasan). OBO je HHIUPEKTHA
N30METPHja MPOCTOPA, jeP je KOMIIO3UIMja JUPEKTHE U MHIUPEKTHE U30Me-
TpHUje, Te Mema opHjeHTarujy mnpocropa. Takobe, kimszajyha pediiekcuja
HeMa, (PUKCHUX TadakKa.

Teopema 40. Axo ungupextinag uzometwpuja J upocwopa S Hema Purcrur
wanaka, onga je J = G -2, ge je m C S pasan Upoctiopa S u AB mnexu
HEHYAG BEKTLOP UPOCTLOPA, S UAPANEAGH PAGHU T.

Kom kimmzajyhe peditekcuje npocropa, Kao u kKo Kiusajyhe pediiekcuje
paBHH, TpaHcJalnja U pedrekcruja KOMyTHPajy, Tj. HUje OuTHO Ja jm hemo
[IPBO U3BPIIUTU TPAHC/IAIU]y, I1a oHja pedJiekcujy, mwim odbpuyro. Jlakie,
BayKu gwﬁ = S, 0 TA? = 7;@ o S,;. Kako ce Tpancmanmja pas3buja Ha
JIBe paBaHCKe pedyJieKcuje drja cy oryejajia HopMaina Ha AB u paBaH 7 je
napasiesina ca AB, cienn na je knusajyha pediiekcuja KomMmosurmja Tpujy
paBaHCcKux pedieKcrja duja orjiejasia He TMPUIAIajy jeJIHOM IpaMeHy. 3a
pasyimKy oJf M30MeTpHja paBHU, Kiau3ajyha pediekcuja HUje jeIuHA WH/IN-
PEKTHa U30METPHja IIPOCTOPa IMOPEJI paBaHCKe pedJieKcuje.

Teopema 41 (Teopema o Tpamcmyranuju). Hexa je m C S pasan upo-
cwiopa S, AB mnenyaa eextwiop uapanenan pasnu 7, G o xausajyha pe-
Paexcuja upoctwopa S u I Upoussomna uzomewpuja upocwopa S. Axo je
A'=3(A),B'=3(B),m" =3(r), onga je IoG_po0 Il = gw,’m.
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IIITo ce unsepsa 11<J1H3ajyhe pedurekcuje Tude, jeJHOCTaBHO Ce BUJIU JIa je
g;jﬁ - (S” © TA_B))_ - TA;B} oSt = Tsi0Sx = gm@;. Hakie, xim3ajyha

pediekcrja Huje UHBOJIYIIH]A.

Hedunumnuja 56. Heka je s C S mpasa npoctopa S, ¢ OPUjeHTUCAHN yTao
pazsmaut ox {0°, £360°} u m C S pasan mpocropa S TakBa jga je s L .
ITpecimkaBame R ,r @ S — S naro ca Repr = Sy 0o Ry, Hasuba ce
O0CHOPOTLAYUOHOM PEPACKCUJOM.

Y paBHE HECMO BHJIC/IM aHAJOIHO MIPECTUKABAILE, 11a je CKYIl H30MeTpuja
pocropa ,o0oraruju’ oJ cKyia m3omerpuja pasau. OBa m3oMeTpuja je KoM-
[O3UIIMja OCHE poTaliuje u paBancke pediiekcuje. VMHaupekTHa je, mMa TaaHO
jenHy (bUKCHY TadKy W TO IMPECeIHy TAadKy MpaBe S U PABHU T.

Teopema 42. Axo ungupextuna usometwipuja J upoctwopa S uma Wa4HO jeg-
ny durcny wauky A, onga je I = Ry x, 19e je ™ C S pasan Upoctiopa S xoja
cagporcu, purcny wavky A, s C S upasa upocwiopa S HOPMAAHG HA PAGHU T
y wauku A u @ opujentaucany yiao pazsuvuin og {0°, £360°}.

Ko ocnoporarmone pediekcuje poramnuja u pedJiekcuja KOMYTHPA]Y,
CAMYHO Kao KoJ Kym3ajyhe pediiekcuje, Tj. HEOUTHO je ja U hemMo HIpPBO
BpIIUTH poTaliu]y na pedJiekcujy mwin oopuyro. Poraruja ce pa3buja Ha KOM-
MO3UITN]Y JIBE PaBaHCKe pedJiekcuje duja ce orjejalia ceKy Mo OCU poTalluje,
IIa Kako je Ta oca HOpPMaJ/IHa Ha PaBHU T, CJEJN Jia je OCHOPOTAIMOHa pe-
diekcnja KOMIIO3UINja paBAHCKUX pedJieKcuja duja orjieiaia He IPUIaiajy
jemnom npameny. OBa m3oMerpHja 1pocTopa, mopel Kiaunsajyhe pediiekcuje,
jeJHa je m30MeTpuja IPoCcTopa Koja ce MoyKe J00UTH Kao KOMIIO3UIIM]a TPU]Y
paBaHcKuX pediekcuja duja orjejalia He MPUIaiajy jeIHOM IIpaMeny.

Teopema 43 (Teopema o Tpancmyranuju). Heka je s C S upasa pasuu S,
@ opujentmiucary yiao, ™ C S pasar HOPMAAHG WA TUpacoj S, R, 0CHO-
powayuona pepaexcuja u I Upoussonsna uzometipuja upoctwopa S. Heka je
s'=73(s) un’ =73(rm). Axo je T gupexmna, onga je Jo Ry pr0T ™t =Ry o,
a axo je I ungupextna, onga je Jo Ry prn0 It =Ry oy, ige je —p yiao
Togygapan Yy ©, Cyupotwine opujeHttavje.

[IITo ce nuuBep3a ocHOpoTaIOHE pedIeKCcHje THYe, jeJHOCTABHO Ce BHJIN
Jla BaxkKu R;i’ﬂr = (SW o RSW)_l = RS_’; o S;l = RS,36007§0 oS, = Rs,gﬁooﬂpm.
[TocebHo je 3aHuMIBUB ciIydaj KaJia je yrao poTalije je/IHaK OIPY2KEeHOM yTJIy.
Tana je Rs1s00r = Sx0Ss = Ss 08y, Axko je A npeceuna Tadka mpase s 1
paBuu w, X npousBosbHa Tauka pazjmunta o1 A u X' meHa cjimka 1pu 0BOj
M30MEeTpUju, HEje TemKo jokazatu Ja je taga AX = AX' u B(X, A, X').
Hpyrum peanma, A je cpenummre ayxxu X X', OBakBo NpeciinkaBarme HA3UBa
ce UEHWPANHOM CUMETTLPUJOM.
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Hedunumnuja 57. Heka je A € S rauka y npocropy S. IlpecimkaBambe
Sa: 8 — S rakso na je Sa(A) = A u Sa(X) = X', tie je X' € S rauka
takBa na je A cpemumre nyxm X X', za X # A, nasusa ce yenmipaana
cumetmpugja mpocTopa S.

3aHUMJBUBO je IPUMETHUTH JIa ce KOJ[ IIEHTPaJIHe cuMeTpuje S4 3a IPaBy S
U paBaH T MOI'y ojiabparu O1JIO Koja IpaBa U paBaH Koje cy MehycoOHO HOp-
masiae y tadkn A. Kao 1mro ocHa cuMerpuja mpocTopa HEje YOIIIITeHhe OCHE
CUMeTpHje paBHU, TaKO W IEeHTpaJHa CUMeTpHja MPOCTOpa HUje YOIIITEHe
IeHTPAJIHE CHMeTpHje paBHE (jep je IeHTpaJHa CUMeTPH]ja CIIeIUjaHi CJIydaj
OCHOpOTAIIMOHE pedJIeKCrje, a CJAMIHO [MPECUKABAbe Y PABHU HE MMOCTOjN).
[enTpaina cumerpuja MpocTopa je MHIUPEKTHA (jep je TakBa U OCHOPOTa-
muona pediexcnja). Oma je mmsomynmja, Tj. Baxkum S,' = Su. Taxobe,
IEHTPaJIHA CUMETPHja IIPOCTOPa MOYKE Ce PA3I0KUTU Ha KOMIIO3UIH]Y TPHjY
paBaHcKux pedJiekcuja dnja cy orjejaa Tpu MelycobHo HopMmaJIHe paBHH
Koje cBe cajsipxke tauky A. Ilomro paBancke peduiiekcuje, uuja cy orsemasa
HOpMAJIHE PABHU, KOMYTHUPA]Y, CJEIU Ja je KOJ IeHTpaJHe CUMeTpHuje mope-
JlaK oBUX pedieKcuja HeOUTAH, jep CBAKE JIBE KOMYTHUPA]Y.

[IpeocTasio je jorrn jga BUIUMO U30METpPHUje IMPOCTOPa KOje ce MOTY Pa3Jio-
JKUTH Ha KOMIIO3UIN]Y 9eTHPHjy paBaHcKux pediiekcnja. Vemocrasmpa ce j1a
MIOCTOJU CaMo jeHa TaKBa M30METPHja.

Hedbunumnmja 58. Heka je s C S npasa mpocropa S, ¢ OPUjeHTUCAHU yTrao
u AB BekTop napajenan npasoj s. lIpeciukaBame Z&W@ : S — S maro

ca ZW’E = T3 © Rs,, Ha3UBA CE 3060JH0 KPEWLarbe.

3aBOjHO KpeTambe je JUPEeKTHA N30METPHja, jep je KOMIO3UInja JIBejy Iu-
pekTHUX u3oMerTpuja (poranuje u rpancianuje). Ona HeMa PUKCHUX Tadaka
(ako je AB # 6)) Poramuja ce MOXKe Pa3/IOKUTU Ha KOMIIOZUIM]Y JBEjY
paBaHcKux pedyiekcrja dmja ce orjieJlajia CeKy I10 MPaBoj S, a TpaHc/Ialuja
HA KOMIIO3UIIN]Y JiBejy paBaHCKUX pedJieKcuja uuja cy OrJie/iajia HOpMaJiHa
Ha AB || s, ma ce 3aBOjHO KpeTame MOXKe PasIOKUTH Ha KOMIO3UIU]Y de-
THPHjy paBaHCKHX pediekcuja. TpaHcmanuja m poranuja KOMyTHPajy, Tj.

BaXKN Rs%ﬁ = TA? 0 Rsp =RsypoTip

Teopema 44 (Teopema o Tpancmyranuju). Hexa je s C S upasa pasHu
S, ¢ opujentucanu yiao, AB eexwmop uapasesar Upasoj s, Z&%ﬁ 3060510
Kkpetiaree upoctiopa S u J UpousdsosHna uzometipuja upocwopa S. Hexa je
s =73(s),A =3(A), B = 3(B). Axo je uzomewipuja J gupexiwmina, onga je

~ ~—1 . _ . ~ _ .
Jo Zs,@,ﬁ oJ T = ZS,%W, a Ko je U3OMEWPUIa J UHGUPEeKTna, onga je

Jo ZSME 0J 7t = ZS,7_¢7W, ige je —@ Yiao Uogyqgapar Yy @, cyupouine
opujeRTLAUUTE.
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IIITo ce nHBeEp3a BaBOjHOF KpeTatba THUYE, je,ILHOCTaBHO Ce BUJM Ja BazKN

~1 _ -1 _ p-1 -1 _ _
ZS,Lp,A - (7;? © RS?‘F) - R57g0 o 7?4? - RS73600—¢ o 7‘B_,A) - 28,360074,0,3_14)'
[Tocebno je 3aHuM/BbUB CJlydaj KaJia je yrao poralyje jeJHakK OlpyKEeHOM YIJTy.
Tama je ZAB,1800,E3’ = Tip 0 Sap = Sap o Ti- OBo npeciuKapaibe HasuBa
ce sacojnu TUoayobpwiaj W o3HadaBa ce ca Z iz (da OH ce T0jeHOCTaBUIIO
O3HAYaBambe, CMaTpa ce Jia je BEKTOP f@ o/1abpaH Tako Jia MPUIAJa IPABO]

s, ma ¢y oHjia npase s u AB ucre).

1. Kako je QW,@ =S,0 7T4—B> = 7T4—B> oSy, gmﬁ =S8, o0 7;3? = 7}3? oS,,
G, a1 =Sr0o Tz =Tgi 0 Sr, catenu na je

J = 6.5i°9.5°9%. 1
Sr0Tg10Tgg 08x0Sr 0 T

Sr o Tgz o Tap = Sr

2. Tlouerna jemnakoct S; 0 Sp = Sp © S; BaXKW aKo U CaMO aKO BaryKu jeJl-
nakoct Sy 0 Sp o S-1 = Sp. Ha ocnoBy Teopeme 0 TpaHCMyTalUju CJIe/H
na je Sy 0Sp 0 S; = Ss,(0), 1a je nonasna jeAHaKOCT CKBUBAJICHTHA C je-
naxomhy Ss o) = So. e nenrpasne cuMerpuje cy jelHaKe ako M CaMo
aKO Cy WM IEHTPU MCTHU, IIpeMa TOMe, TIOC/Ie/ba JeIHAKOCT jé eKBUBAJICHTHA
ca §;(O) = O. Cse dukcHe Tauke paBaHCKe pedyJieKcHje Haja3e ce Ha He-
HOM oriesiany, na je Sp(0) = O ako u camo ako O € 7, mWTO je u TpeHaIo
JIOKA3ATH.

3. a 6ucmo yTBp/MIN MITa MpEeCcTaB/ba KOMIIO3UIIAja HEIIapHor Opoja IeH-
TpaJHUX CAMETPHja, OJIPEeIUMO IMPBO IITa MPEJICTaB/ha KOMIIO3UIHjA JIBE)Y
[EHTPAHUX cuMeTprja, Tj. mra je J = Sg o Sa. Ako je A = B, jacHo je ja
je 3 =&, na 3aro npermnocraBuMo Jia je A # B.

Heka je AB mpaBa koja cajpxku tadke A, B u 7 HeKa paBaH Koja CaJIpKu
npaBy AB. Heka je a mpaBa koja cajp:xku Tadky A m HOpMaJsIHa je Ha pABHU
T U HeKa je b mpaBa Koja caJipyku TauKy B m HopMmaJiHa je Ha paBHU 7. Tasa
jeSa =805, uSg =805, majeJ=8g0854 =85,05,085,08, = 5,08,.
[Ipase a, b cy nHopmaJiie Ha paBHE 7, 1a Cy HapaJieHe U IOCTOji PABAH I KOja
ux cajapxku. Heka je a paBan Koja caJip:Ku IIpaBy a 1 HOPMAJIHA je Ha, PaBHU
v ¥ HeKa je [ paBaH Koja cajp:Ku IpaBy b 1 HOpMaJ/iHa je Ha paBHE v. Tama
jeS, =805, 18, =830, majed =508, =853085,085,085, =8308,.
Ba paBHE «, § BaxKu Jjia ¢y HOpMaJiHe Ha npaBoj AB peigom y taukama A, B,
na ciaenu gaje J = SgoS, = 7‘21@. OBumMe je gokazano ja je SpoSy = 7;@.

Hexka je J = Sa,,,, 0+ 084, 0S4, 0Sa,. Kako je Sa, 084, =T,

24, A3
o3HAYNMO ca B Tadky 3a Kojy Baxu ja je BiAs = Ay As. Jlobujamo j1a je
Em = Em = 84,08p,,majed =S84, 0084084, 08p, Te je
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J=384,, ,0-:054,054,08p,. CiimuHuM OCTYIIKOM Kao MaJIOIIPe, J001jaMo
na je Sy, 0 Sa, 0 Sp, = Sp,, e je By Tauka TakBa Ja je BoAs = B Ay, na
je J =845, 0...84, 084, 0 Sp,. Ilonasmajyhu nocrynak, na kpajy hemo
nooutn J = Sy, ©Sa,, ©Sp,_, = Sp,, WTO 3Ha4M 12 je J IeHTpaIHa
cUMeTpHuja.

4. Heka je o paBaH Koja cajip:ku Tadky P u HopMmaJsiHa je Ha PP’ u neka je
[ paBan Koja cajp:ku cpeauinre gayxku PP’ u Hopmasna je Ha mwy. Tana je
Tsp = 8p08a, maje J = T55 08, = §g085,08;. Pasmukyjemo npa ciy4aja:
1° PaBuu «, B, 7 npunajajy jeanom rmpameny. llomrro cy pasuu «, § meby-

cobno mapaJsiesine (jep cy nopmasue na PP’), oBaj ciydaj ce ocrBapyje ako
jemw L PP'.

P

o

p’e

Tana je J = S308, 08, = &, 3a HEKy paBaH 7y TOI' IpaMeHa, Tj. 3a HEKY
pasan 7y HopmaJiny Ha PP’
2° PaBuu «, 3, T He npunajajy jeJHom npameny, tj. m f PP’

Q
P

S
0
Heka je s = aNm npecedna npaBa paBHU «, T (OHA TIOCTOjU jep OBe PABHU
nucy napasenne). Tajga je Sq 08y = R 24(r,0) = Sar 0SSy, 1€ cy o, 7’ paBuu
KOje ce CeKy 110 IPaBOj § U OPUJeHTUCAHH yTao Jue/Ipa KOju Irpaje pasuu ', o/

je MCT! Kao OPUjeHTHCAHW yTrao /uejipa KOoju T'paje PaBHU T, (v, IPU 9eMy je
o L . Onasze crenn na je J =Sz 0S8, 0 Sy
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Pasuu o/, cy nopmaJsne, ma ce ceky 1o npasoj p = o N [. Cruean
na Baxku Sg oSy = S, = Sy 0 Sy, va€ ¢y o, f' paBHE KOje Cce CeKy 0
upasoj p u mehycobno cy mopmasme, npu demy je 3 L 7. Ilpema Towme,

j = SB/ o Sa// o 87|—/-

[Tomrro je npeceuna npasa p pasau o, B’ nmapanenna papau 7' u ' L 7/,
crenn ga je o || 7', na je Syr 0 S = 7;)7?, e je X € 7' nmpousBosbHA

nY € o’ raksa jga je XY L 7' a”. Bekrop XY je napasenan pasuu 3,
Ia. crenu ja jeJ =8goT 5w = gﬁ,
pediekcuja.

L~ .
oxy WITO 3HAYM 1a je J kJymm3ajyha
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Hexka je o pagan BB'C'C, [ pasan AA'C'C u v pasan AA'B'B. Ilo-
TpebHoO je JloKazaTh Ja je usomerpuja J = S, 08308, ximsajyha pediaexcuja.

Ilommro je CC" = aN B, ciemm ga je Sg o0 Sy = Recr24(a,8)- Hexa cy
o', 5" paBau Takse ja je o N[ = CC' u opujeHTHCAHN yTrao Juejpa Koju
rpajie paBHu ', 3’ jejHaK OpHWjeHTHCAHOM YIJIy JUejpa KOju Tpajie paBHU
a, B, upn wemy je B L . Tana je Sg oSy = Reocr24(a,p) = Spr © S, 11 je
J= Sy O‘Sﬁ' oS, .

gl
B
/

Pasuu (', cy HopmaJne, 1a ce ceky 1o npasoj x = ' N~y. Cuean jia je
S,083 =S8, =8, NSpr, tue cy B”,7 pasuu Koje ce ceKy 110 IPaBOj T U
MeDycobuo ¢y nopmase, npu demy je v L o Hakme, =38, 08z oS,y

\

[Tommro je npeceuna npasa x pasuu (37, napasenna pasau ', cieau ja

/ Z s _ s /
cy pasiu ', 3" napanenne, na je SgroSy = T, tie je X € o npoussosbha

nY € p” raksa na je XY L o, ”. Bekrop XY je napasenan paBau 7', na
3aKk/bydyjemo na je J = Sy o Tzﬁ = gw/ o3y WITO 3Ha4M Ja je J kiusajyha
pediekcuja.

6. Heka je J =S, 0S,. Tun nuzomerpuje J 3aBucu o1 Mel)ycoOHOTr mos10Kaja
npaBux p, q. /IBe mpase y mpocTopy MOTY IPUIAJATH UCTO] PABHU WU MOXKE
Jla He TOCTOjU paBaH Koja ux cajpKu. JIBe mpaBe y paBHE ce IOKJIAIA]Y,
CEKy Y jeJIHOj TauKW WM Cce He CeKy (Tajia Cy mapajiesiHe), a ako He [MOCTOjU
paBaH Koja CcaJIp:Ku JIBe IIpaBe, OHJIa Cy OHE MUMOWJIa3HE.

1° Ilpase p, ¢ ce nokmnaajy. Taga je J=3S5,085, =¢£.

2° Ilpage p, q ce cexy y Taukn S. Heka je m paBan Koja caJpKu mpase p, ¢,
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HEKa je (v paBaH KOja CaJp:KW IpaBy p U HOPMAJIHA je HA PABHU T U HEKa
je [/ paBan Koja caJip:Ku ¢ U HOpMaJIiHA je Ha pasau 7. Tauka S upunaja u
IIPaBO] P W MPaBO] ¢, Nla MPUIAJa U PABHU (v U PaBHU (3, IIa ce OHE CEKY II0
npaBoj s. Taxobhe, paBan m je HopMmaJiHa Ha obeMa paBHUMA «, (3, Ta CIeIn
Jla je HOpMaJiHa Ha IUXOBOj Ipecevno]j npasoj s. Cieau na je S, = S, 0 Sy
S, =8083 mnajed=35,085,=8,08,08083=35,083=TRs248,0)
Opujentucanu yrao juejapa 4uje Cy IJbOCHU [3, ¢ jeJIHAK je OPUjeHTUCAHOM
yriy m3mely mpasux g, p, ma je J = R a4(q.p)-

3° Ilpase p, q cy napanenne. Taja je, ciiauno kao y 3. sajgarky, J = Tz, e
je A mpomsBosbHA TadKa IpaBe p u B je Taduka npaBe ¢ TakBa 1a je AB 1 p,q.
4° TIpase p, ¢ cy mumonsiazue. Taja IocToju iIUXoBa jeIMHCTBEHA 3aje THITIKA
nopmaJjia n. Heka je a paBan Koja cajp:Ku 1pase p,n, 0 paBaH Koja CaJIpKu
mpaBe ¢,n, 7 paBaH KOja CaJIpKU P U HOpMaJIHa je Ha MpaBoj 1, a § paBaH
KOja caJIp:Ki ¢ M HOPMaJIHa je Ha 1paBoj n. PaBHU a7y ce ceKy 10 1mpaBoj p,
a TIOTIITO PaBaH (v CaJIpKM IIPaBY N KOja je HopMaJiHa Ha PABHU 7y, CJIEIN Jia je
a L ~y. IIpema Tome, S, = S, 0 S,. Cimuno, pasuu f3,d ce cexy 10 IIpaBoj q,
a TOIITO paBaH [ cajp:Ku IpaBy N Koja je HopMaJIHa Ha PABHE 0, CJIEIH J1a je
B L d. Ilpema Tome, Sy = SgoSs, maje J =8,05, = S,085,085308;. Pasan
[ caap:ku paBy n Koja je HopMaJIHa Ha paBHE 7, na je f L v. Cremn 1a je
J=8,08308,08;s. PaBmn a,  ce ceky 1o mpaBoj n U yrao Jueqpa dmje
cy mwpocHu «, 3, na je S, 0 Sg = Ry 04(qp)- Takobe, pasuu v, 0 cy nopmasme
Ha 1paBoj n, ma je vy || 6. Cneqn ma je S, o S; = T,53, T/e je Tpecedna

2
Ta4dKa IIpaBUX P, U B IIpecedHa Ta4dKa IIpaBUX ¢, 1. HpeMa TOME, CJjien Oa

je 3 =TRuzeaw © Tpz = 2,004 254"

7.
R

Q
P

Heka je J = Zgp 0 Z53 0 Zgp. llomro Baxu ja je Zgp = Sop o Tgp,
Zoﬁ = 72% 0Soq u Z53 = Sor © Tsp, cnequ jna je

J=Sor o Tgz 0 Tgg © Soq © Sop © Tgp-

Kowmmozunuja TpaHCHz?Jqua T3 © 50 je TpaHCJIaLLHja 7’0ﬁ +Ofy & H& OCHOBY
IIPETXOJHOT 33JaTKa je Spg © Spp poTalja OKO IpaBe Koja je y Tauku O
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nopmasina za O P, OQ), mro je npasa O R, 3a JIBOCTPYKHU yrao KOju 3aKJ/Ialajy
npase OP,0Q), a 1o je oupyzxkenn yrao. akie, Sog o Sop = Sor, 1a je
J = Sor o 7?)@+@ o Sor © Tgp. Ha ocnosy Teopeme o TpaHCMyTaLH/IjI./I je
Sor © 7’0@ Lon © Sor TpaHcIanmja, na je J KOMIO3UIMja Te TPaHC/IAIH]e H
TpaHcaanuje 753, mTo 3HaUM Ja je J TpaHciaanumja.

8.

Heka je o paBan Koja cajpxKu 1bocan Sbe, § paBaH Koja CaJIpP:KU ILJbO-
can Sac m vy paBaH Koja cajapxku mwbocan Sab tpuenpa Sabe. Ilorpebno je
JoKazaTn Ja je nzomerpuja J = S, o Sg 0 S, ocHoporanuona pedJiekcu;ja.

PaBuu «, § ce ceky 10 paBoj Koja capKu UBHILy Sc¢ (03HAYUMO je ca ¢),
ma je Sg 0 So = Reos(a,p). Heka cy o, ' pasnm Takse ga je o' N = cu
Lo/, B') = £L(a, B), npu gemy je B L v. Tana je Reos(a,p) = Spr © S, 112 je
J= Sy O‘Sﬁ' oS, .

S
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Pasuu (', cy HopmaJHe, 1a ce ceky 1o Hekoj npasoj p. Cienn na je
S,08y =8, =8, 08, rae cy /", paBHu Koje ce CeKy II0 LIPaBOj p U
Mebycobno cy nopmasnse, npu demy je v’ L o', Cieqn naje J =S, 0808,

S

Tauka S upunaja npecednoj npasoj ¢ pagau o, f') a upunaga u npece-
qHOj ipaBoj p pasuu 57, ~". Ciuenn jna Tauka S npurnaja pasauma o, 57, na ce
OHe CeKy 10 IpaBoj ¢ Koja cajpxu Tauky S. [akie, Sgr o Sor = Ryas(ar p)-
Pasan 7/ je nHopmasna na pasauma o, 5, m1a je Hopmasina Ha npasoj q. Ciieaun
Ha je J = 8y o Ryosarpry = Ry2s(a pr)ys Ti- Ja je T 0OCHOPOTAIMOHA Pe-
dutekcuja.

8 XunepbosmdKa reomMeTpuja

o caj cMO M3ydaBasn eyKJIMJCKY IeOMeTPHjy, Koja je 3acHOBaHa Ha O
rpyiia akcuoma (MHIMJEHIINje, PAcIiope/ia, HOLYIapHOCTH, HEIPEKUIHOCTH 1
napaJjiesHoctn ). HaBennmmo Kako raci akCHoOMa TapasieTHOCTH.

Axcuoma (Ilnejdep). Iocwmoje Upasa a u wWwawka B xoja joj me uputaga
wakxee ga Y ruma ogpehenoj pasnu He TOCTWOU 6uwe 0g jeghe TUpace Koja
cagporcu Wwavky B, a ¢ upasom a Hema 3ajegruMkur WavaKa.

B

a

Ha ocnoBy ocrtaymx rpylia akcmoma JI0Ka3yje ce Jla aKo IOCTOje IpaBa a
u Tadyka B ¢ oBOM 0COOMHOM, OH/JIa CBAKA IIpaBa U Tadka KOoja joj He IPHUIa/ia
nmajy oBy ocobuny. IIpocruje pedeHo, 3a cBaky IpaBy a U Tauky B Koja joj
He NpUIIaJia BaxKu Jia y mbuMa ojipelenoj paBHu MOCTOjH jeIMHCTBEHA TTPABa
Koja caJip:ku B u napaJieina je ca a.
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OBa akcuoma je xubajiamMa rojinia OKyImnpaJsa Hajsehe MareMaTuyake yMo-
Be. Eykimicka reomerpuja je cMarpaHa 3a jeJIuHy ,UCIHPABHY TIeOMETPHjy
U MHOT'H Cy TIOKYIIaBaJIu Jia JOKaXKy Jia je OBa aKCHOMa IOCJIE/IUIA aKCUOMa
u3 ocrajux rpyna. Mehyrum, ucrnocrasusio ce jia To Huje moryhe. Pazjor
je Taj mITo je oBa akcmoMa He3aBUCHA OJI ocTajuX. lIpema Tome, cacBum
je MCIpaBHO MMOCMATPATH I'€OMETPHjy Y KOjOj MOpeJ| aKCHOMa IIPBE YeTUPU
rpyiie Baxku u cjejeha akcruoma.

Axcuoma (Jlobauescku). I[octoje upasa a u Wwauka B xoja joj ne uputiaga
waxee ga Yy ruma ogpehero] pasnu TOCTLOJU uULe 0 jeghe Upase Koja Ca-
gpotcu, Wavwky B, a ¢ Gpasom a wema 3ajegHUMKUT THAUAKA.

B

a

CiyimyHO Kao MaJIolpe, M3 OCTAJINX aKCHOMa JIOKa3yje ce Jia aKo MOCTOje
npaBa a U Tadka B ¢ oBOM 0coOMHOM, OHJIa CBaKa IpaBa U Tadyka Koja joj
He MpUIaja uMajy oBy ocobmHy. /Jlakie, ako ycBOJIMO OBY aKCHOMY, OH/JIa
3a CBaKy IpaBy a W TadyKy B Koja joj He Ipuiiaja BaxKu ja y muMa oapebe-
HOj paBHH IIOCTOje Oap JiBe IpaBe Koje cajipyke TadyKy [ m Hemajy 3aje iHu-
YKUX Tadaka ¢ IpaBoM a. ['eomerpuja 3acHOBaHA HA OBOj AKCHOME HA3UBA CE
TUTEPOONUYKOM TEOMETLPUJOM.

B

a

[Ipumerumo J1a oBjie HUje yHOTpeb/beH M3pa3 ,lapaJiesiie’, Kao IITO je
TO OWMO ciIy4aj y eyKJInJIcKoj reoMerpuju. Paszmor Tome je mTo Hehiemo cBake
JIBe JIUCjyHKTHE IIpaBe jejHe paBHU 3BaTU IapaJiejnuM, Beh camo one Koje
ucnymanajy oxapeheno csojcrBo. Hamme, Heka je a nmpaBa m B Tadka Koja
joj me mpunama. Y muMma ojpehenHoj paBHU, TOCMATPAJMO CBE IOJIyIIPaBe
qnje je TeMe Tauka B. Heke om Tux moiaynmpaBUX ceKy IpaBy a, a HEKe
je me cexy. CKyn cBUX THX IMOJIyIpaBux Moryhe je, Jakje, MOJCJIUTH Ha
JBa MOJICKyTa (OHUX KOje CeKy @ W OHe KOje je He CeKy), NMPH YeMy CBaka
MoJTyIIpaBa IpUIaa TadHO JeJHOM OJI THUX CKYIIOBa M He IIOCTOjU HUjeTHA
[paBa u3 jeJHOr MOJCKYIa Koja ce Haja3u ,u3Mely” HeKux JBejy u3 JIpyror
HoJIcKyIa (JaKie, He OCTOjU TIOJYIIpaBa Koja He cede a, a Hajuas3u ce u3mehy
HEKUX JIBejy KOje je ceKy, Kao HU IOoJIyIIpaBa Koja cede a, a Hajga3u ce m3Mely
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HEKUX JIBejy Koje je He ceky). Ha ocHOBY akcmoMa HENPEKUIHOCTH JOKA3yje
ce JIa MOCToje TavHO JIBe TOJIYIIPaBe Koje cy 'PAHUYHE, Tj. KOje ce Hajla3e Ha
IrpaHnIN U3Mely OHIX Koje CeKy M OHUX KOje He CceKy IpaBy a. Te rpaHuvHe
MOJIyTIpaBe He CeKy MPaBy a U HUX HA3UBAMO UAPAAEAHUM TIPABOj @, & TaKO
HA3UBAMO W IIpaBe Koje cajpxke Te moJynpase. (CBe ocrajie mpase Koje He
CEeKy IpaBy a Cy xulepuapasenne 1PaBoj a.

OBakBa jiebUHUIIja TAPAJIETHOCTH YBOIM C€ U Y €YKJINJICKO] Pe€OMETPH]H,
a IVIAaBHY Pa3/IKy n3Mely eyKIUICKe W XUMepOOJIMIKe FeOMeTpHje IMHU TO
IITO Cy OBe TOJIyIIPaBe y eyKJINJICKO] TeOMETPHjH MOJIyIIpaBe Koje IPUIaIajy
jenHoj mpaBoj, a y XunepbonyKoj reOMETPUjU OBe TOJIyIIpaBe MPUIAJIA]Y
ABEMa Pa3sHUM NpaBUMA.

Xurepboimika reoMeTpuja uMa J0CTa CJAMIHOCTU C eYKJIUJCKOM T'eoMe-
TpUjoM, jep Jiesie detupu rpyme akcuoma. CBe Teopeme eyKJIHUJICKe reoMe-
Tpuje, Koje ce Mory joka3aru 6e3 xopumihema [liejdepoBe akcmome n mwe-
HUX TIOCJICJINIIA, BaxKe W y Xunepbosmydkoj reomerpuju. llpumepn oBaksux
TeopeMa Cy CTABOBH O IMOJYJAPHOCTU TPOYIJIoBa (HABEJECHU y TJiaBu 1), 110-
CTOjarbe jeIMHCTBEHE MIPaBe jeHe PaBHU KOja CaJIPyKU JIATy TauKy U yIpaBHa
je Ha garoj npasoj, Komujesa Teopema 0 HOPMAJHOCTH IIpaBe U PaBHU, I10-
CTOjare jeJIMHCTBEHE IIPaBe Y IIPOCTOPY KOja CaJIpyKU JIaTy TadyKy W yIIpaBHA
je ma naroj paBuu utia. Mcro Tako, Teopeme eyKJIHMICKE TeoMeTpuje, Koje
ce He MOry JiokazaTu 0e3 kopuiithema [lnejdepose akcrmome n meHUX MMOCTIE-
Jiana, He Bake y xurepbosnmdkoj reomerpuju. llpumepu oBaksux Teopema
Bujiehemo kpo3 3ajiaTke. HaBegumo camo Heke K/bydHe CTBapu KOje Baxke y
XUNEPOOITIKOj T€OMETPU]H.

1. 36up yryoBa Tpoyria je marmu o 180°.

2. 30up yryioBa IPOCTOT, paBHOT YeTBOpOyIIa je Mamu 360°.

3. IlocToju mpaBa y paBHM HOpMaJIHA Ha JeJITHOM KpakKy OIITPOI yIJia KOja He
cede ILeroB JIPYIu KPak.

4. Henrpayimu yrao je Behu oJ1 JBOCTpYKOr ojrosapajyher mnepudepujckor
yIiIa.

5. IlocTroju Tpoyrao oKo Kojer ce He MOKe OINUCATH KPYT.

Ha oBoMm mecty je 1006po Harimacutu jia 30up yriosa y Tpoyriy Huje buk-
cupan yrao koju je mamu o 180°, Beh 1a ce oH pazjmKyje oJ1 TPOyIJa JiO
Tpoyria. Mern 3ak/pydak BayKu M 3a IIPOCTE, PaBHE Y€TBOPOYIJIOBE.

[TomTo mapaJsesTHOCT HeMa MCTU CMHCA0 Kao Y €YKJMJICKO] FeOMeTPHjH,
HEMaMO TapaJjesorpaM, HUTH TBphema Be3aHa 3a mapastesorpam. llomro je
30Up yIVIOBa CBAKOI' IIPOCTOT, PABHOI Y€TBOPOYIJIa Mamu o1 360°, He mocToju
YeTBOPOYrao C YeTUpH IpaBa yIvVia, I[1a He IMOCTOjU HU IIPABOYTaOHUK. Y
namepu Jia Jiokaxy [liejdepoBy akcnomy Ha OCHOBY aKCHOMAa OCTAJIMX I'PYIIA,
marematundapu bH. D. Cakepn u J. X. Jlambepr mocmarpasn cy oapehene
BPCTE YEeTBOPOYIVIOBA W TMOKYIIABAJIN Cy Jla JOKaxXKy Jila OHH MOpajy OuTu
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npasoyraonunu. Hasemumo nedbunuiimje oBuxX 4€TBOPOYIVIOBA.

Hedunnumnuja 59. Heka je ABC'D derBopoyrao y paBHHM TakKaB Jia BarKu
ADAB = AABC = 90° u AD = BC. OpakaB 4eTBOPOyrao Ha3WBa Ce
Caxepujes wewmsopoyiao. Crpannma AB nHasuBa ce ochosuya CakepujeBor
qeTBOpOyIIIa, crpanuna C'D nasusa ce UpowusoCHo8UYaG, & TIOLyIapHe CTPa-
uure AD, BC naszusajy ce 6oune cipare CakepujeBOT I€TBOPOYTIIIA.

D c

A B

Hedunumnuja 60. Heka je ABC'D derBopoyrao Koju nMa TpH IIpaBa yIJia.
OBakaB "eTBOpoyrao Hasupa ce JIambepiios wetmsopoyiao.

D

A B

VY eykumjickoj reomerpuju jacuo je ja cy CakepujeBu u Jlambeprosu te-
TBOPOYIJIOBU IIPABOYTaOHUIIUA. Y XUIIEPOOJIUIKO] T€OMETPUjU, OBH YETBOPO-
YIVIOBA HUCY TTPABOYTAOHUIIH.

Y XunepOboJIMIKOj NeOMETPUjU BayKe CBUX IIET CTABOBA O IOJYJIaPHOCTU
TpoyryioBa. Vcrnocrasiba ce Ja IOCTOJU JOII jeJilaH CTaB O MOy IapHOCTU TPO-
yIJIOBA.

CraB 5 (YVV). Hexa cy gatiu wpoyirosu NABC uw ANA'B'C'. Axo sasicu
ABAC = AB'A'C'", LABC = LA'B'C", LACB = LA'C'B’, onga caegu ga
je ANABC = NA'B'C'.

Iocnenuua. V xutiepboruvko] 1eOMETPUU CAUNHOCTE Je UCTHO WO U TUO-
9YgapHocT.

OBakaB cTaB O MOYAAPHOCTH TPOYIJIOBA, TIONOTOBO 300T CBOje JMPEKTHE
HOCJIeTUIIE, JIe/Iyje MPOTUBPEYIHO, jep je y cylnpoTHocTH ¢ TajiecoBoM Teope-
MoM. Takobe, xomoreTnja, Koja MoxKe Ja ce jiepuHUIIe U Y XUIEPOOJTIKO]
reOMeTPHUjH, JIe/Iyje Kao OCHOB Jia Ce IOCYMIba y TAYHOCT OBOI' CTaBa U Hhe-
rose nocjiesure. MehyTum, ucnocrasiba ce jia, HapasHo, TajiecoBa Teopema
(a caMUM THUM U HbeHe MOCJIeIUIe), He BayKe Y XUIepOoInIKOj NeOMEeTpH]H,
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a XOMOTEeTH]ja, MAKO Y eyKJIUJICKOj T€OMETPUjU IIPEJICTaB/ba TPAHC(HOPMAIIH]Y
CJMYIHOCTH, Y XUIIEPOOINIKO] FeOMeTPHjU He MpeacTaBsba TpanchopMaliujy

CJINYIHOCTH.
B

b

A a

Bparumo ce akcnomu JIobavueBckor u JlepuHUATIA] U TAPAJIETHOCTH ITPABUX.
Heka je a npaBa u B Tadka Koja joj He npunaja. Heka je A momHoxje HOp-
MaJsle U3 Tadke B Ha mpaBoj a m HeKa je Bb jemHa o /Bejy MOJyIPaBUX C
TemeHoM B Koja je napaJiesina mpaBoj a. [lomrro je nonynpasa Bb rpanudna
HOJIyIIpaBa, Koja pasjiBaja IMojylpaBe ¢ TeMeHoM B Koje ceKy IpaBy a OJf
OHUX KOje je He CeKy, cjieJin Jia OMIo Koja MOoJIylpaBa ¢ TeMeHoM B, koja
nputnajga yrry £ ABbD, cede ipaBy a. Jlakije, ako je nosynpasa Bp Taksa Jia
je LABp < £LABb, ouna Bp ceue a, a ako je LABp > £ABb, ouna Bp He
ceve a. [lakie, na 6u ce jgobusa nosaymnpasa Bb Koja je mapaJiesina 1npasoj a,
oTpebHo je o nosymnpase BA ommahu ce tadno 3a yrao £ ABb. Ako ce oj-
MaKHe 3a Mambe 0OJ Tora, rnojymnpasa Bp he cehu a, a ako ce ojiMakHe 3a BUIle
oJ1 Tora, Jjobuhe ce rosympasa Koja IIpuiia/ia IpaBoj Koja je XuieprapaJie/na
mpaBoj a. 3ato ce yrao ¢ = £ ABb HazuBa yui0M UapaseAHoCTu.

YVrao napaJieJJHOCTH je, HapaBHO, Moryhe JjieUHUCATH U Yy €yKJINJICKO]
reoMerpuju. MehyTumM, y eyKIMICKO] T€OMETPHUjH je yrao IMapaJieTHOCTH
yBEK IIpaB, IIa HUje MPETePAHO 3aHUMJ/bUB 338 pa3MaTpaibe. 3a Pas3juKy O/l
eYKJIMJICKE TeOMeTpUje, y XUIepooJInIKOj FeOMETPHU)U je yrao ImapaJieIHOCTH
yBek omtap. Hapasno, merosa BpeJIHOCT HUje HEKU (DUKCHPAHU OIITap yrao.
Huje Termko 1okazaTn jga yrao mapaJie;JHOCTH 3aBUCH CaAMO O] JIy’KUHE Ty KU
AB. Baro je moryhe gedunncarn dynuxujy II : (0, +00) — (0, ), koja
cimKa JiyxKu y oaroapajyhe yriose mapasennocru. lakie, [I(AB) = .
OBa dyukiuja naszusa ce @yrryujom Jlobavwesckoi. Ona je HenpekuHa,

m

crporo omajajyha n sazkn lim [I(z) = § m lim II(z) = 0. Ilomro je
z—0+ T—>+00

crporo onajajyha, mocroju men unseps 1171V sanamuma hiemo cmarpaTu
na cy dyaxnmje I, 117! mosnare.
[MITo ce Tnye xunepnapaJie/;IHOCT, BaxKu cJiesieha Teopema.

Teopema 45. /[se Tpase y pasnu cy TuTepuapaseste axo U camo aKo Uo-
CWoJu UPasa n Koja je yupasHa wa obema. Axo waxea upasa TOCWOJU, OHA
Jje jequrciieena.

Ako 6u mocTojasie JiBe 3ajeJHIYKE HOpMaJje XUIeplapajeHIX MpPaBux,
ILIXOBE IIpecevne Tadke ca TUM IIpaBuMa Oujie 6u TeMeHa IPaBOYTraOHUKA

186



(ueTBOpOYIIA KOjU MMa YeTHPHU IIpaBa yIija), a IpaBOyraoHUK HE IIOCTOJU Y
XUNEPOOIMIKOj T€OMETPU]H.

CrioMeHnMO jOIIT KOju TUIIOBH IIPAMEHOBA IIPABUX MIOCTOje Y PABHU XUIIEP-
OoMIKe reoMeTpHje.

Hedbunnumnmja 61. 1. Ckyn cBux npaBux jejHe paBHH Koje CaJIpKe HEKY
TauKy S Te PABHU YUHE eAUUWUYKY UPAMeEH, Tj. UPaMeH KOWKYPEHTHUL
upasuzx. Tauka S je cpegquwitie TOr paMeHa.

2. CKyn CBUX IPaBUX jejlHe PABHU KOje Cy IapaJjieiHe HEKOj IMOJIyIpaBoj As
Te paBHU, 3ajeHO ca IMPaBOM KOja CaJIpKH Ty TOJIYIPaBy, YUHE UapabosuwKy
upamen, Tj. Upamen Tapasearur upasur (y UCTOM cMepy ).

3. Ckym cBUX IpaBUX jeJHe paBHU KOje Cy yIIpaBHE HAa HEKOj MPaBOj S Te
pPaBHU YHHE TUUEPOOAUNKU UPaMEH, Tj. Upamer TULePUaparesHur UpaBuT
KOje UMajy HUCTY 3ajeJITHnYKy HopMmaJsy s. llpaBa s je ocnosa Tor npamena.

T\

Heka je X npamen npaBux y paBHE n X HPOU3BOJ/bHA TadyKa T€ PaBHU
KOja HHUje CPEeJUINTe eJUNTHIKOr mpamMeHa (ako je X eJUITUYIKH [IPaMeH),
OJIHOCHO He TPHIaJa OCHOBH XHUIIEPOOJMYKOr mpamMena (ako je X xumep6o-
JIMYKHU TpaMeH). Buuyuka je CKyIl Tadaka y paBHH KOje Cy OCHOCUMETPUTHE
tadkun X y oJHOCY Ha mpaBe npameHa X. Ako je X' eJMIITHYIKKA IIpaMEH ca
cpeauiTeM S, eMUIUKI je kpyl ca uenwpom S u moayupeunurom SX. Axo
je X mapabosmvKu mpaMeH, eMuinKiI je opuyuki. Aro je X xumepOomaKkn
paMeH ¢ OCHOBOM S, E€MUITUKJI je CKYIl CBUX TadaKa y paBHU 4Hje je pacTo-
jame oJ] mpaBe s UCTo Kao pacrojame h tauke X oj mnpase s. Taj enmmukit
HA3UBA CE eKBUJUCTLAHULE C OCHOBOM S U 6UCUHOM h.

1. Heka cy M, N pejom cpejutira ocaoButie AB u nporusocuosuiie C'D Ca-
kepujesor derBopoyria ABCD. Jlokaxkumo na je M N 3ajeHIYKa HOpMAJIa
npasux AB,CD, onakse he ciaequtn jga cy oBe IpaBe XUIepIapaJseHe.

D c
N
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[Toemarpajmo Tpoyriose AAM D, ABMC'. Tlomro je AM = MB (jep
je M cpemumre AB), K DAM = LCBM = 90° u AD = BC (jep je ABCD
CakepujeB ueTBOpOyrao), Ha ocaoBy craBa CYC cie/in a ¢y 0BU TPOYIJIOBH
nopyapau. Jakme, ciemn ma je MD = MC, ADMA = £CMB = o n
AMDA = LMCB = 1. Ilocmarpajmo caga tpoyriaose ADNM, ACNDM.
[omro je DN = CN (jep je N cpemumre CD), DM = CM (nobujeno
u3 nperxojne nogyiaapuoctu) u NM = NM, ciequ ja cy OBH TPOYIJIOBU
noayapau.  Ilpema Tome, omaBme ciemu jga je KMDN = AMCN = 0,
ADMN = LCMN =nu AMND = LMNC = «. Hame, ciean jma je
LADC = LADM +AMDN = )+0 = LBCM + AMCN = £BCD wu na je
AAMN = LAMD + ADMN = p+n=ALBMC+ LCMN = LBMN = 5.
[Tomro je 180° = LAMB = LAMN + ABMN = [+ [ = 203, ouza je
B =90° maje MN L AB. Takobe, nomro je 180° = L DNM + LACNM =
a+ a=2aq,o081a je « =90° na je MN L CD. Jakne, M N je 3ajesHnara
nopmaJia npasux AB, C'D, mTo 3HaYH j1a Cy OHE XUIIepIapaJseHe.

2. V nperxoHoM 3a7aTKy cMo jokazann ja je L ADC = LABCD = ~. [a-
KJIe, YIVIOBH Ha IIPOTHBOCHOBUI Cy TOyIapHu. lIpermoctaBumo cympoTHO,
Jla Cy OBHU YIVIOBM TpaBM WIM Tymu, Tj. Ja je v > 90°. Tama 3a 30up
yrioBa derBopoyria ABCD Baxu £ DAB + LABC + £BCD + LADC =
90°+490° 4~y 4+~ > 180°+2-90° = 360°, mTo je y KOHTPAJIUKIUJU C YUHHEHN-
IIOM JIa je 30up yIJIoBa IIPOCTOT, paBHOI YeTBOpoyIyia Mamu oj 360°. Jlakie,
nmpeTrocTaBka Ja je v > 90° mumje tauyna, na je v < 90°, mro 3maun s1a Cy
YIJIOBU H& MPOTUBOCHOBUIIM TIO/Iy/IAPHU W OIITPH.

3. Heka cy ABCD, A'B'C'D” JlambepToBI 4€TBOPOYTJIOBH C OIITPUM yTJIO-
BUMa Koj Temena D, D’.

a)

Heka je AB = A'B’, BC = B'C’. Kako je u LABC = LA'B'C’ (upasu
yriosn), npema craBy CYC cienn ma je AABC = ANA'B'C’. Tlpema Tome,
AC = A'C', KBAC = AB'AC" = ¢y u {BCA = £B'C'A’ = 1. Yriosu
ADAB,{D'A’B’ cy npasu, na cieau ja je £ DAC = 90° — o = LD'A'C".
Cimuno, £ DCA =90° — = LD'C'A’. Jlakne, npema craBy YCV ciemn 1a
je ADAC =2 AD'A'C' naje AD = A'D', CD =C'D'"u LADC = LA'D'C".
[Tpema Tome, yersopoyrinosu ABC D, A'B'C’' D' umajy nojyjiapHe cTpaHuie
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n yrjiose, 1a Cy M1 OHU MGEYCO6HO IOy IapHU.
6)
D D’

c c’

B A B’

Heka je AB = A'B',AD = A'D’. Kako je u LBAD = AB'A'D’ (upasu
yruosn), npema craBy CYC crenn na je AABD = AA'B'D'. Tlpema Towme,
BD = B'D', LAABD = LA'B'D' = pu {ADB = L{A'D'B’ = 1. Yruosn
LABC, L A'B'C" cy npasu, na cieau jga je LDBC = 90° — o = LD'B'C".
Takobe, L BCD = £B'C'D’ (upasu yriosu), na npema crasy ¥ YC cienn
ABCD = AB'C'D'. Hakne, ciemn na je BC = B'C', CD = C'D' n
ABDC = AB'D'C" = 0. Kako je LADC = o+ 60 = LA D'C’, ciiequ na cy
gerBopoyriaosuma ABC D, A’B'C' D' nonynapse cBe cTpaHUIlEe U YIJIOBU, 14
cy u oHu Mel)ycoOHO 101y TapHU.

Hamomena 14. JlonarHo, jokasaum cMo ja ako cy ABC'D, A'B'C'D’ Jlam-
6epTOBM YETBOPOYIVIOBU C OMITPUM yTJIOBHMa Koi Temena D, D’ taksu ja
je BC = B'C',CD = C'D’, ouya cy oun mehycobHO mojyjapau. 3aucra,
ako npomMeHuMo umena taukama A, B,C.,D y P,N,M,Q u A, B',C". D" y
P N M Q' ouma cy MNPQ,M' N'P'Q)" JlambeproBu 4eTBOPOYIJIOBU C
oIITpuUM yrioBuMa KoJl remena (, ()’ raksu na je MN = M'N', MQ = M'(Q)’,
na je, Ha ocHoBy mperxoanor, MNPQ = M'N'P'Q)’. C ob3upom Ha TO Ja
cy MNPQ,M' N'P'Q" npyra umena 3a uderBopoyriose ABCD, A'B'C'D’,
crnemn na je ABCD = AB'C'D'.

B)

D DI/

A A B A B’

[Tpernocrasumo ja je AB # A'B’'. Be3 ymamema ONIITOCTH, MOXKEMO
npernocrasutu Ja je AB > A'B’. Tana na jayxu AB nocroju tauka A”
rakBa Ja je A”B = A'B’. Heka je n nopmasna na AB y tauku A”. Ilpasa n
ceue mnyx C'D. 3aucra, npaBa n cede ay:xk AB y tauku A” u He cede ayxK
BC, 3aro mrro cy n u BC xunepnapasente (AB uM je 3ajeHudKa HOpMAJIa),
na wa ocnoBy Ilamose akcuome n ceue jnyx AC. ITlomro n He cede HE JyK
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AD, zaro mrro cy n u AD xunepnapasesne (AB uM je 3ajesHndka HopMadia),
Ha ocHoBy llamose akcuome n cede jiyxk C'D y Hekoj rauku D”.

Yersopoyrao A" BC' D" je JlamGepTos, ¢ omTpuM yrjioMm Koi temena D"
u Baku A”B = A'B’ uw BC = B'C’. Ha ocHoBy nena a) ciaeau na je
A’"BCD" = A'B'C'D', na je A"D" = A'D' = AD. Cuenu na je de-
tBopoyrao AA”"D"D Caxepujes, na cy yriuosu L ADD" £ DD"A” na mupo-
rusocHoBuin D D" omrrpu.  Mehyrum, u yrao £ A”D"C je omrap, una je
180° = £DD"C = £DD"A" + LA"D"C < 90° + 90° = 180°, o je mne-
Moryhe.

Haxe, npernocraska ja je AB # A’B’ je morpemna, na je AB = A'B’.
[Tomrro Jlambeprosu wersopoyriosu ABC D, A'B'C'D’ 3anoBosbaBajy ja je
AB = A'B', BC = B'C’, na ocHoBy jeja a) cjein ja cy oHu MeljycoGHO
HOJLYIAPHHU.

r) IIpernocrasumvo na je AB # A'B’. Be3 ymamerma ONIITOCTH, MOXKEMO
npernocrasutu ja je AB > A'B’. Tana ma nyxku AB nocroju tauka B”
rakBa Ja je AB” = A'B’. Heka je n nopmasa na AB y tauku B” u Heka je

C" nopmoxkje HopMasie u3 D Ha 1paBoj n.
/

X c
C’

B" B A B’

Yersopoyrao AB"C" D je JlambepToB, ¢ omTpuM yrjaoM Koj remena D u
Baxu AB” = A'B', AD = A'D’', na Ha ocHoBy jiesia 6) cjeau Jia cy 9eTBOpO-
yriaosu AB"C"D, A'B'C' D" nonynapuau. Haxme, DC" = D'C' = DC'. Heka
je X mnpeceuna rauka npasux n,C'D. Tauka X je pazmuunra o tauke C”,
jep je DC” = DC', na 6u onya rauke C, C” 6ujie wjeHTUIHE, IIITO 3HAYN Jia
6u u3 Tauke C' mocrojajie jiBe pasjndaure HopMmaJie Ha npaBoj AB (mpase n u
CB). Ilpema tome, Baxku B(B",C", X) wmu B(B”, X, C").

Heka je B(B"”,C"”, X). Tpoyrao ADC"C je jennakokpax, Ia Cy yIJIOBH
£DC"C, £DCC" nonynapuu u omrpu. Takobe, yrao L DC"”B" je npas (C”
je moguoxkje Hopmasie uz D ua B"C"), a yrao L B"C"C' je mamwn oy 180°, na
je 360° = LDC"B 4+ L B"C"C + £CC"D < 90° + 180° 4 90° = 360°, mrro je
nemoryhe.
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D D’
C/I Cl
c
A B’

B" B A

Heka je B(B",X,C"). ¥Yrao £DC"B" je mpas, na cieau na je yrao
ADC"C ryn. Mebhyrum, tpoyrao ADC"C' je jenHakokpak, na ClIead Ja
cy yrinosu £DC"C, L DCC" nopynapau u omrpu. Jlakie, yrao £ DC"C' je
MCTOBPEMEHO | OIITap U TYII, IITO je Hemoryhe.

Haxe, npernocraska ja je AB # A'B’ je norpemna, na je AB = A'B’.
[Tomrro Jlambeprou wersopoyriosu ABCD, A'B'C'D’ 3anoBosbaBajy Ja je
AB = A'B';AD = A'D’, na ocuoBy nena 6) cieau jna cy onn MehycoGHO
Oy IaPHU.

DI
mc DCI
B B’

)
D
A no B A

[Tpernocrasumo ja je AB # A'B’'. Be3 ymaimema ONIITOCTH, MOXKEMO
upernocrasutu ja je AB > A'B’. Tanma na nyxu AB nocroju tauxka B”
takBa ja je AB” = A'B’. Heka je n Hopmasia Ha AB y tauku B” un Heka je
C" nojmHoKje HOpMaJie u3 Tadke D Ha IpaBoj n.

Yersopoyrao AB"C"D je JlambepToB ¢ omITpuMm yriaoM Koj Temena D u
Baxku AB” = A'B'JAD = A’D’. Ha ocHoBy jena ©6) cieiu Ja Cy 9eTBO-
poyriosu AB"C"D, A'B'C' D" nonynapuu, na je LADC" = LA'D'C’, a 1o
npernocrasnu, dersopoyriosu ABC' D, A'B'C'D’ umajy nogynaphe yrioBe
kox temena D, D', ma je LADC" = LADC'. llpema Tome, tatuka C” mpu-
najia npasoj C'D, na yersopoyrao B” BCC” uma derupu npasa yria, MITO je
Hemoryhe.

Haxue, npernocraska ja je AB # A'B’ je norpemna, na je AB = A'B’.
[Tomrro JlambeproBu wersopoyriiosu ABC D, A'B'C' D’ 3anoBosbaBajy Ja je
AB = A'B'JAD = A'D’', na ocuoBy nena 6) cieau jna cy onn MehycoGHO
HOJLYIAPHHU.

)
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DI
D" C
C/I Cl
A B A/ B/

[TpernocraBumo ja je AD # A'D’. Bes ymamema ONIITOCTH, MOKEMO
upernocrasutu jia je AD > A'D’. Ha jpyxu AD nocroju tauka D’ Taksa
na je AD" = A'D’. Heka je C" nojguoxje nopmasie u3 D" na npasoj BC.

Yersopoyrao ABC" D" je JlamGepTos, ¢ omTpum yrioMm Koj Temena D n
Baxku AB = A'B',AD" = A'D’. Ha ocHoBy nena 6) cieu ja ¢y 4eTBOpOy-
riiosu ABC" D", A'B'C' D’ nonynapuu, na je L AD"C" = LA'D'C" = ¢, na je
£C"D"D = 180° — . Ilo upernocrasiu, dersopoyriosu ABCD, A'B'C'D’
umajy mnojyapse yriose koj remena D, D', na je £ D" DC = . daxie, 36up
yraosa dersopoyria D"C"C'D je 180° — ¢ + 90° 4+ 90° + ¢ = 360°, mrro je
Hemoryhe.

Haxe, nperniocraska ja je AD # A'D’ je morpemna, ma je AD = A’'D’.
[Tomrro Jlambeprosu dersopoyriosu ABCD, A'B'C'D’ 3anoBosbaBajy ja je
AB = A'B',AD = A'D’, na ocnoBy jena 6) cieau jga cy oun mehycobHO
HOJLYIAPHHU.

4. a)
D Cc D c’
A B A/ B/

Heka je AB = A'B’, BC = B'C'. Kako je u LABC = LA'B'C’ (upasu
yriosn), npema craBy CYC cienn ma je AABC = ANA'B'C’. Tlpema Tome,
AC = A'C', KBAC = AB'A'C" = p u {BCA = LB'C'A" = 1. Yriuosu
ADAB,{D'A’B’ cy npasu, na ciean ja je L DAC = 90° — o = LD'A'C".
Takobe, uerBopoyrinosu ABC D, A'B'C'D’ cy Caxepujesu, na je AD = BC
u AD" = B'C’, na Baxxu AD = A'D’'. Jaxue, upema crasy CYC cuenn
na je ADAC = AD'A'C’', na cnemn ja je CD = C'D', LADC = LA'D'C’
u LACD = LA'C'D" = 0. Ilpema tome, L BCD = ¢ + 60 = £B'C'D/,
na gerBopoyriosu ABC D, A'B'C' D' umajy nogymaphe crpanuliie u yriaoBe.
Cnenn ja cy onu mMelycoOHO Moy apHu.

6)
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D" lold D’ N’/ c’

A M B A M’ B’

[Tpernocrapumo ja je BC' # B'C’'. Bes ymamema ONIITOCTH, MOKEMO
npernocrasutu ja je BC > B'C’. Tana na nayxu BC nocroju tauka C”
rakBa jia je BC" = B'C’. Tlomro je AD = BC u A'D' = B'C’, na jayxu
AD mnocroju tauka D" taksa uga je AD" = A'D'.

Yersopoyrimosu ABC" D", A'B'C'D’ cy CaxkepujeBu dmje Cy OCHOBHIIE
AB,A’B’" takeu na je AB = A'B',BC" = B'C’, na cy Ha OCHOBY jena
a) osu uerBopoyriosu noayaapuu. Cieau na je C"D" = C'D' = CD. Hexka
cy M, N, N" penom cpeauinra crpanuna AB, C'D,C"D". Tlpasa M N je 3a-
jennnaka nHopmasa npasux AB,CD, a upasa M N" je zajeaauduka HOpMaJa
npasux AB,CD". Tlomrro y Tauku M mocToju je IMHCTBEHA HOPMAJIa Ha TIpa-
BOoj AB, cinemn na cy tauke M, N, N” komuneapue. Hersopoyrao N’ NDD"
je Caxepujes, jep je N'D" = 2C"D" = 1CD = ND u D"N",DN L N"N,
na cy yrinosu £ NDD" AN"D"D nonynapuu u omrpu. Mehyrum, u yrao
£LAD"N" je omrrap, na je 180° = LAD"N" + A N"D"D < 90° + 90° = 180°,
IITO je HeMoryhe.

Jakne, npernocraBka ja je BC' # B'C’ je norpemna, na je BC' = B'C'.
[Tomro Caxepujesu dersopoyriosu ABCD, A'B'C'D’ 3anoBosbaBajy na je
AB = A'B', BC = B'C’, na ocHoBy jiejia a) cjiefu jia ¢y oHH MeljycoGHO
HOJLYIAPHHU.

B) Ilpermocrasumo na je AB # A'B’. Be3 ymamerma ONIITOCTH, MOXKEMO
npernocrasutu ja je AB > A'B’. Tana ma nyxku AB nocroju tauka B”
takBa 1a je AB” = A'B’. Heka je n mpaBa koja je y Tauku B” HOpMaJsHa Ha
AB u neka je C” rauka npase n taksa ja je B"C"” = B'C' = BC = AD.

D X CD c’

C//

A B" B A B’

Yersopoyriosu AB"C"D, A'B'C'D' cy CaxepujeBu 4dmje Cy OCHOBHIIE
AB", A'B’, rakBu na je AB” = A'B’, B"C"” = B'C’, na cy Ha OCHOBY jie/ia
a) osu verBopoyriaosu nojayaapuau. Cienn na je C”"D = C'D' = CD. Tlpasa
n cede qayxx C'D y mekoj tauku X (Moxe ce jgokasaru nomohy Ilamose ax-
cuome, jep n cede AB u ne ceue BC, na ceue AC, a nomro He ceue nu AD,
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ouga ceue iy CD), a Tauka C” ce paziukyje ox Tauke X, jep Ou ce oHja

36or DC"” = DC rauke C”, C' nokmnanaje, ma 01 U3 Te Tauke IOCTOjasIe JIBE
pasmmanre HopMase Ha mpasoj AB. Ilpema tome, Baxu B(B”,C", X) nm
B(B", X,C").

Heka Baxu B(B”,C”,X). Tpoyrao ADC"C je jemnakokpak, ma cy
yrinosu £DC"C u £DCC" nonynapuu u omrpu. Hersopoyrao B”BCC”
je Cakepujes, jep je B"C" = B'C' = BC' u B"C", BC' 1. B"B, na cy yryioBu
AB"C"C u £ BCC" nonynapun u omrrpu. Takobe, wersopoyrao AB"C"D je
Caxepujes, na cy yriosu L ADC" u £ B"C" D nogynapun u omrrpu. Creu
na je 360° = L DC"C'+ LCC"B" + £B"C"D < 90° 4+ 90° + 90° = 270°, mro
je memoryhe.

C//
D c D c’

A B// B A/ B/

Heka Baxu B(B”, X, C"). Tpoyrao ADC"C' je jeqnakokpak, 1a cy yrjioBu
ADC"C u £DCC" nopynapuun n omrpu. HerBopoyrao B”BCC” je Ca-
kepujes, jep je B"C” = B'C' = BC u B"C”,BC" 1. B"B, na cy yriosu
AB"C"C n £BCC" nonynapuu u omrpu. Mebhyrum, oxja ciaeau ja je
ADC"C > £B"C"C = £BCC" > £DCC" = £DC"C, mrro je nemoryhie.

Haxe, npernocraska ja je AB # A'B’ je norpemna, na je AB = A'B’.

[Tomro Caxepujesu dersopoyriosu ABCD, A'B'C'D’ 3anoBosbaBajy na je
AB = A'B’, BC' = B'C’, na ocHoBy jiesia a) cjieau jia ¢y oHn MehycoGHO
HOJLYIAPHHU.
r) IIpernocrasumo ja je BC' # B'C’. Be3 ymamerma OIIITOCTH, MOXKEMO
npernocrasutu ja je BC > B'C’. Tana na mayxu BC' nocroju tauka C”
trakBa Ja je BC"” = B'C' u na nyxu AD mnocroju tauka D" takBa na je
AD" = A'D' = B'C".

Yersopoyrimosu ABC" D", A'B'C'D' cy CaxkepujeBu dmje Cy OCHOBHIIE
AB, A'B’ raksu na je AB = A’B’, BC"” = B'C’, na cy nHa oCHOBY JieJia &) OBI
yerBopoyriosu noayaapuau. Ciemu jga je £ D"C"B = LD'C'B' = £ DC B, na
je £D"C"C =7 — £DCB. Cnuno je u £C"D"D =7 — £DCB. Mehyruwm,
36up yruosa dersopoyria D"C"CD je £KDD"C" + £D"C"C + £C"CD +
LCDD" =2(r — £DCB) + 24 DCB = 2r, mrro je nemoryhe.

Haxuie, npernocraska ja je BC' # B'C’ je norpemmna, na je BC = B'C’.
[Tomro Caxkepujesu wersopoyriosu ABCD, A’B'C'D’ zanososbasajy ja je
AB = A'B', BC = B'C’, na ocHoBy jiena a) cieau ja ¢y oHun MehycoGHO
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HOJLYIAPHH.

n) IlpernocraBumo ja je AB # A'B’'. Be3 ymamema OIIITOCTH, MOKEMO
upernocrasutu ga je AB > A'B’. Tanma na mnyxu AB nocroju tauxka B”
takBa ja je AB”" = A'B’. Heka je n Hopmasia Ha AB y tauku B” un Heka je
C" tauka taksa na je C,C" = ABu B"C" = B'C' = BC.

Yersopoyriosu AB"C"D, A'B'C'D' cy CaxepujeBu 4dmje Cy OCHOBHIIE
AB", A'B’ raksu na je AB" = A'B’', B"C"” = B'C’, na cy Ha 0CHOBY Jie/ia )
osu yersopoyriaosn nogaymapun. Cuemn ga je LADC"” = LA'D'C' = LADC,
na tauka C” npunaga ayxxu DC. Melyrum, u gerBopoyrao B” BCC" je Ca-
kepujes, 1a je £B"C"C = ABCC" = £BCD. Chnemnn ja cy HalopejIHd
yrinosu £ DC"B" £ B"C"C nojgynapuu, mro 0K 3HAYKIO Jia Cy TO MpPaBU
yIJIOBH, a TO je Hemoryhe, jep cy yriosu Ha nporusocHoBuim CakepujeBor
YeTBOPOYTJIa OIITPH.

Haxe, mpernocraska jia je AB # A’B’ je morpemna, na je AB = A'B’.

[Tomro Caxepujesu dersopoyriosu ABCD, A'B'C'D’ 3anoBosbaBajy na je
AB = A'B', BC = B'C’, na ocHoBy jeja a) cjeiu ja cy oHu MeljycoGHo
HOJLYIAPHHU.
b) Heka cy M, N u M’ N’ cpequmra crpanuna AB,CD u C'D’" gerBopo-
yrnosa ABCD uw A'B'C'D’. Tama cy NMBC, N'M'B'C" JlambGeproBu te-
TBOPOYIJIOBH ¢ omTpuM yryosuma koi temena C, C' u Baxu NC = %DC =
%D’ C"= N'C"u L£C = £C'. Ha ocHOBY Jie/1a JI) TPETXOIHOT 3a/aTKa CJIe/N
na cy gersopoyriaosu NMBC, N'M'B'C" nogynapuu. Opasue ciaean ja je
BC = B'C’, na na ocHOBY JieJia JI) OBOI 33JIaTKa CJIE/IH JIa CY Y€TBOPOYIJIOBH
ABCD, A'B'C' D' nonynapun.

5.
A
B P/ |A Q c’
B C

Heka cy A’, B', C' penom nojaOoXK]ja HOpMaJia u3 tadaka A, B, C' Ha IpaBoj
PQ. 3a tpoyriose ABPB' u NAPA’ Baxxu BP = AP, {BPB' = {APA’
kao yHakpcuu yriopu u £ BB'P = L AA’P = 90°, na cy oBu TpPOYIJIOBH I10-
nynapan. Cnemn na je BB = AA'. Cimano, tpoyrnosu AAQA" u ACQC’
cy nonynapuu, jep je AQ = CQ, LAQA" = LCQC' ka0 yHAKpPCHHU YIJIOBU
u LAAQ = £CC'Q = 90°. Cnemn na je AA" = CC', na nmamo jJa je
BB = CC'. Kako je BB',CC’" 1. B'C’, cienu ja je yersopoyrao B'BCC'
Cakepujes, na cy mwerosa ocosuiia B'C’ u nporusocuosuiia BC' xunepnapa-
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Jlesine, Ha ocHoBy 1. 3azartka. /lakse, npase PQ u BC' cy xurnepiiapaJiesine.

6.

0]
Ar A/ M \B B C' N’ Cy
A M B N C

[Tpernocrasumo ja rauke A’ B', C" npunajgajy upasoj l’. Heka cy Ay, By, C4
pesiom nojHOXKja HOpMasa u3 A, B, C' wa upasoj I'. Ha ocHOBY mpeTxoHor
3as1aTka, dersopoyriosun Ay ABB;, By BCC, cy CakepujeBu, ma ako ca M, N
osHaunMo cpeauinTa crpanuta AB, BC, a ca M’', N' cpeaumra crpanuna
A1 By, B1C1, va ocuoBy 1. zamarka ciaemu jga cy MM', NN' nopmasHe Ha
npasuma [, I’. Meljyrum, To Huje moryhe, jep je oHja 30up yrjaoBa MpocTor,
pasnor gerBopoyriia MNN'M’ jennax 4 - 90° = 360°.

Haxuie, npernocraska jia Tauke A’ B’ C' npunajiajy jeJiHoj npasoj je mno-
rpermiHa, 1a Tauke A’ B’ C' He npunaajy jeaHoj mpasoj.

Hamomena 15. Ako mocmaTpamMo XOMOTETH]y 7—[07% , oHa cimka Tavuke A, B, C
pesom y tauke A, B’ C’. Tlomro tauke A, B, C' npunajajy upasoj [, a Tauke
A’ B', C" nucy KojimHeapHe, 3aK/bydyjeMo Jia cé OBOM XOMOTETHjOM IpaBa [
e cimka y npasy. OBo je joir jejana moTBpJia Jia XOMOTETHja y XUIIepOO-
JITYKO] TeOMEeTPHUjU He mpeJicTaBJba TpaHcdopMarujy camanocru. Jlaxie,
tpoyriioBu AOAB u ANOA'B’ aucy ciaudHn.

Hagemumo jegan craB Koju BaXKu KaKo y €YKJIUJICKO], TAKO M Y XUIIEPOO-
JITYKO] T€OMETPH]jU.

CraB 6. Hexa cy NABC, ANA'B'C’ wpoyinosu waxeu ga je AB = A'B' u
AC = A'C". Taga je BC > B'C" axo u camo axo je L BAC > LB'A'C.

A/

B C B
C// C/
Joxka3s. : Heka je L BAC > AB'A'C’. Osnmaunmo ca C” Tadky TakBy
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na je AC" = A'C" = AC uw ABAC" = AB'A’C’'. Ha ocuosy crasa CYC
Baxku NABC" 2 NA'B'C’, na je BC" = B'C’. Tlomro je { BAC"” < L BAC,
nonynpasa AC” ceue my:xx BC. Ako je npecedna Tadka ynpaso Tadka C”
ounryieJiHo ce jobuja na je BC' > BC” = B'C’'. Ilpernocrasumo 3a1o ja
tauka C” He npunaja npasoj BC.

Osnaunmo ca K npeceuny rauky 6ucekrpuce yria £C”"AC u nyxu BC.
Ha ocnosy crasa YCV Baxu AAKC = AAKC" (AK = AK, AC" = AC'n
LCAK = LC"AK jep je AK 6ucekrpuca yria £C"AC), na je CK = C"K.
Bakpyuayjemo ja je BC = BK + KC = BK + KC" > BC” = B'(C’, na
OCHOBY HejeTHAKOCTHU TPOYTJIA.

: Heka je BC' > B'C’". He moxe 6utn £ BAC = £B'A'C’, jep 6u na
ocuoBy craBa CYC 6uno AABC =2 ANA'B'C’, na 36or Tora u BC = B'C".
Takobe, e mozxke 6utn Hu £ BAC' < £ B'A'C’, jep 6u, Ha 0oCHOBY cMepa

ouno B'C" > BC'. Ilpema tome, mopa outu L BAC > L B'A'C". O
7.

D C

A B

[Tocmatpajmo Tpoyriose AACB u ACAD. Tlomro Baxku CB = AD u
AC = C'A, na ocuoBy craBa 6 Tpeba yCTAHOBUTHU Y KAKBOM CY OJIHOCY YIJIOBU
LACB n £CAD. Kako Baxu na je LBAC + LCAD = £BAD = 90° n
ABAC + LACB + £CBA < 180°, ciemn yma je LCAD = 90° — L BAC n
LACB < 180° — 90° — £LBAC = 90° — LBAC'. Haxne, LACB < LCAD,
na npema craBy 6 ciaeau ja je AB < C'D, 1j. na je ocnosuiia CakepujeBor
YeTBOPOYIVIA Makba OJ] TheIOBe ITPOTUBOCHOBUIIE.

8.
A
B P/ |A Q c’
B C

Hexka cy, kao y 5. 3ajgarky, A, B', C' pejiom 1ojiHOKja HOpMaJia U3 Tadaka
A, B, C naupasoj PQ. Y 5. 3ajgarky cMmo jokazauu jia je B'BCC’ Cakepujes
yerBopoyrao ¢ ocuosunom B'C’ u nporusocuosurniom BC. Ha ocuosy 7.
sajiaTKa ciaean fa je BC' > B'C’. Takobe, y 5. 3aJaTKy CMO JI0OKa3aJu Jia je
ABPB = NAPA" u ANAQA' = ANCQC’, na je BP = AP u AQ = C'Q.
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Cunemu na je B'C' = B'P + PA'+ A'Q + QC" =2PA' + 2A'Q = 2PQ), na je
PQ=1iB'C'<iBC.

9.
C

Ay

A B

[Ipermocrasumo ja je AA; > %BC. Tana je AA; > A1 B, 1ia je Ha OCHOBY
nejeanakoctu Tpoyriia £ ABA; > A BAA;. Takobe, tana je AA; > AC, na
je Ha ocHoBy HejeqHakocTn Tpoyriaa £ ACA; > LCAA,. Tlpema Tome, cienm
na je LABA| + LACA; > ABAA| + LCAA, = LBAC = 90°. Mebhyruwm,
ABAC + LABC + LACB = 90° + LABA; + LACA; > 90° + 90° = 180°,
mTo je nemoryhe, jep je y XurepOoJiniKoj reoMeTpuju 30up yrjioBa Tpoyriia
mamu o1 180°.

Jlaxte, mpernocraBka ja je AA; > %BC je morperrHa, ma je AA; < %BC,
Tj. yK AA; je Mara o] IMOJIOBUHE XUIIOTEHY3e.

Hamomena 16. OBuwm je joka3aHo jia aKo MOCTOJU IEHTAP OIMUCAHOT Kpyra
npasoyryior Tpoyria AABC, oHjia OH HEje CPEJIUIITE HEeroBe XUIIOTEHY3e.

10.
A M BN (C ¢

A M' B’ N’ o s

[IperniocraBumo 1a je ekupucranta €, duja je OCHOBA MIPAaBa S U BUCHHA
h Beha oj myse, mpaBa. Heka cy A, B, C' npou3Bo/bHe Tadke eKBUIUCTAHTE
¢ u A, B',C' penom nojaHoxkja HopMmaJsa u3 tadaka A, B, C' Ha OCHOBH S Te
eksuyucrante. [lo nedununmjn eksuancranTe (CKyI CBUX Tadaka X paBHU
trakse Ja je XX’ = h, rae je X' nomHoxje HOpMasie u3 X Ha OCHOBH S)
ciequ ja je AA'= BB = CC’" = h, na cy yersopoyriiosu A'B'BA, B'C'CB
Cakepujesu. Ha ocnoBy 1. 3ajarka, ako ca M, N pejoM 03HAYNMO CPEJIAIITA
crpanuna AB, BC u ca M', N' peiom cpemumnra crpanuna A'B’, B'C’, cienn
na cy npase MM’ NN’ nopmasne Ha npasuma s, €. Mehyrum, Tajga je 30up
yriaoBa mnpocror, pasaor dersopoyriaa MNN'M’ jennax 4 - 90° = 360°, miro
je Hemoryhe.

Jlakiie, npernocraBka jia je eksujucranta €, umja je BucmuHa Beha o
HyJie, IpaBa, HUje TadHa, Ita eKBujucTanTa &, dnja je BUcHMHa Beha o1 myiie,
HUje IIpaBa.
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11.

Axo cy npaBe p, ¢ MmehycoOHO HOpMAaJIHE, OHJIA je CBaKa IIpaBa HOPpMaJIHA

Ha IIpaBOj p XullepliapaJie/iHa 1IPaBoj ¢, l1a TparkKeHa IIpaBa a He IOCTOjH.
q a

Heka ce p,q cexy y tauku S n mHeka Hucy mehycobno Hopmasae. I[Iper-
[IOCTABUMO JIa je IpaBa @ HOpMaJiHa Ha 1paBoj p y Tadyku P u ja je ma-
paJsiesia paBoj ¢ y oapebernom cmepy. Ilo pedwunurnuju, yrao £PSq je
yrao mapaJejHocTu 3a Jayxuny SP, 1j. Baxu £ PSq = II(SP). [Hakre,
SP =T11"Y4PSq) = T"Y(4pSq), rae je £pSq omrap yrao Koju saxjamajy
mpage p, q.

Koncrpykiuja nmpase a BpxKu ce Ha ciejehn naunn. Koncrpywurie ce ayx
d =171 (£pSq). 3arum ce na npasoj p ozHaun Tauka P Taksa jga je SP = d,
a 3aTUM Ce KOHCTDYHUIIIEe IIpaBa a KOja caJipKu Tadyky P u HopmaJsina je na
1IpaBoj p.

12.

A P p

[IpernocTaBuMo Jj1a je paBa a HOpMaJIHa Ha IIpaBoj p y Tadyku P u ja je

199



napaJiesina mpasoj q y oapehernom cmepy. Heka je A nmpousBosbHa TadKa mpase
p u Heka je Ab nostympaBa ¢ remenoM A Koja je mapaJiesina npasuma ¢, a. Heka
je B momaOXkje HOpMase u3 tauke A Ha mpaBoj q. Taga je L BAp = L BAb.
Axo je Ab L p, onma je a mpaBa Koja cajp:ku mosynpaBy Ab. Axo mwmje,
OHJIa je a TpaBa Koja je HOpMAaJIHA Ha p W HapaJjesHa je mojynpasoj Ab, a
KOHCTPYKIIHja TaKBe MpaBe je OIMMCAaHa y IMPETXOJHOM 33JIaTKY.

Jlakse, Ha mpaBoj p ce o3HaUM Hpou3Bo/bHA Taduka A. 3Sarum ce ca B
O3HA4M TIOJIHOXK]e HOpMaJie m3 Tadke A Ha MpaBoj ¢ W KOHCTPYUIIE ce T0-
aynpasa Ab raksa ma je L BAb = ABAp = II(BA). Ako je Ab L p, onna
je a mpaBa Koja cajzpxku mosynpaBy Ab. Ako je Ab [ p, onga ce Kao y
[IPETXOTHOM 3a/IaTKy KOHCTPYHUIIE [IpaBa ¢ Koja je HopMaJiHa Ha IpaBoj p u
napaJiesiHa moJynpasoj Ab.

13.
q

\—//ba

&

b A P

[IpernocTaBuMo Jj1a je paBa a HOpMaJIHA Ha IIpaBoj p y Tadyku P u ja je
napaJiestHa mpaBoj g y oapehenom cmepy. Heka je A mpowsBo/bHa TadKa mpase
p u Heka cy Ab, Ac nmosynipase ¢ temenoMm A Koje cy napaJiesine mpasoj q. Ako
je jemHa o wux, HIp. Ab, HOpMaJHA Ha IPaBOj P, OHJIA OHA WJIU IPHUITAJA
npasoj a (ako je A = P), win mpumaja Jpyroj IpaBoj Koja je HOpMaJHa
Ha p U IapaJjeiada mnpasoj ¢q. llpermocraBumo jia HujegHa 01 MOJIYIIPABUX
Ab, Ac Huje HOpMaJIHa Ha TIPABO] ¢ W HEKA je OHa KOja je rmapaJsiejiHa MpaBoj
a osnauena ca Ab. Tana je mpaBa a HOpMAaJHA Ha TPaBOj P W NapaJe/iHa
noJiytpaBoj Ab, a KOHCTpyKIja TakBe mpase je onucana y 11. 3a1aTky.

Jlakje, Ha 1MpaBoj p ce O3HAYM NMPOM3BOJHHA Tadyka A M KOHCTpywHIIy ce
nostynipaBe Ab, Ac ¢ Temenom A Koje cy mapaJiesiHe mpaBoj ¢. AKO je HeKa O
BUX HOpMaJHa Ha MIPaBoj p, OHJA je jeJlHa OJT TPaKeHNX MPaBUX IIpaBa Koja
caJipxku Ty nosynpaBy. Ako He, onja ce Kao y 11. 3aJaTKy KOHCTPYHUIILY
mpaBe Koje cy HOpMaJiHe Ha MPaBOj p U NapaJiesine mojynpasoj Ab, oHOCHO
oJrypaBoj Ac.

14.
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a A

Heka je Ap nonymnpasa ¢ Temenom A koja je mapaJiesina npaBuma b, ¢
Heka cy B, C' pejoM nojHOXK]a HOpMaJia u3 tadke A Ha npasuma b, c.

[To nedununuju, yriosu Koje nosynpasa Ap u oHa mojrynpasa mpase A ¢
TeMeHOM A, Koja je mapaJiesiHa mpaBoj b, 3aksanajy ¢ nogynpasom AB jecy
YIJIOBU TIApaJieIHOCTH 3a JyKuHy BA (jep cy oHe mapajejHe mpasoj b u3
tauke A), ma cy mehycobHo nogygapau. O3HAYNMO UX ca @.

Takohe, 1o pedunuUUjN, YIIOBH KOje mojynpasa Ap W OHa IMOJIyIIpaBa
mpaBe a ¢ TeMeHOM A, Koja je mapaJiesiHa [paBoj ¢, 3aK/IaIajy ¢ MOIyIIPABOM
AC jecy yruioBu napastiesinoctu 3a gayzxuny C'A (jep cy oHe napaJiesige mpasoj
¢ u3 tauke A), na cy melycobno mogymapuau. O3HaunMo ux ca 1.

Yrao uzmehy npasux V', ¢ je L BAC = p+1), a nomro je 180° = o+ ¢+
v+ =2(p+ ), ciemn ma je ¢ + 1 = 90°. Ilpema tome, mpase O, cy
MehycobHO HOpMAJIHE.

15. Heka cy A7, Xy ;nBa pasna napaboiumdka npamena. Heka je A mpowm-
3BOJbHA TAYKA Y PABHU U HeKa je Ap mosynpasa npamena X u Aq mosymnpasa
npamena X. Ilorpebno je nponahu mpaBy r Koja je napaJieHa MmoJIylpasoj
Ap u nonyupasoj Aq.

Heka je monynpasa As 6ucekrpuca yria £pAq u #Heka je S Taduka OUCeK-
tpuce As taxpa ja je AS = II71(£LsAp). Taua je upasa r koja cajapxu S
U HOpMaJIHa je Ha As mapaJiesHa moJynpasoj Ap (mo medununumju yria ma-
paJsiesiHOoCTH), 1A npunaja npameny X;. Kako je As 6ucekrpuca yria £pAg,
cinean ja je £sAp = £sAq, na je AS = 1171 (4£sAq), mro 3na4n ja je npasa
T mapaJiesina u mnoJiynpasoj Aq (mo gedununuju yriaa napasennoctu). Crenn
Jla je mpaBa r IpHIIaJia IpaMeny Xs, Ia je mpaBa r 3ajeJHUuYKa IpaBa TUX
JIBajy IpaMeHOBa.

16. Heka je X (mapabosimdku) npamen Koju cajpxku nosynpase AB, DC u
Heka je Xy (mapabosimuku) mpameH koju cajipzxu nosynpase BC, AD. Ha
OCHOBY IPETXOJHOT 3aJaTKa, [IOCTOJU IpaBa p Koja MPHIIaJa ITPaMEeHOBUMa
X1, Ao, Kpamm criospanimer yriia Koj TeMeHa B cy IojiynpaBe ¢ TeMeHOM
B napasiesine 1paBoj p, ma cjeju Jia je cuMeTpaJia Tora yrjia HOpMaJjHa Ha
npasoj p. Taxobe, Kparu croJparimer yria Koj TeMena ) cy moJiynpase ¢
TemenoM [) Koje cy IapaJiejine IpaBoj p, Ha CIeJIu Ja je CUMeTpaJja Tora
yriia HOpMaJjHa Ha npasoj p. llomynpase AB, AD ¢ temenom A cy mapa-
JIeJTHE TIpaBoj p, 1a je cumerpasia Tora yriaa £ BAD (yHyTpalimer yria Ko
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remena A) HopmasiHa Ha tpaBoj p. Kowmauwno, yrao ynakpcan yriy £ BC'D
(yayTparmenM yriay koj TeMena C') MMa Kpake KOjU Cy IIOJIyIIPpABe C TeMe-
HoMm C' TmapaJiesiHe mpaBoj p, Ia je meroBa cuMerpasia (ITo je u CuMeTpasa
yHyTparimer yria ko temena C') HopMmaJsiHa Ha TpaBoj p. Jlakie, cBe de-
THPU CHUMETpaJie Cy HOPMAJHE Ha IIPaBO] p, Te€ MPHUIAJA]Y XUIEPOOJTIKOM
[paMeHy IpaBUX 4uja je OCHOBa IpaBa p.

17.

A
B P/ |A QA[ o4
B A C

Heka cy, kao y 5. 3ajgarky, P, cpeaumra crpanuna AB, AC' tpoyria
ANABC n neka cy A, B',C" pepom nojnoxkja HopMmaJsa u3 tadaka A, B, C
Ha npaBoj PQ. Heka je m memujarpuca crpanure BC' u neka je Ay meHO
cpegummTe. Y 5. 3a/aTKy MO JloKazasn ja je derBopoyrao BiCiC'B Caxke-
pujeB, ma je MeaujaTpuca merose nporuBocHoBurie BC nopmasaa Ha BC].
Kako je nmonmynpasa BB; xunepnapaJiejiHa MeJInjaTPUCH 1M, jJep UM je TIpaBa
B, zajennuuka ynpasHa, 10 JeUHUIN]A YTJIA MaPAJETHOCTH CIEIN Jia je
[I(A1B) < LA1BB;. Hakue, 11 (BTC) < £CBB;. Tpeba joi camo uzpady-
natu yrao £CBB;.

Jacuo je ma je LCBBy = ACBP + {PBB; u {CBB; = {BCC, =
ABCQ + £QCC,. YV 5. zagarky cMmo jokazann ja je L PBBy = L PAA; n
L£QCC, = LQAA,. Cnenn na je

£CBB, = ACBA+ APAA,+ ABCA+ £QAA,
LABC + LACB + £LBAC,

na je {CBB; = %(AABC + LACB + £BAC). Ilpema Tome, Baxku ja je
I1 (B—C) < 2(£ABC + LACB + £BAC).

2

18. a) Osnaunmo nosynpasy CB jorr ca C'p. Heka je Aq mosynpasa ¢ Teme-
HOM A Koja je mapastesina nosynpasoj Cp. Tana je LC'Aq = TI(CA) = T1(b).
Heka je r mpasa ympasHa Ha mpaBoj AB koja je mapasiesiHa MOJIyIIpaBAMa
Cp, Aq n neka je D npeceuna taduka npasux r, AB. Ilo nedununuju yria
napastesnoctu je LDBp = II(DB), a kako cy yriosu £DBp u LABC
yuakpcuu, ciaean ja je £ B = II(DB), onnocuo ja je DB = V. Kako je
AD = AB + BD = c+ 1V, cienn na je LDAq = II[(DA) = I(c+ V). Ko-
HavaHo, caenn ga je LA = LCAq— ADAq =T1(b) — TI(c + V).
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6) Heka je Aq nonynpasa ¢ remenom A koja je napasesua mnosynpasoj BC.
Tana je LCAq =TI(CA) =11(b). Heka je r npaBa nHopmaJsiza Ha npasoj BA
Koja je mapaJsienina nogynpasuma BC, Aq. Heka je D npecedna tadka mpa-
Bux r, BA. Tana je, no nedununuju yriaa napasentsocru, £ DBC = 11(DB).
Kaxko je £DBC = LABC, cnenu ja je DB =1V,

Axo je V/ < ¢, onga Baxu B(B,D,A), na je DA= BA— BD =c-V.
Caemn na je £LDAq = TI(DA) = Tl(c — V'), na je LA = £LDAq — LCAq =
I(c—0') — 11(b).

Axo je b > ¢, onna Baxxu B(B, A, D), na je DA = DB — AB =1V —c.
Cremn na je LDAq =II(DA) =II(V' —¢). Kako je 2R = LDAB = £DAq+
LCAq+ £LCAB = TI(0 — ¢) + (b)) + LA, ciequ na je LA = 2R — TI(b) —
Iy —c).

B) Heka je V' < ¢. Kaxko je LA =11(b) — II(c + b') = H(c — V) —11(b), cneam
naje 24 A =T1l(c =) —(c+ V), na je LA = L [I(c — V) —I(c+ V)]

Heka je cag b’ > c. Kako je LA = T1(b) — (b’+c) = 2R—TI1(b) —II(V —¢),
cenn ga je 24 A = 2R —TI(V +¢) = IL(V — ¢), na je LA = R — 3[II(V' +¢) +
I — ).

r) Heka je ' < ¢. Kako je LA =1I(b) — II(c+ V') =1I(c — b') — II(b), cenn
na je 2I1(b) = I(c + b') + H(c — V'), na je II(b) = 2 [II(c + V') + II(c — ¥')].

Heka je cag b’ > c. Kako je LA = T1(b) —I1(0' +¢) = 2R—TI(b) —TI(V' —¢),

cenn ga je 2I1(b) = 2R — TI(0' — ¢) + II(V + ¢), na je II(b) = R — $[II(V —
c) — I + ¢)].
1) Osunaganmo nosrynpaBy AB jomr ca Ap. Heka je ¢ npaBa Koja je HOpMaJiHa
Ha npaBoj AC' u mapasesna moaynpasoj Ap. Heka je D mpeceuna Tadka
npasux ¢, AC. Kako nopmana C'B cede nionynpasy Ap (y Tauku B), cienn
na Baxu B(A,C, D). Tana je [I(DA) = L{DAp = LCAB, na je DA = d.
Cueqn na je DC = DA —CA=ad —b.

Heka je Cr nonynpasa ¢ remenom C' Koja je mapaJjiesHa moJyipasoj Ap n
npasoj ¢q. Tana je LDCr =TI(DC) =1I(a’ — b). Heka je s npaBa HOpMaJsHA
Ha npaBoj C'B koja je mapaJesnna nosynpasuma Ap, Cr. Heka je E npecedna
tauka npasux C'B,s. Tana saxu B(C, B, E) u [I(EB) = {EBp = {CBA,
1j. EB =V. Jdakne, EC = EB + BC =V + a. Kako je Cr napaJjeina ca
s, cnequ a je LECr =II(EC) = Il(a + b'). Konauno, kako je L DCE = R,
ciemu jga je R = ADCr+ LECr =1I(a' —b) + [I(a + 1).

[Tormyno anasorxo (3ameHoMm mMeHa Tadkama A, B) nobuja ce ja Baxu

R=TI(V —a) + TI(b + d).
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9 IloenkapeoB AMCK MOAeJI

Heka je k kpyr eyk/imjicke paBHU Kojer hemMo Ha3uBaTu atcoiytwiom. Hbe-
roBa YHYTPAIIHhoCT (OTBOPEHU JIMCK) MPEJICTaB/ba je/lHy h—paBaH, Tj. MOJeJ
pasuu xuriepbosintike reomerpuje. Cama arcosiyTa Hije y OKBUPY Mojesia, Tj.
Huje jieo h-paBHU U CMaTpa ce Ja cy TO OECKOHAYHO JlajieKe Tadke. ladke
TOI' OTBOpEHOr JiucKa Hazuamo h-rtadkama. IIITo ce h-mpaBux Tude, omne
fie 6uTy pejicTaBIbeHE WM OTBOPEHUM MPETHUIIMA aTlcoIyTe (JIaKiie, OTBO-
peHNM TeTuBaMa Kpyra k Koje CaJprke HeroB IeHTap), Kao U OTBOPEHUM
KPY2KHUM JIYKOBHMa OHUX KPYrOBa KOjU Cy YIIPABHU HA aIlCOJIyTH, UUje Cy
Kpajibe Tauke na arcosytu. Jlakie, h-tipaBe cy Je/I0BU eyKJINJICKUX [IPABUX
aKO CaJIpzKe IEHTAP allCOJIyTe, OJIHOCHO JIEJIOBU €yKJIHJICKIX KPYroBa KOjU Cy
YVIPABHU HA aIlCOJIyTH.

Jacno je xako ce gedunnine penanuja h-usmely (By), na cy Tume je-
dunncan u 1MOjMOBU h—TIoJIylipaBuX, h—y»Ku, h—yrjioBa, h—IIOJUTOHCKIX
Jmnuja utia. V3 akcnoma HelpeKuIHOCTU 33 IIPaBe U IhUXOBUX MOCJIEIUIA 38
kpyr ([emekunoBa Teopema) ciiesin jia Bayke akCHOMe HelpekuHocTu. /Ise
h-tipaBe cy h-TmapajieHe aKo ce CeKy Ha alCOJIyTH, & aKO Cy JIHC]jYHKTHE
u nucy h-mapaJgesnne, ouja cy h-—xureprapaJjenane. JeauHo HaM HeJI0CTaje
Jla BUJUMO Kako ce jeduHuIre h-ToIyJapHOCT. 3a TO HAM jeé JOBOJHHO
Jla OIUIIEMO KaKO U3IJIEJajy h-m30MeTpuje, OJHOCHO KOja IIPec/inKaBamba y
OKBHUDY Mojiesia (JlaKiie, CIMKajy yHYTPAIIBbOCT JIUCKa y cebe) mpecTaB/bajy
h—u3omerpuje. Kao mro 3Hamo, cBaka nzomerpuja (OHI0 eyKJIHICKe, OUITO
XuepOoIMIKe PaBHI) MOXKe Ce MPEJICTABITH Kao KOMITO3UIIH]a HABHIIE TPHU]Y
ocHUX pedieKcHja, 11a je JOBOJHHO Jia JiedUHUIIEeMO ocHe pedJieKcnje MoJiea,
Tj. h—pediekcuje. Ako je h—tpaBa p €0 eyKIUJICKe pase, AeUHUITIMO
h—pedekcujy S;} TAKO JIa CBAKy h-TadkKy CJIMKa Ha UCTU HAYUH KAO OJIIOBa-
pajyha eykinjicka ocua pediekcuja. AKo je, nmax, h—1pasa p JIe0 eyKJIUICKOD
Kpyra, Jdedunumumo h-pediaekcujy SI’} TakKo Jia CBaKy h-Taduky X CJHKa Y
h—rauky X' Koja ce jobuja €yKJIMJICKOM MHBEP3UJOM Yy OJHOCY HA €yKJIW/I-
CKU KpyT Koju cajipxku h-1pasy p. OBo je cacBum npupojHa jedunuiuja,
jep je unsep3uja, Ha HeKu HaduH, pediekcuja y ojnocy na kpyr. lomayrie,
eYKJIMJICKA UHBEp3Uja He TyBa €yKJIHMJICKY OJYJIAPHOCT, ajii heMo y MoJiesry
JepunucaTu h—To/LyIapHOCT TaKo Jia je mHBep3uja Kao h—pediiekcuja dyBa,
Jla Om ona Owsia h-m3omerpuja. Huje Termko mpoepuTu jia je OBaKko Jie-
duHMCaAHO TpecnKaBamhe WHINPEKTHO U Jla UMa 0ap jeJiny (pUKCHY TadKy
(mrraBuie, cBaka Tadka h-1mpase p je (bUKCHA), [1a 3aUCTa TPEJICTAB/ba OCHY
peditekcujy y mojeny, Tj. h-—pediekcujy.

Cajta mMaMO peasiHy IIPEJICTaBy KaKO M3IJIea PaBaH XUIIEPOOHIKE reo-
Merpuje. Hamomermmo Kako ce Mepe Jy’KUHe U yIjioBH y oBOM Mojeny. C
063upoM Ha TO Jia (eyKJIMJICKe) HHBep3uje He dyBajy (eyKJIMICKY) moiyaap-

204



HOCT I1apoBa Tavyaka, CJeIu Ja JyzKUHa h—JiyKu HUje jeqHaka eyKJIUJICKO]
JlyKuHu ofrosapajyhe jyxkum win kKpyzkuaor Jiyka. 1llTo je h-Tauka Osuzka
aICoOJIyTH, Tj. OCKOHAYHOCTH, TO pacTojarbe OJl e J0 Heke duxcupane h—
Tadke cBe 6pxke pacre. Mehyrum, (eykimicka) naBepsuja dyBa (eyKIImuICKe)
yriioBe m3mehy kpuBnx. OaBjie ce MOXKe M3BECTH Jia je h—Mepa yriioBa je/i-
HAKa eYKJINJICKO] MEPH, [1a IMaMOo Jia ¢y h-1paBe h—opToroHaJine ako U caMo
aKo Cy ojiroBapajyhu eyKJINJICKI KPYyroBU U/ WK eyKJIUJICKe IpaBe MeljycobHo
OPTOTrOHAJIHU.

Yumenuia j1a cy h-1pase Koje mpoJsia3e Kpo3 IMeHTap arcoJyTe JIeJI0BH ey-
KJIMJICKUX TTPABUX OJT BEOMA je BeJIMKe KOPUCTH. 3aTO je OJ BEJUKOr 3Hadaja
nponalin HAYMH KAKO MPECTUKATH MPOU3BOJHHY h—Tadky A y neHrtap arco-
ayre O. Hajbosme je mahu h—peduiiekcujy, jep ce jeIHOCTABHO KOHCTPYHUIILY
CJIMKe Tadaka U h-TpaBUX MPHU €YKJIUJICKUM peduiekcrjamMa U eyKJIHJICKUM
nnsepsujama. Komcrpyummmo eykianiacky nopmaay n Ha OA y taukm A,
O3HAYNMO je/IHy O] TheHUX MPECETHNX TavdaKa ca alcoayToM ca 1’ u KOHCTPY-
UIUMO TanreHTy t wa arcosiayTtu k y tadku 1. Fben mnpecek ¢ nosymnpasom
OA oznaunmo ca A’. Kpyr [(A’, A'T) uma ocobuny ja My meHTAp Ipumaja
TaHreHTH Kpyra k, 1a je opToroHaJjian Ha Kpyry k, Tj. Ha allCOJIyTH, IHITO
3HAYM Jla CaJpKU Tadke h-1pase, Kojy hemo mcro ozmaumtu ca [. Tpoy-
o ANA’AT, AA'TO wnmajy 3ajaandaku yrao Ko temena A’ u mogymapae
npaBe yriose L A'AT, L A'TO, na cy cimunu. Crenn j1a je ﬁi? = %, Tj.
na je A’A- AO = A'T? na je ¥y (A) = O. Kako n h—pediuekcuja S)* je-
JIyje UCTO Kao eyKJUJICKa WHBEP3HUja 1, CJIe/n Jia je Slh(A) = O, na je Tume
onpebena h-tpasa | Taksa jna ce h—peduiekcujom S Tauka A ciuka menTap
arrcostyre O. OBa KOHCTPYKIIMja HaM je HajBakKHHUja, jep he ce KopucTuTn y
CBUM 3aJIaIlIMa.

1. IIpernocraBumo ja ce h—tadka A moKJama ¢ IMEHTPOM arcojyre. laja
h-tipaBa n Kojy Tpeba Jla KOHCTPYHUIIEMO CaJIPyKU IIEHTap allCoJIyTe, Ia je
Jieo eykimmgicke mpase. [lorpebno je na ona Oyje ynpasua #a h-1pasoj a, ma
aKo je h-1paBa a Jie0 eyKJIMJCKe IpaBe, KOHCTPYUIIEMO €yKJIHICKY IpPaBy
KOja CaJIpXKK TadKy A u HOpMAaJIiHa je Ha IpaBoj Koja caJpKu h—I1paBy a, a
aKo je h-tpaBa a /10 eyKIUJICKOT KPyra, KOHCTPYHUIIEMO €YKJINJICKY MpaBy
KOja caJpKu Tadky A m HOpMasHA je Ha KpPyry KOju cajpxKu h-TpaBy a,
Tj. EYKJMJICKY IpPaBy Koja CaJpxKu Tadky A u menTtap Kpyra KOju cajpxKu
h—1paBy a.

[IpernocraBumo cajia ja ce h—rauka A paziukyje oj rientpa arcosyre O.
Y yBOJHOM Jiely je OIMMCAaHO KaKO ce MOyKe KOHCTpyucaTu h-TipaBa [ TakBa
na ce h—pedurekcrjom y omHOCY Ha Y h—Tadka A ciimka y meHTap amcosyTe
O. Koncrpyurmmmo h-tipaBy @' Koja je ciamka h—tpase a npu h—pediekcuju
y opHocy Ha h—tpaBy [ (cJuKa eyKJIMJICKe [IpaBe WIH KPyra IIPU eyKJIJICKO]
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unBepsuju). Jlakie, h—pediekcujom y ognocy Ha h—tpaBy [ mpecimkasmn
cMo h—rauky A y nenrap ancosyre O u h—tpaBy a y h-1ipaBy a’ u TMe CMO
pobJieM CBeJIM Ha OHAj KOju yMeMo Jia perumo. /Jlakiie, KoHCTpyuImumMo h—
npaBy n’ Koja cajp:ku h-rtadky O u ynpaBHa je Ha h—TpaBoj a’ Kao y IpBOM
caydaajy. C ob3upom Ha TO jJa cy h—pediiekcuje WHBOJIyINje, TTOHOBHOM IIPH-
MenoMm h-peduiekcuje y ojnocy na h-tpany [ ciimkamo h—rtadky O u h-1paBy
a’ y h—rtauky A u h—upaBy a, a HOIITO je U M30METPHja, HEHOM IIPUMEHOM
na h-tupasy n' goomhemo h-npaBy n Koja caapxku h-Tadky A m HopMmasHa je
Ha h-1paBoj a, IITO ce U TParKuJo.

2. IlpermocraBumo ja ce jegna oj h-tadaka A, B mokimamna ¢ 1meHTPOM all-
costyre (Heka je To, 6e3 yMambemba OMITOCTH, h—Tadka A). Y yBOJHOM Jiejry
CMO BUJIEJIH KaKO Ce KOHCTpywHIlle h-TpaBa S Taksa Ja ce h-pedekcujom y
ojiHOCY Ha Wy h—Tadka B ciauka y nenrap amcosnyre A. Ho, mpumernmo j1a ta
h—tipaBa s Huje HuIITA JIpyro Hero h—cumerpasia h—ayxu AB, ma my Tpebda
KOHCTPYHUCATH.

[IpernocraBumo cajia j1a ce h—tadke A, B pasiukyjy ol IEHTpa arco-
ayre O. Kouncrpyumumo h—cumerpasy [ h—nyxu OA un osnaunmo ca B’
ciuky h-radke B npu h—pediekcnju y omHocy Ha h—tipaBy [ (cimka Tadke
pu eykanickoj uusepsuju). laxie, h—pediekcujom y omHocy Ha h-tipaBy
[ mpecukaim cmo h—rtauke A, B y nienrap amcosyre O u h—tadky B’ u tume
€MO TIPOOJIEM CBEJIH Ha OHAj KOju yMeMo Jia peruMo. Jlakiie, KOHCTPYUIITUMO
h—cumerpasy s h—nyxu OB’. TlonoBHoMm npuMeHoM h—pediiekcuje y ojHocy
Ha h—upasy [ ciukamo h—rtauke O, B’ y h-rauke A, B, a h—cumerpany s’ h—
nyxu OB'y h—cumerpany h—nyxu AB.

3. IlpernocraBumo j1a ce h—tayka X mokJjala ¢ reHTpoM arcostyre. Taja ce
h—xpyr k uuju je h-uentap h-tauka X u cajp:xku h-Tadyky Y IOKJjala ¢ ey-
kymackuM Kpyrom k(X, XY'). (3aucra, h—xpyr k npejicraB/ba reOMeTPH]jCKO
MeCTO Tadyaka Koje cy h—ocnocumerpudne h—Tadku Y y ojaHocy Ha h-1pase
IpaMeHa IpaBux Koje cajip:ke h—Tadky X, a romro ce h—pediiekcuje y o-
HOCY Ha Te h—TpaBe MOKJIAIIAjy ¢ €YKJIUJICKUM OCHUM pedyieKcujama, Cjie/in
na je h-xpyr k nokiana ¢ eykimackum kpyrom k(X, XY).)

[IpermocraBumo casia ja ce h—tadka X pas/ukyje of IeHTpa alcojyTe
O. Koncrpyumumo h—cumerpasty | h—nyxku OX u ozaadnmo ca Y’ ciuky h—
tauke Y npu h—pediekcuju y ojanocy na h—tpany [. lakie, h—pediiekcujom
y ojHOCY Ha h—1paBy [ npeciaukann cmo h—rtadke X, Y y nerarap amcosyre O
u h—radyky Y’ u TEMe cMO 1pobsieM CBeJIM Ha OHAj KOjU yMEMO JIa PElIuMO.
Haxse, koncrpyumumo h—kpyr k' auju je h—tenrap h—rauka O u cajpxKu
h—rauky Y’'. TlonoBHom npumenom h—peduiekcuje y ojHocy Ha h—tpaBy [
cimkamo h—rtadake O,Y’ y h-rauke X,Y, a h-xpyr k' y h—kpyr k quju je
neHTap h-tadka X u caJpku h-tadxy Y.
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4. VckopuctuMo mpeTxojnu 3ajarak. Koncrpyumumo h—kpyr k ¢ h-tien-
TpoM A Koju cagp:ku h—raduky B u h—kpyr | ¢ h—uenrpom B Koju calpKu
h—raaky A. ¥ npeceky kpyrosa k, [ ozaatnmo h—taquky C. Taja je h—Ttpoyrao

h h
AABC nupasunan, jep je AC =2 AB u BC = BA (h—toaynapHocr).

Hamomena 17. Kao n y eyKInJIcKOj reOMeTpHju, y XUIEPOOJIIIKO] reoMe-
TPUjU BaK! Jla ce HaclpaM Belier yIvia y TpoyIily Hajasn ce Beha cTpaHuIa,
a HacIpaM IOyJIapHUX yIJIoBa nojaylapHe crpanure. IIpema Tome, yriosu
[PABUJIHOT TPOYIVIa Y XUIEpOOJIMIKOj reomeTpuju jecy momaygapuu. Meby-
TUM, ¢ 003UPOM Ha TO JIa je 30up yrjioBa y Tpoyriy marmu of 180°; cieau ja
cy tu yriosu mamu o 60°! IIpema Tome, morpemuo 6u 610 KOHCTPYHUCATH
y 6m0 Kojoj o Tadaka A, B yrao ox 60° momohy Tora Tpaxkutu teme C, jep
ce onjla Hehe 100UTH TTpABUJIAH TPOYTAO.

5. Oznauyumo ca S mpecek jarux h-upasux p,q. llpermocrasumo ja ce h—
Tadka S MOKJama ¢ IMeHTpoM arcoayTe. Taja cy h—tpase p,q Je/oBu €y-
KJIMJCKUX TpaBuX U h—yrao 4pSq ce moKIana ¢ eyKJINJICKIM yriaoM £pSq.
Koncrpynmmmo eykimicky OncekTpucy Tor yria u oHa he OUTH 1 TparkeHa
h—6ucekTpuca.

[IpermocraBumo caja jia ce h—radka S pasjukyje oJ IEHTpa arcojyTe
O. Koucrpyumumo h—cumerpaiy | h—ayxxu OS u oznauumo ca p', ¢ ciauke
h-npaBux p,q nupu h—pediekcuju y omnocy na h-upasy [. /[lakie, cBenn
cMo TTpobJIeM Ha MPETXO/IHH, KOjU YMEMO Ja PEInMO, 1a KOHCTPYUIITIMO h—
oucekrpucy s’ h—yria £p'Oq’. TlonoBHOM npuMeHoM h—pediekcuje y OaHOCY
Ha h—tipaBy [ ciukamo h—upase p', ¢’ y h—tipase p, ¢, a h—6ucekrpucy h—yria
£p'Oq y h—cumerpany s h—yria £pSq.

6.

O1

g, 1a KOHCTpyHuImuMo h—yrao £pOq Tako jga My

Teme GyJie TleHTap arcoJiyre (Taja Cy My Kpalld JIeJOBU €YKJINICKIX [PABUX).
Ja 6menmo gobum h-myx h-—mepe 1171 ( g), norpebHa HaM je h—TipaBa Koja je

[Torpeban nam je h—yrao
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ylpaBHa Ha jeHOM h—Kpaky Tor h—yria (amnp. Og), a h-TiapaJjena ¢ mbero-
BuM jipyrum h—kpaxkom (Hnp. Op). Ta h—npasa He MoxKe CcaJp:KaTH IIEHTAP
arcostyTe, jep onjia nehe Outn mapaJsieHa HU ca, jeITHOM KPAKOM yTJIa, [a CJIeIn
Jla, MOpa IPUTIAJIATH eyKIUICKOM KPYTY Ydji ce (€YKJIUJICKN) TeHTap HaJlas3m
Ha EYKJIMJICKO] 1paBoj Koja cajapxku kKpak (Og. Taj eykimucku Kpyr mopa
cajipxkaru Tauky X y mpeceky arcosyre u nosynpase Op (1a 6u h—upasa
KOjy caJipKu Taj Kpyr) 6usna h—mapasenna ¢ h—xkpakom Op, a Takohe mopa
O6uTH yrpaBaH Ha allCOJYyTH Y TOj TAUKH, A CJIC/IN JIa I-erOB IEeHTap MPUIA/Ia
TaHTeHTH Ha arcoryTu y tadku X . Jlakse, mearap O TOr Kpyra HaIa3m ce y
peceKky Te TaHrenTe u (eykimiacke) nosynpase Og, na KOHCTPYHUIIIUMO KPyT
n(O1,01X). Osnaunmo ca A h—rauky y npeceky h—tpase n u h—kpaka Oq.
Tana je OA h—nyx xoja je, o gedununmju Gyukmmje Jlobagesckor, h—mepe
I (LpOq) =117 (£).
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