EUKLIDSKA GEOMETRIJA - septembar 2010. godine

1. Ako ortocentar ogtrouglog trougla ABC' deli dve visine u jednakom odnosu, ra¢unajuéi od
temena trougla, dokazati da je taj trougao jednakokrak.

reSenje: Neka su A’ i B’ podnoZja visina iz temena A i B, i neka je H ortocentar AABC.
Prema uslovu zadatka vazi
AH:HA = BH : HB. (1)

S druge strane,

/ZAHB = /A'HB (unakrsni)

! i
JHB'A= /BA'H (pravi) } — AAHB ~ ABAH.

Odavde sledi:
AH :HB'=BH : HA'. (2)
Iz (1) i (2) dobijamo:

HA/ I
BH — HA
HpB' Hp’

AH =

2
) AH — HA'=2HB — AH<=BH

Dakle, AAH B je jednakokrak, pa je ZHAB = ZABH. Odatle, i iz podudarnosti uglova
/B'AH i HBA’, sledi

LCAB = /LCAA' +/AAB=/B'AH + /ZHAB
= /HBA' + Z/ABH = /B'BC + ZABB'
= JABC

LCAB = /ABC = AABC- jednakokrak.

2. Neka je M srediste ivice C'D kvadrata ABCD i P tacka dijagonale AC takva da je
3AP = PC. Dokazati da je {BPM = 7.

resenje:
Oznac¢imo sa S centar kvadrata ABCD ivice a.
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ANAMD ABSP :

LMDA:% ABSPzg

DA=a BS:%BD:% — ANAMB~ ABSP — /AMD = /SPB
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MD =% SP=;AC = ;%

ABMS : APSM

ZMSB =3¢ ZPSM = 3¢

SM:% SP:iAC:L — ABMS ~ APSM — /BMS=/MPS
22

BS =% SM:lAD—%

V2 2
Kako je CM = MD, BC = AD, /BCM = /MDA =%, to je

ABCM =2 ADAM — /CMB=/AMD.

Odavde dobijamo:
/BPM = /BPS+ /ZSPM = /ZAMD + /BMS = ZAMD + g - /ZCMB = g
. Ako su Ra, i Rp,p dve rotacije neke ravni, odrediti sve tacke X te ravni za koje je
Ra,a(X) =Rpa(X).
resenje: Neka su a, b, ¢ prave takve da vazi:
¢ A,B, A€a, a=24L(a,c), Beb, p=24(0b,c).

Tada:
RA,a:RB,B - SCOSQZSCOSI, — SaOSbZE.

a) anb={0}, p =2£(b,a)
X =8,08(X)=Ro,(X) &= X=0Vep=2r
Ako je L(b,a) =m,ondajea=b < a=p=0.
b)allb = a=8
X =5, 085(X) = Tog(X) < PO=T «— a=b< a=8=0.

Dakle, jedina tacka koja zadovoljava uslove je X = a Nb.

. Dokazati da se oko svakog tetraedra ABCD u prostoru E? moZze opisati sfera.

resenje: Geometrijsko mesto tacaka ravni E? podjednako udaljenih od tacaka A, B,C je
centar kruga P opisanog oko AABC, a geometrijsko mesto tacaka prostora E? podjednako
udaljenih od tacaka A, B,C je prava p koja sadrzi tacku P i ortogonalna je na ravan odre-
denu tackama A, B, C. Sli¢no, neka je ¢ geometrijsko mesto tacaka podjednako udaljenih
od tacaka A, B, D.

Neka je {O} = png, tada je O centar trazene sfere:

o gz - ggg: ﬁi - gggzg; - ggg,’g; } — d(0, A) = d(0, B) = d(0,C) = d(O, D) = r.



5. U ravni E? konstruisati AABC kome su poluprecnici upisanog kruga i spolja pripisanog
kruga koji odgovara temenu C' podudarni s datim duzima p, p., a unutrasnji ugao kod
temena C' podudaran s datim uglom ~.

resenje:

ANALIZA: Neka je S centar kruga x upisanog u AABC, a S, centar spolja pripisanog
kruga k. koji odgovara temenu C. Ozna¢imo sa @ i . redom dodirne tacke upisanog i
spolja pripisanog kruga sa stranicom AC. Tada je SQ = p, S.Q. = p., LBCA =+.

Stranica AB je zajednicka unutrasnja tangenta krugova k i k..
KONSTRUKCIJA:

*p.q: pNg={C} L(p,q) =~

s : simetrala Z(p, q)

D, E: CeDE, DE 1 p, DC %= p, EC = p,
S,S.: S,5.€5,SD | p,SE | p

Ky ket K(S,p), Ke(Se, pe)

e { - zajednicka unutrasnja tangenta krugova s i K.
e A,B: tnp={A}, tNng={B}

Pomoéna konstrukcija: zajednicka unutrasnja tangenta krugova r1(O1,71) 1 k2(O2,12).

Ako se krugovi k1 1 ko ne seku, konstruiemo krug x} (01,71 + r2) i tangentu ¢y (jednu)
iz tatke O- na njega. KonstruiSemo pravu p koja sadrzi tacku Os i normalna je na tg i
oznacimo sa 75 njenu presecénu tacku sa krugom ks koja je sa iste strane prave ¢y kao i tacka
O;1. Konstruisemo pravu t : Ty € ¢, t || to. Prava t je jedna od dve zajednicke unutrasnje
tangente krugova ki i ko (druga se konstrui$e analogno koristeéi drugu tangentu iz Oy na

k).



Ako se krugovi k1 1 ko seku, zajednicka tangenta ne postoji.

DOKAZ: Prema konstrukeiji, prave p,q i ¢t su zajednicke tangente krugova x(S,p) i
ke(Se, pe), pa su to redom upisani i spolja pripisani krug trougla koji odgovara temenu
C. Prema konstrukciji, ZBAC = Z(q,p) = 7.

DISKUSIJA: Resenje postoji ako se krugovi x i k. ne seku:

S S — —
p+pe< 85, =CS,—C5=2%e  SQ _pe=b 50 P
sing  sing sin 5 27 petp

Ako je u ovom uslovu ispunjena stroga nejednakost, postoje dve zajednicke unutrasnje
tangente, te postoje i dva reSenja.



