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1. Ako orto
entar o²trouglog trougla ABC deli dve visine u jednakom odnosu, ra£unaju¢i od

temena trougla, dokazati da je taj trougao jednakokrak.

re²enje: Neka su A′
i B′

podnoºja visina iz temena A i B, i neka je H orto
entar △ABC.

Prema uslovu zadatka vaºi

AH : HA′ = BH : HB′. (1)

S druge strane,

∠AHB′ ∼= ∠A′HB (unakrsni)
∠HB′A ∼= ∠BA′H (pravi)

}

=⇒ △AHB′ ∼ △BA′H.

Odavde sledi:

AH : HB′ = BH : HA′. (2)

Iz (1) i (2) dobijamo:

AH =
HA′

HB′
BH =

(

HA′

HB′

)2

AH =⇒ HA′ ∼= HB′ =⇒ AH ∼= BH

Dakle, △AHB je jednakokrak, pa je ∠HAB ∼= ∠ABH. Odatle, i iz podudarnosti uglova

∠B′AH i HBA′, sledi

∠CAB = ∠CAA′ + ∠A′AB = ∠B′AH + ∠HAB

= ∠HBA′ + ∠ABH = ∠B′BC + ∠ABB′

= ∠ABC

∠CAB ∼= ∠ABC =⇒ △ABC- jednakokrak.

2. Neka je M sredi²te ivi
e CD kvadrata ABCD i P ta£ka dijagonale AC takva da je

3AP = PC. Dokazati da je ∡BPM = π
2
.

re²enje:

Ozna£imo sa S 
entar kvadrata ABCD ivi
e a.
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=⇒ △AMB ∼ △BSP =⇒ ∠AMD ∼= ∠SPB

△BMS : △PSM :
∠MSB = 3π
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=⇒ △BMS ∼ △PSM =⇒ ∠BMS ∼= ∠MPS

Kako je CM ∼= MD, BC ∼= AD, ∠BCM = ∠MDA = π
2
, to je

△BCM ∼= △DAM =⇒ ∠CMB ∼= ∠AMD.

Odavde dobijamo:

∠BPM = ∠BPS + ∠SPM = ∠AMD + ∠BMS = ∠AMD +
π

2
− ∠CMB =

π

2
.

3. Ako su RA,α i RB,β dve rota
ije neke ravni, odrediti sve ta£ke X te ravni za koje je

RA,α(X) = RB,β(X).

re²enje: Neka su a, b, c prave takve da vaºi:

c ∋ A,B, A ∈ a, α = 2∡(a, c), B ∈ b, β = 2∡(b, c).

Tada:

RA,α = RB,β =⇒ Sc ◦ Sa = Sc ◦ Sb =⇒ Sa ◦ Sb = E .

a) a ∩ b = {O}, ϕ = 2∡(b, a)

X = Sa ◦ Sb(X) = RO,ϕ(X) ⇐⇒ X ≡ O ∨ ϕ = 2π

Ako je ∡(b, a) = π, onda je a ≡ b ⇐⇒ α = β = 0.

b) a ‖ b =⇒ α = β

X = Sa ◦ Sb(X) = T−−→
PQ

(X) ⇐⇒
−−→
PQ =

−→
0 ⇐⇒ a ≡ b;⇐⇒ α = β = 0.

Dakle, jedina ta£ka koja zadovoljava uslove je X = a ∩ b.

4. Dokazati da se oko svakog tetraedra ABCD u prostoru E3
moºe opisati sfera.

re²enje: Geometrijsko mesto ta£aka ravni E2
podjednako udaljenih od ta£aka A,B,C je


entar kruga P opisanog oko △ABC, a geometrijsko mesto ta£aka prostora E3
podjednako

udaljenih od ta£aka A,B,C je prava p koja sadrºi ta£ku P i ortogonalna je na ravan odre-

�enu ta£kama A,B,C. Sli£no, neka je q geometrijsko mesto ta£aka podjednako udaljenih

od ta£aka A,B,D.

Neka je {O} = p ∩ q, tada je O 
entar traºene sfere:

O ∈ p ⇒ d(O,A) = d(O,B) = d(O,C)
O ∈ q ⇒ d(O,A) = d(O,B) = d(O,D)

}

=⇒ d(O,A) = d(O,B) = d(O,C) = d(O,D) = r.



5. U ravni E2
konstruisati △ABC kome su polupre£ni
i upisanog kruga i spolja pripisanog

kruga koji odgovara temenu C podudarni s datim duºima ρ, ρc, a unutra²nji ugao kod

temena C podudaran s datim uglom γ.

re²enje:
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ANALIZA: Neka je S 
entar kruga κ upisanog u △ABC, a Sc 
entar spolja pripisanog

kruga κc koji odgovara temenu C. Ozna£imo sa Q i Qc redom dodirne ta£ke upisanog i

spolja pripisanog kruga sa strani
om AC. Tada je SQ ∼= ρ, ScQc
∼= ρc, ∠BCA = γ.

Strani
a AB je zajedni£ka unutra²nja tangenta krugova κ i κc.

KONSTRUKCIJA:

• p, q : p ∩ q = {C},∠(p, q) = γ

• s : simetrala ∠(p, q)

• D,E : C ∈ DE, DE ⊥ p, DC ∼= ρ, EC ∼= ρc

• S, Sc : S, Sc ∈ s, SD ‖ p, ScE ‖ p

• κ, κc : κ(S, ρ), κc(Sc, ρc)

• t - zajedni£ka unutra²nja tangenta krugova κ i κc

• A,B : t ∩ p = {A}, t ∩ q = {B}

Pomo¢na konstruk
ija: zajedni£ka unutra²nja tangenta krugova κ1(O1, r1) i κ2(O2, r2).

Ako se krugovi κ1 i κ2 ne seku, konstrui²emo krug κ′
1
(O1, r1 + r2) i tangentu t0 (jednu)

iz ta£ke O2 na njega. Konstrui²emo pravu p koja sadrºi ta£ku O2 i normalna je na t0 i

ozna£imo sa T2 njenu prese£nu ta£ku sa krugom κ2 koja je sa iste strane prave t0 kao i ta£ka

O1. Konstrui²emo pravu t : T2 ∈ t, t ‖ t0. Prava t je jedna od dve zajedni£ke unutra²nje

tangente krugova κ1 i κ2 (druga se konstrui²e analogno koriste¢i drugu tangentu iz O2 na

κ′
1
).
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Ako se krugovi κ1 i κ2 seku, zajedni£ka tangenta ne postoji.

DOKAZ: Prema konstruk
iji, prave p, q i t su zajedni£ke tangente krugova κ(S, ρ) i

κc(Sc, ρc), pa su to redom upisani i spolja pripisani krug trougla koji odgovara temenu

C. Prema konstruk
iji, ∠BAC = ∠(q, p) = γ.

DISKUSIJA: Re²enje postoji ako se krugovi κ i κc ne seku:

ρ+ ρc ≤ SSc = CSc − CS =
SQc

sin γ
2

−
SQ

sin γ
2

=
ρc − ρ

sin γ
2

⇐⇒ sin
γ

2
≤

ρc − ρ

ρc + ρ

Ako je u ovom uslovu ispunjena stroga nejednakost, postoje dve zajedni£ke unutra²nje

tangente, te postoje i dva re²enja.


