EUKLIDSKA GEOMETRIJA - II kolokvijum, januar 2010. godine

1. Neka je ABCD pravilan tetraedar ivice a i S srediSte visine iz temena D. Dokazati da su
AS,BS i CS tri uzajamno ortogonalne prave.

resenje: Oznacimo sa T podnoZje visine iz temena D na ravan odredenu tackama A, B, C.
Kako je ABCD pravilan tetraedar, T je tezite, ortocentar i centar opisanog i upisanog
kruga AABC.

Neka je E presek pravih AT i BC, a F srediste duzi AT.

T — ortocentar ANABC — AF — visina AABC
T — teziste AABC — AF=FT=>=TF
DT — visina tetraedra ABCD =— /FTS=/ETS = %

Odavde sledi da je AFTS = AETS, paje SFF = SE.

Kako je su tacke S i F sredista duzi DT i AT respektivno, to je SF srednja linija ADT A,
pa imamo da je SF' || DA1 SF = 5. Imamo:

SF~=SE = SFE
FE — srediste duzi BC — FEB =

2 o ¢ = FE—centar kruga opisanog oko ABSC

Dakle, pre¢nik kruga BC' se iz tacke S vidi pod pravim uglom, tj. BS L CS.
Slicno se pokazuje da je AS L BS.

2. Ako su A, B, C, D &etiri razne tacke neke ravni 7 prostora E3, dokazati da je
gﬂ;m °© gﬂ';@ °© gﬂ';B? °© gﬂ';xﬁ =¢.
resenje:

gTr;Dj o gﬂ_;cﬁ o gﬂ';B? o gﬂ_;ﬁ:TDjOSWOSWOT@OTB?OSWOSWOTE:
T5a°Tep° Tge © Tap = Todrebséean = o = &



3. Uravni E? date su tatke Ai B i duz £. Konstruisati tacke C' i D tako da vazi H(A, B; C, D)
iCD =/,
resenje:
Lema: Neka je k1 krug nad prec¢nikom AB, a ko proizvolji krug koji sadrzi tacke C'i D,
takve da je B(A,C, B, D). Tada: H(A,B;C,D) < k1 L ka.
Dokaz: Neka je Op centar kruga x; i O2 centar kruga xo. Neka je T' € k1 N Ko.

=: H(A,B;C,D)
AT e kg = AO; =TO; i vazi 01A2 = 0:C - 01D, tj. 01T2 = 0:C-O1D. Iz
svojstva potencije u odnosu na krug, sledi da je T" dodirna tacka kruga ko tangente iz
tacke O1 na krug ko, odakle sledi da je Z01T' 02 = 5, odnosno k1 L ka.

<: K1 L Ko
Prava O,T je tangenta na krug ks, pa iz svojstava potencije u odnosu na krug vazi
O,T? = 0,C - O, D.
AT e r, = AO; =TOq, pavazii 014° = O:C - O, D. Kako O, pripada tangenti
na ko, vazi raspored B(A, O, C, B, D), pa je H(A, B;C, D).

ANALIZA: Neka je ko upravo krug nad prec¢nikom C'D 22 ¢. Neka su tacke O; i Oz redom
sredista duzi AB i CD. Ako je T jedna presecna tacka krugova k1 i ko, tada je AO1T'O4
pravougli.

KONSTRUKCIJA:
(] 01 : 01 = S(AB)
e NOITOs: O3 € AB, O\T 2 014, O;T =%, £L0,TO5 = %
e ko : krugsa centrom u tacki O, poluprecnika %
e C,D: rkaNAB={C,D}
DOKAZ: Prema konstrukeiji, CD je pre¢nik kruga xo (O, £) , pa je CD = ¢.

Prema konstrukciji, O17 je tangenta na krug ko, a O2T je tangenta na krug k1,1 Z0:TO2 = 3,
pa je k1 L ka. Na osnovu leme vazi H(A, B;C, D)



DISKUSIJA: AO;T0O2 smo mogli da konstruiSemo na dva nacina: tako da vazi B(A, Oy, B, O2)
ili B(O2, A, O1, B). Ovim dvema moguénostima odgovaraju redom resenja B(A,C, B, D) i
B(C, A, D, B). Tacke C' i D mogu biti i suprotno oznacene, tako da postoje 4 resenja.

. Dokazati da kod AABC u ravni E? simetrale spoljagnjih uglova seku prave odredene
naspramnim stranicama u kolinearnim tackama.

re§enje: Neka susa sy, Sp, 5S¢ oznacene simetrale spoljasnjih uglova kod temena A, B, C;, AABC.

spNAC ={D} A B(AC,D)Vv B(C,A,D) = %<0
3cNAB={E} A B(A,B,E)V B(B,AE) = g <0
—— g
B

SANBC={F} A B(B,C,F)v B(C,B,F) <0

Vazi:

AD:CD = BA: BC AD CF BE AB AC BC
AFE : BE=CA:CB :___A:_A_A_:
BF :CF = AB : AC DC FB EA BC AB AC

Ako uzmemo u obzir raspored tacaka dobijamo da je

AD CF BE _ |
DC FB EA

pa su, na osnovu Menelajeve teoreme, tacke D, E, F kolinearne.



