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1. Ako su p i ¢ dve mimoilazne prave, dokazati da postoji jedinstvena ravan 7 koja sadrzi
pravu p i paralelna je sa pravom q.

resenje: U prostoru E3 prava ¢ je paralelna sa ravni 7 ako ako je ¢ C wili ¢Nmw = 0.
Ako su p i ¢ dve mimoilazne prave, onda one nemaju zajednickih tacdaka.

Dokaz: Neka je pn g = {X}. Svaka prava sadrzi bar dve tacke, tako da postoje tacke
A € pi B € q razlicite od tacke X. Postoji jedinstvena ravan a koja sadrzi tacke A, B, X.
Iz A X € ai B, X € asledi p,qg € a, a ovo je u suprotnosti sa definicijom mimoilaznih
pravih. a

Za svaku taéku @) i pravu p postoji jedinstvena prava ¢ takva da je Q € q,p || q.

Dokaz: Ako je Q € p, tada je ¢ = p. Ako Q ¢ p, tada, na osnovu Plejferove aksiome, u
ravni odredenoj njima postoji jedinstvena prava g takva da Q € qipnNg=0,tj. pllq. O
Ako se prave p i ¢ seku u jednoj tacki, tada postoji jedinstvena ravan 7 koja ih
sadrzi.

Dokaz: Neka je pn g = {X}. Na osnovu aksioma incidencije, imamo svaka prava sadrzi
bar dve tacke i da postoji jedinstvena prava koja sadrzi dve razne tacke. Neka su A € p
iBeQ, A B+# X. Ako bi tacke A, B, X bile kolinearne, zbog jedinstvenosti prave kroz
tacke A i X, sledilo bi da je B € p, §to je kontradikcija jer je X # B jedina zajednicka
tacka pravih p i ¢. Dakle, tacke su nekolinearne, pa se iz aksioma incidencije lako dobija
da postoji jedinstvena ravan m D A, B, X. Posto tacke A i X pripadaju ravni 7, sve tacke
prave p pripadaju ravni 7. Sli¢no, q € . O

Sli¢no se pokazuje i tvrdenje da postoji jedinstvena ravan koja sadrzi dve paralelne prave.

Neka je P tacka takva da P € p. Prema prethodnom, P ¢ ¢ i postoji jedinstvena prava
/

p': Pep p | g Prave pip' seseku u tacki P, pa postoji jedinstvena ravan « koja ih
sadrzi. Treba pokazati q || 7, odnosno ¢ N7 = ().

1z q || p’ sledi da postoji ravan « koja sadrzi prave p’ i ¢. Ako bi ¢ N 7w = {X}, tada bi
X € a, odnosno X € aNm, ato je prava p’. Ovo je nemoguce jer se prave p’ i g ne seku.

2. U trouglu AABC vazi BC = 1 (AB + AC). Neka su tatke M i N sredista ivica AB i AC,
a ¢ opisani krug trougla AAMN. Dokazati da srediSte upisanog kruga trougla AABC
pripada krugu /.

resenje:

Lema 1: Bisektrisa unutrasnjeg ugla trougla sece naspramnu stranicu u odnosu susednih
stranica.

Lema 2: Bisektrisa unutrasnjeg ugla trougla, medijatrisa naspramne stranice i krug opisan
oko trougla seku se u jednoj tacki.



Neka je E presek bisektrise unutrasnjeg ugla kod temena A i prave BC. Na osnovu leme
1,vazi B(B,E,C)1 BE : CE = AB : AC. Odavde imamo:

AB
BE = A—CCE
AB AB + AC
1
BC = Z(AB+AC)

Iz prethodnog sledi da je AC = 2CE. Sli¢no se pokazuje da je AB = 2BE.

Tacka M je srediste duzi AB, pa je BM = %AB = BE. Dakle, BM = BE, tj. ABEM je
jednakokraki, pa je bisektrisa /M BE ujedno i medijatrisa duzi EM. Analogno se pokazuje
da je bisektrisa ZECN medijatrisa duzi EN.

Neka je sa S oznacen centar kruga upisanog u AABC, tj. S je presek bisektrisa uglova
/ABC =2 /MBE i /BCA = /ECN. Uotimo AMEN : medijatrise stranica EN EM se
seku u jednoj tacki, te je S centar opisanog kruga oko AMEN.

Krug ¢ je opisan oko AAM N. 1z leme 2 sledi da se bisektrisa /N AM i medijatrisa stranice
MN seku na krugu ¢. Iz prethodnog sledi da tacka S pripada medijatrisi stranice M N i
bisektrisi ZCAB = /N AM, pa je upravo S traZena tacka.

. Dokazati da je ¢etvorougao ABCD neke ravni E? tetivan ako i samo ako je

95x°9zp°950 0943 =€

resenje:
Klizajucéa refleksija je kompozicija translacije Tﬁ i osne refleksije Spps te ravni, a posto

one imaju zajednicku osu PP’ vazi: gﬁ?, =Sppr o Tﬁ = Tﬁ oSppr.



Rotacija oko tacke O za ugao a nazivamo transformaciju Ro,, odredenu relacijom Ro o =
Sq08y, gdeje O =pNg,a=24(p,q).
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gde smo sa¢ oznacdili simetralu duzi AC, a sa p i g prave takve da vazi

Cep, 4ABCD=4(AC,p), Ceq, ql AC.

Pogto je, prema teoremi o transmutaciji, ¢ = Ss 4 (¢') = Ssac © Sy(p) = T53(p), to prava
q" sadrzi tacku A i paralelna je sa pravom p.

Odavde sledi:
E=8paocSy 0SacoSaB=Ra,p,oRap =TRA,pt+¢,
za uglove
o = 24(¢",DA) =2(£L(q",AC) — £ DAC) = 2(£(p, AC) — £DAC) = 2(m — £LBCD — £ DAC)
¢ = 24ABAC =2({BAD — LCAD) =2(m — {DAB — 7w+ £DAC) = 2({DAC — £{DAB)
Jednakost & = R 4 444 je ispunjena akko je
0=p—+¢=2(r—ABCD — ADAC + {DAC — {DAB) =27 — 2({BCD + £DAB),

odnosno m = LBCD + £DAB.

Dakle, ¢etvorougao ABCD je tetivan akko su naspramni uglovi suplementni, §to je upravo
dobijeni uslov.



4. Neka je PQ zajednicka normala mimoilaznih pravih piq, P € p, Q € q. Ako prava ¢ sefe
prave piqredom u tackama A i B takvim da je AP = B(Q), dokazati da je {PAB = LQBA.

resenje:

/APQ=/PQB =1
AP =~ BQ) — AAPQ =~ APQB = AQ = BP
PQ = PQ
AQ = BP
AP = BQ — AAQB~APBA —> {QBA~ {PAB
AB =~ AB



5. Konstruisati krug » koji sadrzi date tacke A i B i ortogonalan je na dati krug .

resenje:

ANALIZA: Oznacimo sa k trazeni krug. \
Neka je r1 krug sa centrom u tacki A poluprecnika AB. Posmatramo inverziju v, u odnosu
na krug x;.

e Tacka B pripada krugu inverzije, pa je invarijantna pri inverziji ¢y, .

e Krug ¢ slika u krug ¢’ koji ne sadrzi centar inverzije A.

e Krug x sadrZi centar inverzije, pa se slika u pravu «’ koja ne sadrzi tacku A. Inverzija

je preslikavanje koje ¢uva uglove i incidenciju, pa vazi:

Ber = B=19(B) €ty (k) =+
kll = K =t (k) L, ()=

Dakle, k' je prava koja sadrzi tacku B i ortogonalna je na krug ¢’ (sto znadi da sadrzi
centar X kruga ¢').

KONSTRUKCIJA:

e r1 : krug sa centrom u tacki A poluprecnika AB
e (' : krug - slika kruga ¢ pri inverziji ¥y,
e 1’ : prava koja sadrzi centar X kruga ¢’ i tacku B

e r : krug - slika prave &’ pri inverziji ¥y,
Pomoéne konstrukcije:

a) Konstrukcija slike kruga ¢, A ¢ ¢ pri inverziji vy, .
Neka je p prava koja sadrzi tacku A i centar O kruga ¢. Oznaimo sa P i Q tatke
preseka prave p i kruga ¢. Ako su P’ i @)’ redom slike tac¢aka P i @ pri inverziji ¥y, ,



tada je trazeni krug ¢’ krug nad preénikom P’'Q)’.

K1

b) Konstrukcija slike prave /', A & &’ pri inverziji 1y, .
Prava koja ne sadrzi centar inverzije slika se u krug koji sadrzi centar inverzije. Neka
je P’ podnoZje normale iz centra inverzije A na pravu x’ i P njena slika pri inverziji
1y, . Trazeni krug « je krug nad prec¢nikom AP.

DOKAZ: Prema konstrukciji tacka A je centar inverzije, a B pripada krugu inverzije, pa
je ¥y, (B) = B. Krug ¢ sa centrom u tacki X je slika kruga ¢ pri inverziji.

Prema konstrukciji krug « je slika prave v’ : A € «/, B, X € r’. Na osnovu osobina



inverzije vazi:
Adr = Aexk
Berx = Be€k
Xew = w1l = ki1t

DISKUSIJA: Ako su centar kruga £ i tacke A i B kolinearne, k je prava AB. Ako A, B € (,
reSenje ne postoji.



