BepoBaTtHoha - cnimcak 3ajijaTaka
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. Bamajy ce ucrospemeno Hopunh n Konkwnma. OApeanTH CKYI eTeMeHTapHUX HCXOIA.

. ¥ KyTHuju cy 4etupu Juctuha o3HadeHa Opojesuma 1, 2, 3 u 4. U3saaummo auctuhe

(a) Ge3 Bpahatba,
(6) ca Bpahamewm,

CcBe JIOK He U3BYy4YeMO JIMCTHD ca HemapHuM OpojeM. OJIpeauTH CKYII eJieMeHTapHUX
UCXo/1a.

. Crpenarn rah)a y musb 00/1nKa KpyzKHE MeTe MOy TPeYHrKa Ay KuHe K, upu demy ce mepu

pacrojame mororka o mnearpa mere. OapeuTu CKYI eIeMEeHTAPHUX UCXO/IA.

[locmaTpa ce m rocTujy y pecTropaHy W perucrpyje jia Ju cy Hapydwiu Kady wim He,
a OHJA Cce IOCMAaTpa jOII OHOJHUKO TFOCTH]Y KOJHUKO je Mehy IpBUX N TOCTH]y HAPYUUJIO
kady 1 KoJ HBHUX ce, Takohe, perucrpyje ma Jjm cy Hapyudmin kady win He. OapeanTn
CKyI eJeMeHTapHuX nexosa () u 6poj enemenara Tor ckymna. Cmarpa ce fa je yKymnaH 0poj
rocTujy y pecropany Behu mim jegHak 2n.

KJTACUYHA JEOUMHUNIINIJA BEPOBATHORE

Komnka umje cy cBe ctpane obojerne nojebena je y 1000 Mamux KOIKY jeIHAKE BeJUUNHE.
Nspauynaru BepoBarnohy jia ciydajuno u3adpaHa KOIKa UMa TA4HO JiBe 0OojeHe cTpaHe.

N3 kyTuje y K0joj ce Hajase 1ejy/be o3Hauene 6pojesuma o1 1 /10 n U3BIAYM Ce jeIHa 10
jenna uenyspa,

(a) Ge3 ppahama,
(6) ca Bpahamewm,

u Oenexe ce jodujenu Opojesu. U3pauynaru BepoBarHOhy ja Oyiy pejoM H3BYyYeHU
opojeBu 1, 2, ..., n.

. Xoresn uma n coba mopehanux jeana a0 apyre y npaoj Jguauju. Ha ciaydajan mHadwmn

k (k < n) rocrujy ce pasmemra 1o cobama. M3pauynaru sepoBaruohy ja onu 3ay3my k
cyceaHnx coba.

Ha cioryuajan nayun ce N Jbyau pasmellnTa 3a OKPYIVIEM cToJioM. l3padynaru Bepo-
BaTHONY 1A JBa oJabpaHa JIMI@A He CeJHY jeIHO 0 JIPYIOr.

Urpaun A u B umajy jeanaxe mamnce Ja y jejHOj napruju Heke urpe ocoje 601. Hewma
Heperrerux urapa. [lobehyje onaj koju npeu cakynu 6 60/108a. M3pauynaru BepoBarHohy
na mobean urpad A, omHOCHO Urpau B, ako je TpenyTHEU pedyarar 4:2 3a urpaqa A.

W3 ckaagummiTa ca n mpejaMeTa, o KOjux je k HeHCIIPaBHO, Y3UMa, ce OJIjeTHOM M IIpeaMeTa.
Wspauynatu BepoBarHohy na mehy Tum mpeaMeruma Oyjie TauHO [ HEHCIIPABHUX.

Nszpauynaru BepoBarHOhy Ja ce 3ammMcuBarbeM IO CJIAYYajHOM pejocieny jBe mudpe 1,

jenue nmudpe 2, Tpu nudpe 3, e mudpe 4 u jeane mudpe 6 106uje geBerorudpenn 6Poj
KOjH Ha HEINAPHUM MeCTHMa HMa HemapHe mudpe.
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JBajiecer ujeHTUYHUX KYTJIMIA JE€BOjUYMIIA HA CAydajaH HAuUuH pacuopehyje y mer KyTuja.
N3zpauynaru BepoBarnohy ja

(a) y cBakoj KyTuju Oymy 6ap JBe Kyryiule;

(6) Tauno nBe KyTHje OyIy mpasHe.

OOPMVJIA YK/bYYEKA U NCKJ/bYYERA

Yerupu Opauna mapa Ha cayvajaH HAadIWH cefajy y pea ca 8 croauna . lzpauynaru
BepoBaTHONY Jla HHUjeJaH Iap He CeJIh 3ajeJHo.

3a OMOCKOIICKY caJly KOoja IMa n HyMepHCAaHUX MecTa CBe KapTe cy pacupojare. [memgaorm
ciaydajHo bupajy mecra 6e3 ob3upa Ha KaprTe Koje umajy. lV3padynaru BepoBarHohy jia
Oap jenan riiejajial ceJiHe Ha MECTO 3a Koje uMa KapTy. demy Texku Ta BepoBarTHOha Ka
n — oo?

Y BO3 KOjU MMa m BaroHa Iewme ce n (n > m) nyrHuka. 3padynaru eposaTHohy 1a y
cBaku Baron yhe 6ap 1mo jegaH mMyTHUK.

F'EOMETPUJCKA BEPOBATHOTRA

U3 cermenta [0, 1] Ha ciyuajan vaunu OGupajy ce jBa 6Gpoja. Uspauywaru BepoBarHOhY
Jla, IbUXOB 30up Oyae Mamu oj 1, a npou3Boj Behu o1 %

Pacrojame uzmehy nse napanenue renedoncke aunnje ayzxune [ je d (d < ). Ha cBakoj of
TeepOHCKUX JIMHUja HA HEIO3HATOM MeCTy nocroju npekuj. 3padynaru BeposaTHohy
1a je pacrojame R mehy raukama mpekua e Behe on a (d < a < V1% + d?).

YCJIOBHA BEPOBATHOTA 1 HESBABUCHOCT

U3z ckyma {1, 2, . . . , 22} cayuajuo je m3abpan jegan 6poj. Vspauynaru BepoBaTHONY
Jla je n3abpan napan Opoj ako je 1mo3Haro ja je nzabpan Opoj Jie/bUB Ca TPH.

Y pex ca 10 cemmmira Ha caydajaH HaduH cemajy Tpu ocobe. Ocobe X m Y HuCy cene
jenna mo apyre. M3pauynaru BepoBarHohy ja je ocoba Z cesa usmely ocoba X u Y.

Y unHUju ce Hantaze dYeTupu jabyke copre 1 um mer jabyka copre 2. [leBojumiia caBkor
JlaHa 1ojejie 1o jegany jabyky. I3pauynaru Bepoaronohy jia he jieBojuuna npBo mojectu
cBe jabyke coprte 2.

Cpaka oj1 15 MCIUTHHUX Ie/1y/ba CAJAPKU 10 JIBA MHTakba KOja ce He MOHaB/bajy. CTyIeHT
3Ha OJAroBOpP Ha 25 murtama. Jla 6 1moJI0:KHO HCIUT OH Tpeda Ja OArOBOPH WU Ha 00a
HUTaba Ca MeIy/be KOjy IPBY U3BYUe WIN HA jeIHO MUTAME Ca IIey/be KOJy MPBY H3ByUe U
Ha IIPBO IUTAE Ca ey be Kojy aApyry ussyde. IllTa je BepoBaTHuje: jia CTYAEHT MMOJIOXKHI
WIN 114 HE MOJIOZKH ACIUT!

Yopek uMa y Iemmy n KJ/bydeBa OJ1 KOjUX caMo jeJaH oTBapa BpaTa. KipydeBe pemoM Bam
u3 jrena (6e3 pahama) 10K He Halje ogrosapajyhu kibyd. Mspauysaru BepoBaTHOly na
TpazKeH! K/byd U3ByUe v k-TOM H3BJaUerby, Ie je k (bukcupan 6poj Takas ga je 1 < k < n.
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[Tox, upernocraBkoM Jia cy BepoBaTHOhe pabharba MYIIKOI' M YKEHCKOI' JleTeTa je/IHAaKe,
HCIUTATH He3aBuCHOCT norabaja A - mema Hucy mcror mosa u B - mehy memom je najsuie
jeaHa JeBOjYnIa, aKo:

(a) y mopoauiu uMa Tpoje Jere;
(6) y TOPOAMIM MMA YETBOPO JIETIe.
Sanarak 9.

Ha typuupy Tpeba oaurpatu Tpu mapTUje CTOHOI TEHUCA HPOTHB MAMINOHA A U HEIITO
caabujer urpada B 1o jeanoj ox mema A — B — A wm B — A — B. Harpaza ce nobuja
aKo ce mobeau y 6ap aBe mapruje y3actonno. Kojy memy m3adbpaTtu?

VY cBakoj napruju uzmehy urpada A u B, urpaua A nobehyje ca BepoBarnohom p u Hema
Hepedenux ummoga. Vrpa tpaje nam 1ok A He nobuje m napruja (A nobegHuK) Wi T0K
A ue u3ry6u n napruja (B nobeauuk). 3padynaru BepoBaraohy ma A nobemun y 1esoj
UrpH.

OOPMVJIA ITOTIIYHE BEPOBATHOTRE I BAJECOBA ®OPMVJIA

Y KyTuju ca pe3epBHHUM JIeJIOBUMA, KOJU €€ 110 U3IJIe/ly He PA3JIUKY]y, jeé IIeT HOBUX U TPHU
crapa Jena. CiydajHo ce dupajy aBa Jesna OfjeHOM W KOPHCTe U3BECHO BpeMe, MOCje
gera ce Bpahajy y kyrujy. Hakon Tora ce omer ciaydajHo 6upajy JBa Je/1a OJIjeTHOM.

(a) Mspauynaru BepoBaraohy na oba apyroojgabpana jesa OyLy HOBA.

(6) Axo cy apyroomabpaHu JeJJ0BH HOBH, H3pavdyHATH BepoBaTHONY Ja cy npBoomabpanu
JIeJI0BUA OUIN CTapH.

Y KyTuju ce Haja3e TpW KYIJIWIe, OJ] KOJUX CBaka MoxKe Outm Oena miaum mnpHa. CBe
IpeTHocTaBKe 0 OPOjy Oequx KyIJIMNa y KyTHju Cy jeqHako BepoBaThe. U3 kyTuje ce
4eTupu InyTa, ca Bpahamem, bupa kyriauna. Koju je HajBepoBaTHHjU cacTaB KyTHje aKO
je jeaIHOM m3BYUeHA IPHA W TPH IyTa Oesa KyTInia’

Beposatnoha ma je ogpehena kmura y 6ubanoreru je p. AKo je Ta Kibura y OUOJIIOTEIH,
OHJIa Ce ca MCTOM BepoBaTHohOM HaJa3m Ha OMJIO K0joj oj n moswuia. Ilperiemano je m
(m < n) nosuna u ra Kwbura zHuje Halena. V3pauynaru eposarnohy Ja je ona caja y
OubInOTeIN.

Y mpBOj KyTHju HaJa3e ce caMmo Oesie KyTJule, a y APYroj KyTuju 411 KYTJIATIA Cy TIPHE, a
% bene. CiuydajHo ce OUpa KyTHja W W3 e ce U3BJIauM jeqHa kyrinna. lcmocrasuio ce
nIa je O6ena. 3Bydena kyrmmia ce Bpaha y KyTujy u3 Koje je U3ByUeHa U U3 Ibe Ce OIeT
u3Bjavun jejHa Kyrymia. V3padynaru BepoBaTHOhy jia oBa Kyriuia Oy/e 1mpHa.

JUMCKPETHE CJAYYAJHE BEJIMYNMHE. MATEMATNYKO OYEKVBAILE U J1U-
CITEP3UJA.

Y cMmepy KpeTarmba ayToMODMIa Hajlase ce PeaoM TpH cemMadopa KOju pajie He3aBUCHO
jeman o apyror. Ha cBakom cemadopy ce ¢ BepoBarnohom p = 0.5 1mojaBibyje 1HpBEHO
u ¢ peposaTrHohom ¢ = 0.5 3eneno cserso. ChaydajuHa Beanudmaa X IpeacTaB/ba OpOj
cemadopa mopes KOjuX MpoJas3H ayTOMOOWI A0 TMPBOT 3aycTaBbama. OapennTn 3aKoH 1
byHKIM]y pacrojese BepoBaTHoha ciaydajue Bejnaune X .
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N3 kyruje y K0joj cy 4derupu 1ejy/be HyMepucane Opojesuma 1,2,3,4 uspjiauumo, 0e3
Bpahama, JOK He H3By4YeMO IeJy/by ca HemapHuM OpojeM. Ako je X 30up u3By4YeHHX
opojena, a Y Opoj w3BJIaverma, OPeANTH 3aKOHE paciiojesa BepoBaTHONA CJIyvYajHUX Be-
guauHa X m Y. V3paunHaTy HBHUXOBO MAaTEeMATHIKO OUEeKHBAIbE U JIUCIEP3HU]Y.

Y KyTHju ce HaJa3e TpU KyTJnie HyMepucane opojesuma 1,2,3. U3 KyTHje ce Ha ciay4ajan
Ha4YuH OUpajy JiBe Kyrjule, jejana 1o jegna ca spahamwem. Heka je X kosmunuk Opojesa
JIOOMjeHUX Y MIPBOM U JIPYTOM U3BJIAYECHHY .

(a) OapeauTu 3aKOH paciojesie ciydajHe Beaundnne X.
(6) Cxunuparu rpacduk dbyukuuje pacnogene Fy.
(B) M3pauynarn BepoBarnohy na X y3me 1eg06pojHy BPEIHOCT.

13 ckyna {1,2,...,n} (n > 2) Ha cayvajaH HAYWH OHpajy ce OJjeTHOM JBa PAa3IHINTa
opoja x u y. Heka je S = max{x,y}. Oapemnutn pacmojesny ciydajHe Beauuuse S u
mpauynaru P{0.5 < S < 3.5}, P{S > 2}, kao u ouekupame ES.

Sazgar je uctut ca 10 murama npu geMmy Tpeda ogabparu jesan o aBa nonyhena oarosopa.
Ja 6u ce mosoxkuo ucnut norpedbno je 70% raunux omrosopa. Mzpadynarn:

(a) BepoBaTHOLY JIa CTYIEHT IMOJOXKU UCIUT AKO HACYMIYHO 3a0KPYIKYje OArOBODE;
(6) BepoBaTHOLY Ja CTYIEHT MMa BUIIE O] JBa TAYHA OJTrOBODPA.

Beposarnoha na komapkain norogu kot je p € (0,1). On raba cBe 10k He noroju.
Nszpauynaru ouekuBanu 6poj MOKyIIaja 10 MOrOTKa.

Cayuajua Bequunna uMa IlyaconoBy P(A) pacnogeny. V3padyHaTu OYeKHBambe U [IH-
CIIeP3Hjy Te cJIydajHe BeJTUINHE.

bBana ce konkuna 3a urpy. M3pauynaru ouekuBanu 6poj banama 10 1mojase cBUX Opojena.

Pezynrar rahama je morojax ca BepoBaTHONOM p WjIH mpoMariaj ca Beposarnohom 1 — p.
WsBojau ce n mezaBucuHux rahama. V3padynaru odekuBaHu Opoj MpOMEHa pe3y/TaTra y
THX N eKCIIEPUMEHATA.

Cayuajua Besimunna X uma 6unomuy B(n,p) pacuogeny. Axo je Y =n — X, oupeauru
pacnojiesy ciaydajue peandune Y u u3pauynaru Y u DY

Heka je X ciay4ajua BeaudnHa YUjU je 3aKOH pacrojeie

(—1 0 1)

p 1=2p p)’

sa p € (0,3). Halin sakome pacnomene 3a cayuajue Bemmunne Y = X? u Z = e,
Wzpauynatn DY u DZ.

JANCKPETHU CJIVHAJHU BEKTOPU. HEBABUCHOCT CJIVHAJHUX BEJIMYNHA.

Hopunh ce ce Gama werupu nyra. Heka je X Opoja masux nwmcama, a Y Hajsehu Opoj
y3aCTONMHWX MOHaBbarba mucMa. OupeanTn 3ajeqnndky pacrojerny sektopa (X,Y) u
UCIIATATH HE3aBUCHOCT CJIYYajHUX BeudnHa X 1 Y.

U3 xyTuje y K0joj cy 4eTupm 1eaysbe HyMepucane 6pojeBuma 1,2.3,4 m3Baade ce meaysbe,
6e3 Bpahama, /10K ce He u3By4e 1e/ysba ca Henapuum oOpojem. Heka je X 30up usBydenunx
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Opojesa, a Y 6poj ussiadewa. Oppeauru pacuogeny ciaydajue sejauuune (X, Y), Kao u
Maprunajane pacrojesne 3a X u Y. Vcnurarn He3aBuCHOCT cjydajuux Beauyduna X u Y
U U3padyHaTH O4eKuBame rnpoussojga X n Y, FXY.

3a caydajue BequunHe X W Y W3 NPeTXOTHOT 33/JaTKa, OJPEIUTH PACIOETy CJIydajHe
BeuunHe /Z, vae je Z = XY.

Heka cy X; m X, He3aBucHe ciydajHe BequdnHe ca reomerpujckoM G(p),0 < p < 1,
pacnogesnom. Axo je Y = max{X;, Xy}, onpeaurn pacrnojieny ciaydajre Besndnse Y.

Hekacy X ~ P(A\) uY ~ P(u) He3aBucHe ciydajhe Besqmante. Halin pecriosesty BHX0BOD
3oupa, Z =X +Y.

AITPOKCUMAINJA BMHOMHE PACIIOJIEJIE ITVACOHOBOM PACITOAEJ/IOM

JledbexkTan aprukas ce nmpousoau ca sepoaraohom 0.02. Aprukiam ce maxkyjy y KyTuje
ox 100 xkomana. MspaaynaTn:

(a) BepoBaTHONY Ja y KyTHju HeMa HeeKTHUX apTHKAJA;
(6) BepoBarHohy Ja je 6poj medeKTHUX apTHKada y KyTuju Behin of mer.

[Toznato je ja y HEKOM Tpa/ly CTAHOBHHUK MMa, OUIUKJI ca BeposaTnohom (.02, a MoTop ca
BepoBarHOhOM (.01, ¢ TM IITO HUKO HEMa W OUTIUKJ U MOTOpP. M3pauyHatu BepoBaTHOhY
na ox 100 caydajHo m3abpaHUX CTAHOBHWKA OPOj OHUX KOjU Mocenyjy Oap jeaHo o7 oBa
JBa 1peBo3Ha cpejcrsa Oyue usmehy 2 u 6 (yk/pyayjyhu u re 6pojese).

U3 ckyna 6pojesa {1,2,...,n} Ha caydajan HauuH ce, ca BpahameMm, H3Baadn 2n 6pojeBa
(n > 100). Opgpenurn Hajmawmu 6poj k Takas ja BepoBaTHOha na 6poj W3BYUYEHHX Ue-
TBOPKH He Oyle Mamu o k wsHocu Hajsumie 0.05.

CJINHAJHO JIVTAIBE

Ha mexmm m3bopuma 3a kKarguaara A riacaso je m Oupada, a 3a KaHamugaTa B racalo je
n 6upada, npu demy je m > n. Koumka je BepoBaTHOhA /12 je TOKOM IJlacamba CBe Bpeme
BOJAMO Kauuaar A7

[Tujan goBeK cTOju Ha yIa/FEHOCTH O je/IHOT KOpaka JI0 UBHIE IpoBaJuje. Ha ciayuajan
HAYUH [IPaBU KOpakKe Ka IPOBAJIUjH Ca BEPOBATHONOM p U O IPOBaJIKje ca BepOBATHONOM
1 — p. Ogpeautu BepoBaTHONY JIa YOBEK IaJIHE Y IPOBAJIH]Y.

YBOJA Y [IPOI'PAMUCKN JESUK R. CUMVJIALIUJE CJINVHAJHOL' JIVTARA.
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ATICOJIVTHO HEIIPEKVJHE CJIVHAJHE BEJIMYUNHE

Cayuajua Bemanna X uma yaudopmuy U0, 1] pacnogeny. Oxpenuru dyHKIH]Y PACIIo-
Jiesie Te cJydajHe BeJTHduHe.

JlaTa je ¢dpyHKIHIja

(@) = { a(l—xz)?, x € 0,1],

0, nHaYe.

(a) Mspauynarn koHcTaHTy @ 3a Kojy je f(x) rycrmna pacmopese (BepoBaTHoha) Heke
cayJdajHe BenduHe X .

(6) Oxpenuru GYHKIUJY pacIojesie Te CaydajHe BeJTuIHHe.

(B) Uspauynarn P{X > 1/3}.

(r) Uspauynaru oueknparbe EX u aucnepsujy DX.

Hahwu pacnogeny cayuajue semunne Y = aX +0, a,b € R, rae je X ~ N (m,o?).
Hexka je X nenpekujiHa cjydajHa BeJIUYUHA CA I'yCTUHOM

1
fx(x) = 56_“', —00 < 7 < 00.

Hahu pacmogeny caydajre seamaune Y, e je Y = X2

Cayuajua Bemawna X wMma yaudopmuy U[—m /2, 7/2] pacnogeny. Axko je Y = cos X,
OJIPEINTHU TYCTUHY pacrojese caydajHe BeJudnune Y W n3padyHaTu odeKupame LY.

Cayuajua Benmmumna X wuma excrnoneHnmjaany &£(A) pacmogeny. Ogpenutu dbyHKImje
pacnojena ciaejiehux ciaydajuux BeJTUInHA:

(a) ¥ =[1-X];
(6) Z =min{X, X?}.

Bpoj ¢ ce cayuajuo 6upa u3 cermenta [0, 7/2], a 3arum ce kpo3 Tauky A(0, 1) moBaaun
IpaBa Koja ca IMO3UTHBHUM JIeJIOM T OCe 3aKjala yrao ¢. Ako je D yIa/beHOCT Te IpaBe
0/ KOOPJAMHATHOT NOYeTKA, OJAPEIUTH PACIONEIy CIydajHe Beaudaune D.

[Iramn ay:kune b—a caydajHo ce JOMI Ha jeJHOM MecTy. V3padyHaTn 0UeKUBaHy Iy KUHY
kpaher nesa mrrara.

Cayuajua Beaumanna X wva yaudopmuy U[—1,2] pacnogeay. Ako je Y = min{X, 1},
OJIPESTUTHU PACHoJieNTy CIydajHe BeJudnHe Y W M3padyHaTu odeKnBame FY .

Cayuajua semuunna X uma U[—1, 4] pacnogerny. OmpenuTn pacnopery ciydajHe Besd-
aune Y = |X| u uspauynaru EY.

Cayuajra Bemanna X nwva U0, 4] pacnomeny. Oxpeaurn pacnojeny ciayvajue BeJudnHe
Y = [X].

Cayuajua Bemunna X uMma cTangapaHy ekcrnomenrujaany pacnogery £(1). Onmpemntu
pacrojiesly cjaydajHe BeJIMUnHe:

a) Y = [X];
6) Y = X — [X].
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Cayuajua Besmunna X uma U|0, 1] pacnogeny. Hahu dynknujy pacnogese ciaydajue

BesimunHe Y = % — [%]

[TokaszaTu ja je ouekuBambe ciaydajue seaunanne X koja uma rama y(a, ), a > 0,8 > 0
pacnogeny EX = «/f n aucnepsuja DX = o/

Cnyuajna pemmanaa X uma rycruny pacrnogene f(z) =n(n+ 1)z" (1 — ), x € (0,1),
n € N. Uspauynatn EX n EX3.

ATIPOKCUMAIINJA BMHOMHE PACTIOJEJIE HOPMAJTHOM

dabpuka y Toky maHa npoussee 1000 ayTomobuiaa o1 Kojux cBaku ca BepoBarHohowm 0.05
3axTeBa Jgopaay. Koauku Tpeba ga Oyge KanamuTeT HapKUHra, I1a JIa ca BepoBaTHOhOM
0.9 6yne moBosbaH 3a ayTOMOOWIE KOJU Y€Kajy T0paIy?’

Crpesan moraha musb ca Bepoaranohom 0.4. Komnko Hajmame rahama Tpeda na miaHupa,
na ja BepoBaTHOoha ma he mmaru 6ap 80 moromaka Gyme 0.97

Y mozopumite ca 1000 Mecta moceTnony yJsasze CAy4ajHO Ha JIBa yJa3a KOJU UMajy IO
rapaepo0y. Kommko najmame mecta Tpeba ma Oyae y ¢Bakoj rapaepodH, ma Ja ca Bepo-
BarHohowm 0.99 mocernornu Mory jia ocraBe CBOje CTBapu y rap/iepodu yJja3a Ha KOju cy u
yuLm?

ATICOJIYNTHO HEIIPEKNJIHW CJIVHAJHI BEKTOPU
Hara je dyHKIMja pacrnojese nBojuMeH3noHe ciayvajue sesnanne (X, Y):

(12T 2wy >0, y>0,
F(z,y) = { 0, uHaue.

(a) Oppeaurn ryctuny pacnomese ciaydajoe sesmanue (X,Y).
(6) Mcnuraru He3aBucHOCT ciydajHux BesndnHa X u Y.
(B) Ako je T'={(z,y)|x > 0,y > 0,z +y < 1}, m3pauynarn P{(X,Y) € T}.

Tauka A(X,Y) ce cayuajuo Gupa y kBagpary D ca temenuma (1,0),(0,1),(—1,0) u
(0,—1). Ogpemutu TycTuHy pacmuomene ciaydajuor Bekropa (X,Y), kao u MaprunaiHe
pacnojiese caydajuux pejqundauna X u Y.

Cayuajra eqmanna X nma excronennmjaany E(N) pacnogeny. Ako je Y = % - X, ompe-
JUTH PACIofiely caydajue Beqnunue Y Kao u caydajHor Bekropa (X, Y).

Cayuajue Bemunne X u Y ¢y He3aBuCHe n uMajy ucry ekcnonenmujanny (1) pacmomerry.
Axo je Z = |X — Y|, oupeauru rycruny paciojesie cjydajHe Bejiudune Z.

Cayuajra BesmanHa X uma ekcrnoneniujanny E(«), « > 0 pacnogeny, caydajHa Beaudm-
Ha Y uma yuudopmuy U0, h] pacnomeny u uesapucue cy. Axo je Z = X +Y, onpenuru
TYCTHHY pacrojiesie caydajHe BeJuInHe /.

Cnyuajua Bernunna X uMa BeprysinjeBy pacnojeny ca mapaMeTpoM p = %, a caydJajua

BesnanHa Y je HezaBucHA 07 X n uMa yHudOpMHY pactogeny Ha uHTepBaiy [0, 1]. Omxpe-
JIMTH pacrojieny muxosor 36upa, Z = X + Y.
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Coyuajuo ce Gupa rauka (X,Y) yuyrap ksaupara ca temenuma A(—3, —%), B(%, —%),

C(3,3) u D(—3,3). Ako je Z = XY, onpesnuTn pacnomesy CiydajHe BeqnduHe Z.

YEBNIIEB/BEBA HEJEJJHAKOCT

Axo 3a cayuajuy emmamay X Baxu ga je EX =3 u DX = 0.01, nporerntn
P{2.5 < X < 3.5}.

Heka je X ciydajna nmpomensbuBa TakBa Ja je DX < oo u EX > a, rae je a € R Heka
koHcTaHTa. [lokazaTu /a BaxKmM
DX
Pl X <a} < ———.
{ b (EX —a)?

KOBAPUJAHCA 11 KOEOUINJEHT KOPEJIAINJE

Ha cnyuajan naumn ce 6upa jegna o BpeaHocTH u3 ckyna Bpennoctn A = {—2,—1,1,2}.
Hexka corygajua Benmumna X mpejicraB/ba ogabpaHy BpPeJIHOCT W HEKa je CJydajHa BeJIn-
unna Y gara ca Y = X2 Oppenuru kosapujanujy cov(X,Y) caydajuux pequdauna X u
Y, a 3aTuM UCUUTATH Jia JIU CY OHE HE3aBUCHE.

Pacmonena nogumvensunone caydajiue mpoversbuse (X, Y) je

X\Y| -1 0 1 2
0 021 | 0.28 | 0.14 | 0.07
1 0.06 | 0.08 | 0.04 | 0.02
2 0.03 | 0.04 | 0.02 | 0.01

Hahu pzw tie je Z = =2Y u W =3X + 1.

Cayuajua senmnunna X numa yaudopmuy U[—1, 1] pacnogeny. Axko je Y = |X|, uspauy-
HaTU KoepUIUjeHT KopeJialuje cjaydajuux sejuunna X u Y.

Cayuajua Benmnunua X uma yaudopmuy U[—1, 1] pacnogeny. Ako je Y = sgnX, uspa-
qyHaTU KoeUIUjeHT Kopealuje caydajunx sejunania X u Y.

Ako cy X1, Xs, ..., X,, He3aBUCHE CllydajHe BeJaudnne ca uctoM yuudopmuom U [0, 1] pacio-
gesoM u axo je Xy = min{ Xy, X, ..., X, }, a X, = max{X;, Xy, ..., X,,}, uspauynaru
KoebuIHjeHT KopeJjalyje crydajuux sejuduna Xy 1 X(,).

Cayuajua enumanna X uma yaudopmuy U0, 1] pacnogerny. Axo je

n n

k-1 (k-1 k
Y, = I —
n Z { <X<n},n€N,n>1,
k=1
U3padyHaTH KoeduiujeHT Kopealyje ciaydajHux peaudnna X 1 Y,.
YCJIOBHA PACIIOIEJIA

Heka cy X;, Xs,..., X, HezaBuchHe cjaydajHe BeJMUUHE CA UCTOM PACHOJIEJIOM

0 1
, 0<p<l.
(1—10 p> P

OnpenuTn yeaoBHY pacrnogeny caydajae Bequwanne Xq npu yeaoBy X+ Xo+ ...+ X, =k,
1j. pacmogeny 3a Xq1|X; + Xo+ ...+ X, = k.

8
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JBoaumensuona ciayuajua sejunna (X,Y) uma yHudopMHY paciiojiejly Ha TPOYIJY ca
remennma (0,0), (1,0) u (0,1). Oxpenuru fy|y—,(2) - yCJIOBHY I'yCTHHY DacIojese ciy-
yajue BejquanHe X 1pu ycjaoBy Y = .

U3 cermenta [0,1] caydajuo ce 6upa 6poj X, a 3aTuM ce U3 cerMenTa [5, X| caydajHo

2
oupa 6poj Y. Oapeantu pacrnoyeny ciaydajHe BeTudInHe Y .

JBoaumensuona ciayvajua BesnunHa (X, Y) uma yHudOpMHY paciojesry Ha TPOYyLIy ca
remennma (0,0), (3,0) n (2,1). Oxpemur fy|xep,2(y) - yCia0BHY rycTumy pacruojeie
caydajue peaudune Y npu yeiaosy X € [1,2].

KAPAKTEPUCTUYHA ®YHKINJA

OapeanTn KapakTepucTudny (PYHKIH]Y CIydajHe BeJHdnHe:

0

a) X Koja uma ( 1 —p

1
pacrtojieny;
p ) poneny

6) X, koja mma 6unomuy B(n,p) pacunojeny;

B) X3 koja uma ITyaconoBy P () pacnomeny u gokasaru Ja ako X3 uma [TyaconoBy P(\)
pacrogeny, a X, uma IlyacornoBy P(u) pacrnojiesy u He3aBUCHE CY, OHJIA BbHXOB 301D
X3 + X, uma IlyaconoBy P(\ + p) pacnogesny;

r) X; koja uma exkcnonennujasiny £(A) pacromgesy;

) X7 unja rycruna pacnogene je f(x) = %e"“”‘, T € R, a3aTHM n3padyHaTH OYCKHBAME
EX; n nucnepsujy D X7.

JlokazaTu ma JuHEeapHa KOMOWHAIM]A N HE3ABUCHUX CIYYAjHUX BEJTMINHA CA HOPMATHOM
pacIo/eI0M UMa HOPMAJIHY PaCIOIey.

OnpeuTn pactofiesly CayvajHe BeJInIrHe 33 Ynjy KapakTepucTuany dbyHKImjy ¢(t) Baxu
a je:

a)
0) ) =1-8)1+a) ' (1+ae™™®)(1—Be) L 0<a< B <
B) o(t) = 5=

Ako ¢y Y um Z He3aBHCHe ciydajHe BeJuumHe TakBe ma je X = Y + Z, tme X wuma
U0,n+ 1), a Y uma U(0, 1) pactiopemy, oIpeIuT PACHOAETY CIyUIajHEe BeIUIHHE .

t) 3+cost

i
p(t

KOHBEPTEHIINJE HU3OBA CJIVHAJHUX BEJIMYNHA

Heka je Q = {wi|k € N} ckyn egeMeHTApHUX HCXOIa HEKOT eKCHepI/IMeHTa u P{wy} =
. . n,k =
WQ%. 3a cBaku mpupogan 6poj n meka je X, (wy) = { 0k # ayY, =1-— ng. Ue-
Y
HUTATH CBE YeTUPU BPCTE KOHBEPIEHIIMje HU3A CJYYajHUX BEJIMYMHA (Xn), OJIHOCHO HU3a
caydajaux seanansa (Y,).

3a cBaku npupoan 6poj n caydajHa seawdanna X, uMa yHudopmuy U[0, =] pacmogery,

pa
) Axko je
2

Zn = X, +Y,, ucuuratu cBe 4eTUPHU BPCTE KOHBEPTEHIMje HU3A CJIYYAjHUX BeJTUUNHA

(Zn)-

=RNIE =3 =

a He3aBUCHA O] He CIydajHa BeJHYWHA Y, UMa 3aKOH pacHojese ( 1
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Jar je HU3 HE3aBUCHMX CJYYajHUX BEJIMYMHA YMjU OIINTH wiaH X, uMma yHUBOPMHY
U0, n] pacriomeny. Axko je Y,, = min{1, X,,}, ucnuraru cBe deTupn BpcTe KOHBEPreHIHje
Hu3a caydajaux BeananHa (V).

Ako Hu3 cayuajuux BesmumHa (X)) KOHBEPIHpa Y Cpelibe KBAJPATHOM Ka CJYYajHO]
pennuuan X, ouga KX, - EX u DX,, — DX xag n — oco. [lokazaru.

3AKOH BEJ/INMKNX BPOJEBA

MIHl\glL
wl»—xl\glr—l

JlaT je HM3 He3aBUCHUX CJIyYajHUX BeJTUUHHA YUjU OMIITH 4IaH X, NUMa ( > pac-
n
HOJIeJIy U HeKa je S, = E Xp. Jlokazaru ja a3 ciydajuux Bejuuuna (S,) KOHBEprupa

k=1
Y PACIOJeNN Ka CJIYIajHO] BEJIHINHN Sy, THe So uMa yaudopmuy U[—1, 1] pacnomesn.

Wenuratn na Jin 3aKOH BEJTMKUX OPOjeBa BaKW 33 HU3 HE3aBUCHUX CJIYYAjHUX BeJTHINHA
YHjU OMINITH 4IaH X, UMa:

_\/lm \/m>’

a) 3aKOH pacIo/ese ( 1
2 2

6) rycruny pacunogene fx, (z) =ne " x > 0;

—2n 2"
B) 3aKOH pacHojese ( 1 | )
2 2
Heka je Hu3 cayuajunx seawdnna (X,,) Takap Ja 3a CBAKW MPUPOJAH OPOj 1 BaxKHU Ja je
EX, =0u DX, < (C rue je C' koucranra koja je seha ox 0, u 6m10 Koju 4ian X,, 3aBHCH
caMo of mpetxognor X, 1 u caemeher X, 1, a He3aBUCAH je O/l OCTAINX UIAHOBA HU3A.

Jlokazaru j1a 3a 0Baj HU3 BarKu Cj1abW 3aKOH BeJIMKUX OpojeBa.
IHEHTPAJIHA TPAHNTYHA TEOPEMA

Pauynap y npomnecy cabuparma OpojeBa BPIIN 3a0KPYrKHUBake Ha HAjOIMKHU 1e0 Opoj.
[IpernocTaBsba ce J1a Cy I'pellke HacTajle 3a0KPYKHBAaleM He3aBHCHE U YHH(MOPMHO pac-
nojesbere ma cermenty [—0.5,0.5].

(a) Axo ce cabupa 1500 GpojeBa , W3padyHATH BepOBATHOLY Jia AICOJIYTHA BPETHOCT
ykyIHe rpemike Oyiae Beha o 15.

(6) Kosmko ce najsuie 6pojeBa Mozke cabparu, na Ja ca BepoBarHohiom 0.9 BpeaHOCT
VKYIIHe I'pellike Oyae Mama o1 107

[Tomumbka ox 100 cangyka ammysaa ce cMaTpa UCOPABHOM aKO y I€J0j MONIUJbII UMa
najsuiiie 120 HemcupaBHuX amiysia. Bpoj HEMCHpaBHUX aMmIlyJia MO CAHJYKY je cjaydajHa
npomjenspuBa ca Ilyaconoom P(1) pacnogesom. Oxapenutu BepoBaTHONY Ja TMOIMIMBKA
Oy/e ucipaBHa.

nok
n 1
o 1 non_ 1
Jokazatu 1a je Jim kg ] e 5
=0

10



