
Vektorska analiza - doma�i

1. a) Pokazati da sfera Sn dopuxta strukturu glatke mnogostrukosti konstrukci-
jom glatkog atlasa.
b) Pokazati da je funkcija visine na sferi glatka funkcija.
v) Dati primer funkcije na sferi koja je neprekidna, ali nije glatka.
g) Pokazati da sfera dopuxta strukturu glatke mnogostrukosti koriste�i funkciju

f : Rn+1 → R definisanu sa f(x1, . . . , xn+1) =
∑n+1

k=1 x
2
k i teoremu o rangu.

d) Pokazati da je tangentni prostor na sferu u taqki p izomorfan vektorskom
prostoru ker dfp.

�) Pokazati da je sa X =
∑n

k=1(x2k
∂

∂x2k−1
− x2k−1

∂
∂x2k

) dobro definisano vektorsko

po	e na sferi S2n−1 i da ovo vektorsko po	e ni u jednoj taqki ne definixe nula
preslikava�e.
e) Da li sfera S2n dopuxta vektorsko po	e koje nigde nije nula?
�) Dati primer vektorskog po	a na Rn+1 qija restrikcija na sferu Sn nije vek-

torsko po	e na toj sferi.

2. Pokazati da je sa X(x1,x2,x3) = x2
∂

∂x1
− x1

∂
∂x2

dobro definisano vektorsko po	e

na S2. Odrediti �egove integralne krive i nacrtati ih.

3. Pod kojim uslovom je komutator [X,Y ] vektorskih po	a X =
∑3

k=1 fk(x)
∂

∂xk
i

Y = ∂
∂x1

glatko vektorsko po	e na R3?

4. a) Odrediti i nacrtati integralne krive vektorskog po	a X = x2
∂

∂x1
−x1

∂
∂x2

na

R2.
b) Odrediti vektorsko po	e f∗X, pri qemu je f : R2 → R2 funkcija definisana sa

f(x1, x2) = (x1 + x2, x1).
v) Odrediti integralne krive vektorskog po	a f∗X na dva naqina.

5. a) Odrediti i nacrtati integralne krive vektorskog po	a X = x1
∂

∂x1
−x2

∂
∂x2

na

R2.
b) Odrediti vektorsko po	e f∗X, pri qemu je f : R2 → R2 funkcija definisana sa

f(x1, x2) = (x1 + x2, x1).
v) Odrediti integralne krive vektorskog po	a f∗X na dva naqina.

6. Pokazati da je svako glatko preslikava�e neprekidno.

7. Na qasu smo pokazali da je diferencijal difeomorfizma u svakoj taqki izomor-
fizam odgovaraju�ih vektorskih prostora. Da li va�i obrnuto, ako je diferencijal
glatkog preslikava�a u svakoj taqki izomorfizam vektorskih prostora, da li je to
glatko preslikava�e difeomorfizam?

8. Proveriti Jakobijev identitet komutatora vektorskih po	a na primeru tri
vektorska po	a na R3.
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9. Na�i tri vektorska po	a na S3 koja qine globalni pokretni reper tangentnog
rasloje�a TS3.

10. a) Dati primer dva vektorska po	a na R2 qiji je komutator nula. Pokazati da
pridru�ene jednoparametarske grupe difeomorfizama komutiraju.
b) Dati primer dve jednoparametarske grupe difeomorfizama na R3 koje komuti-

raju. Pokazati da je komutator pridru�enih vektorskih po	a nula.

11. Dati primer difeomorfizma f na R3 i odrediti:
a) f∗Xk, pri qemu je Xk = ∂

∂xk
, k = 1, 2, 3.

b) f∗dxk, k = 1, 2, 3.
v) f∗(dxi ∧ dxj), i, j ∈ {1, 2, 3}.
g) f∗(dx1 ∧ dx2 ∧ dx3).

12. a) Pokazati da je sa 2 3 0
3 5 0
0 0 1


dobro definisana Rimanova metrika g na R3.
b) Da li je ova metrika izometriqna standardnoj Rimanovoj metrici g0 na R3?

v) Neka je dato preslikava�e F : R3 → R3 definisano sa F (x, y, z) = (
√
2x +

3√
2
y, 1√

2
y, z). Odrediti metriku F ∗g0.

g) Odrediti gradijent funkcije f : R3 → R date sa f(x, y, z) = x + y + z u odnosu
na Rimanove metrike g, g0, F

∗g0.

13. Neka su X = yz ∂
∂x i Y = x ∂

∂y vektorska po	a i α = sin zdx+ dy+ dz diferenci-

jalna 1-forma na R3. Izraqunati ιXα, ιY α, dα,dα(X,Y ), [X,Y ], X(α(Y )) i Y (α(X)).
Pokazati da va�i

dα(X,Y ) = X(α(Y ))− Y (α(X))− α([X,Y ]).

14. Pokazati da va�i Kartanova formula na primeru X = ∂
∂x + ∂

∂y i α = sin zdx+

dy + dz.

15. Izraqunati ιXα ∧ β, pri qemu je X = yz ∂
∂x + ∂

∂y , α = sin zdx + dy + x2dz i β

proizvo	na 2-forma na R3.

16. Da li preslikava�e F : R3 → R3 definisano sa F (x, y, z) = (
√
2x+ 3√

2
y, 1√

2
y, z)

quva orijentaciju? Odrediti i F ∗(dx ∧ dy ∧ dz).

17. a) Odrediti jednu ortonormiranu bazu i Rimanovu formu zapremine ωg na R3

sa metrikom iz zadatka 12.
b) Odrediti ιXωg, pri qemu je X = ∂

∂x .

v) Odrediti rotor i divergenciju vektorskog po	a X = ∂
∂x .

18. Na�i bar jedno Liuvilovo vektorsko po	e za formu ω = x2dx ∧ dy ∧ dz na R3.

19. a) Pokazati da je sa α = xdy − ydx + dz definisana kontaktna forma na R3.
Napisati ovu kontaktnu formu u cilindriqnim koordinatama.
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b) Nacrtati kontaktne ravni kontaktne mnogostrukosti (R3, kerα).
v) Odrediti karakteristiqnu folijaciju povrxi R2 × {z = 0}.

20. a) Pokazati da je radijalno vektorsko po	e X = 1
2

∑n
k=1(xk

∂
∂xk

+ yk
∂

∂yk
) Li-

uvilovo za 2-formu ω =
∑n

k=1 dxk ∧ dyk na R2n.
b) Pokazati da sfera S2n−1 dopuxta kontaktnu strukturu. (Koristiti deo pod a)

i transverzalnost sfere i vektorskog po	a X.)

21. a) Pokazati da je sa α = cos 4πθdt1 + sin 4πθdt2 definisana kontaktna forma na
T 3.
b) Nacrtati kontaktne ravni du� kruga t1 = c1, t2 = c2.
v) Odrediti karakteristiqnu folijaciju torusa θ = c.

22. Izraqunati
a)

∫
γ ydx+ zdz, pri qemu je γ(t) = (t2, cos t, 3t), t ∈ [0, 1].

b)
∫
γ ydx+ zdz, pri qemu je γ(t) = (cos t, sin t, 2), t ∈ [0, 2π].

v)
∫
γ ydx+ xdy + zdz, pri qemu je γ(t) = (cos t, sin t, 2), t ∈ [0, 2π].

g) Da li su 1-forme pod integralom zatvorene i taqne?

23. Izraqunati integrale b) i v) iz prethodnog zadatka uz pomo� Stoksove formule.

24. Krivolinijski integral vektorskog po	a X du� glatke krive γ : [a, b] → M na
proizvo	noj Rimanovoj mnogostrukosti (M, g) se definixe na slede�i naqin∫

γ
Xds =

∫ b

a
g(Xγ(t), γ̇(t))dt.

a) Izraqunati
∫
γ Xds, pri qemu je g Rimanova metrika na R3 data sa4 3 1

3 5 0
1 0 1


vektorsko po	e X = yz ∂

∂x + ∂
∂y i γ(t) = (cos t, sin t, 2), t ∈ [0, 2π].

25. a) Pokazati da je sa ω = −3(x2 + 1)dx ∧ dy dobro definisana forma zapremine
na ∂H3? Da li ona quva standardnu orijentaciju na ∂H3? (Standardna orijentacija

na ∂H3 se zadaje vektorskim po	em − ∂
∂z .)

b) Pokazati da je sa ω = −3(x2 +1)dx∧ dy ∧ dz dobro definisana forma zapremine
na ∂H4? Da li ona quva standardnu orijentaciju na ∂H4?

26. Neka je M2n zatvorena (kompaktna i bez granice) mnogostrukost i neka je ω
simplektiqka forma na �oj. Pokazati da ω ne mo�e biti taqna forma.

27. Izraqunati
∫
S2 xdy∧dz+ydx∧dz+zdx∧dy, pri qemu je S2 sfera polupreqnika

1, orijentisana spo	ax�im vektorom normale na sferu.

28. Levoinvarijantna vektorska po	a na Lijevim grupama.

29. Pokazati da je S3 Lijeva grupa.


