
TMI- ispit (R smer)
24. 6. 2019.

1. a) Dokazati da je J = {[a, b) | −∞ ≤ a ≤ b ≤ ∞} jedna polualgebra nad R.
b) Opisati minimalnu σ-algebru nad J.

v) Da li proizvo	na taqka pripada toj σ-algebri?

g) Da li je karakteristiqna funkcija Kantorovog skupa mer	iva u odnosu na tu
σ-algebru? Navesti bar dve funkicije koje nisu mer	ive u odnosu na tu σ-algebru i
objasniti zaxto.

2. Izraqunati:

a) limn→∞ n2
∫ 1
n−1 x

2 arctg(log(1 + x
n2 ))dx.

b) limn→∞ n5
∫ n−1

0 x2 arctg(log(1 + x
n2 ))dx.

3. a) Neka f ∈ L3(0, 1). Dokazati f√
x
∈ L1(0, 1) i f ∈ L2(0, 1).

b) Da li oba zak	uqka va�e ako f ∈ L1(0, 1)?

v) Neka je fn ∈ L3(0, 1) niz funkcija koji konvergira u normi prostora L3 ka
funkciji f. Da li tada f ∈ L2(0, 1) i f ∈ L∞(0, 1)?

4. a) Definicija i primer apsolutno neprekidne funkcije.

b) Da li je Kantorova singularna funkcija apsolutno neprekidna?

v) Da li je svaka apsolutno neprekidna funkcija i ravnomerno neprekidna? Da li
je svaka ravnomerno neprekidna funkcija i apsolutno neprekidna?

g) Da li je svaka apsolutno neprekidna funkcija Lipxicova? Da li je svaka
Lipxicova funkcija apsolutno neprekidna?

1. b) Borelova σ-algebra. v) da. g) Da, zato xto Kantorov skup pripada toj σ-
algebri. d) Karakteristiqne funkcije dva nemer	iva skupa (npr dva razliqita Vi-
talijeva skupa).

2. a)

lim
n→∞

n2
∫ 1

n−1

x2 arctg(log(1 +
x

n2
))dx

= lim
n→∞

∫ 1

0
χ[ 1

n
,1] x

3 arctg(log(1 +
x
n2 ))

log(1 + x
n2 )

log(1 + x
n2 )

x
n2

dx.

Koristimo arctg y ≤ y, log(1 + y) ≤ y, kada je y ≥ 0. Dakle, podintegralna funkcija
ma�a ili jednaka od funkcije x3. Ova funkcija je integrabilna na intervalu [0, 1],
dakle to je tra�ena integrabilna dominanta. Mo�emo primeniti TDK. Rezultat je∫ 1
0 x

3dx = 1
4 .
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b) Sliqno kao pod a), jox iskoristiti x < 1
n .

3. a) Helderova nejednakost. b) Ne. Na primer f(x) = 1√
x
. v) ||f ||3 ≤ ||f − fn||3 +

||fn||3 < 1+ ||fn||3 <∞ sledi f ∈ L3(0, 1), pa na osnovu a) f ∈ L2(0, 1). Ako f ∈ L3(0, 1)
ne mora da znaqi da f ∈ L∞(0, 1). Na primer f(x) = 1

x
1
4
.

4. b) Ne. Da jeste va�ilo bi
∫ 1
0 f

′(x)dx = f(1)− f(0). Me�utim f(1) = 1, f(0) = 0 i
f ′(x) = 0 skoro svuda. v) Da (uzeti u definiciji n = 1). Ne. Kantorova singularna
funkcija je neprekidna, pa i ravnomerno neprekidna na [0, 1], ali nije apsolutno
neprekidna. g) Ne.

√
x je apsolutno neprekidna na [0, 1], ali nije Lipxicova. Da,

δ = ε/K, gde je K Lipxicova konstanta.


