Maremarnuku daxyiarer, Yuupepsurer y Beorpaay
Teopuja mepe u unrerpamuje (P cmep) - ucnutau pok cenrembap 1
9.9.2021.

1. Hexka je (X,9, 1) upocrop ca mepom. Kaxkemo ga je ckyn E C X aoxaano meprus ako E N A € M 3a
cBe A € M rakse 1a je u(A) < +oo. Hdedbunummmo

M ={FE C X | E je 10KamHo Mep/buB}.
a) [7] Hokazaru na je M C M n na je M o-anredpa.

IIpoctop ca Mepom (X, 9, i) masmBamo sacufienum axko Bazkum 9N = M. Mepy p Ha Mep/HHBOM
+oo

npocropy (X, 9, 1) 30BeMo o-konauna ako je X = |J E,, upu gemy je u(FE,) < 400 3a cee n € N.
1

n—

6) [4] Axo je p o-konauHa, nokazaru jga je (X, 9, u) sacuhen.

Hedunmmunmo byukmujy 7 : 9T — [0, +00] Kao

— E), axo E €N,
2(E) = (L) m
+00, ako E € 9\ M.

B) [7] Jokaszartn na je 7 Mepa na (X,90).

r) [4] Ako je mepa p KoMmmuteTHa Ha TpocTopy ca Mepom (X, 9, 1), mokasarn na je W Mepa [ Takohe
KOMILTETHA Ha mpocTopy ca mepom (X, 9, 7).

1) [4] Hoxazatu aa je (X, 9N, 7i) sacuhen mpoctop ca Mepom. VY JHTepaTypH ce OH Ha3wBa sacufierbe
npoctopa ca mepom (X, M, u).

2. a) [15] dedunncaru JleGerosy o aarebpy u Jleberoy mepy.

6) [6] Hasectu Tpu o-anrebpe koje cy canap:kane y JleGerosoj o aarebpu.

B) [4] Ob6jacauTn na s cy Kapakrepuctudana dbyuknuja Kanroposor ckyna u KanToposa cuHryaapHa
dyuknuja Jleber mepspune.

3. a) [15] Jokaszaru JleBujes cras.

+00 400
6) [10] Uspauynaru [ > S=NE .

ne'll.’t
0 n=1

4. Har je uusz dyukuuja { [, }nen, fn: R — R ca
fn(x) = X[na,Qn“](x)u
rie je « peasad 6poj. Y 3aBHCHOCTH OJ TapaMeTpa (v, HCIUTATH KOHBepreHnujy uusa { fy, fnen

a) [8] p-ckopo cByna;

6) [8] y mpocropy L'(R, p);
B) [8] mo mepm p,

e je p Jleberosa mepa na R.

Hamomena: V yrsacTum 3arpajiama je HaBeJeHO KOJIMKO CBaKHM 33/]aTaK HOCH II0eHa. Bpeme 3a u3pa/1y 3ajaTaKa
je 180 mmayTa.



a)

Pewerva:

Yamumo mpousBosbaH ckyn F € 9. Tama mapasno 3a cBaku A € 9, na u KOHKpeTHO 3a A Koju je
Konadue Mepe Baxu AN E € M jep je M o-amnrebpa. Oxamie ciaenn ga F € M. JTokakuMo caia
na je M o-amreGpa. Ipso, 0 € M jep 0N A =10 € M 3a cee A € M na tum u 3a cse A KoHadHe
vepe. Mauio je ciioskeHuju mocao gokasari jga ako F € I, ouga u ¢ € M. Y3MUMO HPOM3BOIbAH
ckyn A € M konaune mepe. Tpeba mokasaru ga E°N A € 9. [Ipumernmo 1a Baxku ciemehn Hu3
jeTHAKOCTH

ECNA=0U(E°NA)=(ANAU(E‘NA)=(AUE)NA=(ANE)* N A.

Iocnenmu ckyn npunaga M jep mo yeaosy ga £ € M cremu ja ANE € M, nan (ANE)° € M (jep
je M o-asrebpa), a onja LPUMEHUMO CaMO Ja IIPECEK JiBa CKyla u3 o-ajirebpe ocraje y o-aarebpu.
Ha xpajy, npernocrasumo na E, € 9 3a cee n € N u neka je A € 9N npoussosban CKylr KOHAYHE

“+o0o +00
mepe. Tana je < U En> NA={J (E,NA), anocrenmwa yanja npunaga M jep ceaku E, N A € M
n=1 n=1

00 _ _
u M je o-amrebpa. Tuwme cvo nokazamu na u |J E, € M, a camum tam u 12 je M jeana o-anredpa.
n=1

Jegan cMep 3HAMO U3 a), ma Tpeba mokasaru ja je u M C M. Vamumo npoussoban E € 9 u Heka

+oo
je X = |J E,, upu gemy je u(FE,) < +oo 3a cee n € N. Tazna je
n=1

E=EnX=EnN (UEH> :Do(EmEn),

n=1 n=1

a nocJje/imha yauja je y M jep je ceaku E N E,, € 9 u3 npermnocrapke jia je Mepa cBakor F, KOHa4HA.
Tuwme cmo jokazanu ga je ' € 9N, na Baxku jga je N = M.

Hajupe, 71(0) = (@) =0 (0 € M u p je mepa). IIpeocrao je ga joKaxkKeMo jJa BaxkKu
+o00 +00

ol U En) = r(E,). Axo cy cBu E,, € M, oBo ciaeau mo geduHnnuji Mepe fi Koja ce MOK/IAIA
n=1 n=1

+o00
ca p ma M. Ako mocroju E; koju ce me nanazu y M, ouna je u(E;) = +oo. Axo || E, ¢ M,
1

n—

“+o00 —+00 “+00
OHJIA je U I ( | En) = 400, TTa BaXKH [i < | En> = > 1 (E,). Octaje na mpoBepUMO CJIy4aj Kaaa
n=1 n=1 n=1

+00
nocroju E; ¢ M, a na Baxkn || E, € M. Y ToM ciaydajy je jmecHa cTpaHa MOHOBO +00 (jep je
n=1

400 _
H(E;) = 4+00). Ako 6u Bakuio 1a je I ( ] E, | < 400, Taga 6u no gedununuju I nmaan na
n=1

+00 +oo

E;,=E;N (|_| En> € 9, mTo je cynpoTHo TpernocTapiun. Jlaxie, Baxkn ga je i < L] En> = 400
n=1 n=1

a Cy W OBJE JIeBa U JIeCHA CTpaHa jeIHaKe.

VaMuMo TpomsBosban ckym F € O Taxas ga je a(F) =0u E C F. U3 qumenuie Jga je fu(F) =0
3akspydyjemo Ja je u(F) = f(F) = 0. Kako je p kommserna, To £ € 9t C 9N na cMo noKa3aau u aa
je [t KoMTJIeTHa.

Vamumo nponssosban ckyn F C X taxas ga je £ N A € 9 3a cee A € M rakse za je i(A) < +oo.
Tpeba nokasatn ga E € M, Tj. 1a 3a npomssosno B € M 3a xoje je u(B) < +oo Baxm ma
ENB e M Kaxoje B e M C M, 10 je fi( B) = u(B) < 400, Ia 10 TPETHOCTABIE 3HAMO Ja
ENB e M Hame, kaxo je u(B) < 400, To je (ENB)N B € M (oBo je u3 nedbunnmuje M). Ho,
(ENB)N B = EN B, na cvo nokazanu ga F N B € M, wro je u 6uo nusb.

Heka je J = {[a,b)] — 0o < a < b < 0o} moayasrebpa moy3arBopeHux untepsasia u m : J — Rxg
Mepa Ha 0] nedunucana ca m([a, b)) = b—a. [Ipogyxumo oBy Mepy Ha MEHHMATIHY anreOpy A Koja



n
caapxu J. CBaku ejgement u3 aarebpe A je obiuka | | [ag, by), 3a mpoussosbae —00 < ap < by <
k=1

n n

agr1 < oo u gedunumemo mepy m : A — R cam (|_| lag, bk)) = > (bx — a). Cama npogyKuUMO
k=1 k=1

Mepy m J0 CIOJ/bHE Mepe m™* Ha napTuTuBHOM cKyiry oi R. V3 nomoh m* u anarebpe A nedpunuiiemo

KapareopoanjeBy o-anrebpy 9, kojy HasuBamo JleGeropa o-anrebpa. (Oua caap:ku anre6py A.)
Pecrpukija crnosbHe Mepe m* Ha 9%, ce nasuBa JleGeropa mepa. ([lormematm 4. Hemesby Ha e-
HACTABH. )

6) My = {0, R} je muanmanna o-anrebpa Ha R u curypHo je caaprkana y cBakoj o-aarebpu Haj R, ma je
cagpxkana u 'y Jleberosoj. My = {0, (—o0,1),[1,00), R} je o-anrebpa wax R u Baxu My C T C M.
Heka je 913 BopenoBa o-anrebpa. Ona je cagpzkana y JIeberopoj, 3aro mro je TO MHHHMAJIHA, O-
aarebpa Haj moayaJsredbpom J.

B) Kanropos ckyn K je Bopen mepsbus, na u Jleber mepspub. Jlakiae, K € M, na je dyHrmja X g
Bopen mepsbuBa u Jleber mepsbuBa. KanTopoBa cunryiaprua (yHKIMja je HeNpeKuaHa ma je bopen
MepsbuBa na u Jleber mepspuBa. (Ilorrenaru 6. Hese/by Ha e-HACTABH. )

3. a) Cras 3.25. y kmu3n. (9. HeJe/ba Ha e-HACTABH. )

400 400
6) a 6ucmo npumenniu Jlesujes cra Tpeba nokaszatu ga y. [ |f.(x)|dx konseprupa, npu uemy je
n=1 0
(| cos (nx)| < 1) na je na OCHOBY HPBOT HOPEAOEHOr KPUTEPHUjyMa 34

fu(x) = 9257 Baxu | f,| < nelm

enz
“+oo

+oo
necpojcrBene uuterpasne [ |fn(z)|de < [ — dz. Y uaTerpany ca JaecHe cTpaHe yBOAUMO CMEHY
0

nenm
0

+o0 +o00 00
_ - 1 _ 1 _ 1 1 :
ne =tmnaje [ ——dr = [ —5dt = —5. Iomro Eln—g KoHBeprupa (oBa cyma je
0 n=

nen®

%2) OHJIA U

+o0 +00
| |fn(x)| dz xonBeprupa.
n=1 0
+00+00 +o0 +00
I3pauynajmo rpaxenn uarerpas. Ha ocnosy Jlesujesor crasa axu [ Y fu(x)de = [ fo(z)dx.
0 n=1 n=1 0
WNurerpan Ha gaecHoj crpanu hemo pemurtu y3 momoh cMeHe nx = t U naplujajHe HHTErpallmje.

+o0 +oo oo
cosne 1 cost . (ut)y=ety 1 e [u(t)=e€t 1
/ nen® dx_ﬁ et dt_{ v(t):sint}_ﬁ sinfe dt_{ v(t):—cost}_ﬁ(l_[)’
0 0 0
+00 oo

npu qemy je [ = [ %ftdt. Hakne [ =1—1mj. [=1/2m [ rdr = # Cuenn
0 0

+o0
“+o00 “+00
cosnz | 1 1 72
xr = — _— = —,
Z nene 2 n? 12
n=1 0 n=1

4. Ypamuhemo npso cayuaj o = 0. Taga je f.(x) = xpg(x), nakne xomcrantan nu3. Komcrantanm uu3
KOHBEpIrupa Ka HCTOj TOj KOHCTAHTH 3a CBaKy JeMUHUIN]y KOHBEpreHiyje a), 0) u B).

Heka je a > 0.
a) Bawxku 71113010 falz) = 0. Hakme f, xouseprupa ka dyukuuju f = 0 ¢By1a, ma u [-CKOpo CBYIA.
6) Ilpso npumernmo na saxu f, € L'(R, p) 3a cee n € N, jep je [ fu(x)dr = n® < oo na nma cMuCIA
rogoputn 0 koHBepreruuju y L' mopmu. Iomro Baxu [ |fn(:r;;R— 0|dz = n® — oo caenn na uu3 f,
R

He Kouseprupa y L' mopmm.



B) Hexka je € > 0 mpoussossro. Ckyn cux x € R e je | f,,(z) — 0] > € je wau npazan (ako je € > 1) win
[n®, 2n%] ako je € < 1. akie, Taj ckyn je majsuine mepe n®. ITomro je o > 0 oHja je Jumec HU3A
Mepa 00, 114 HE BazKU KOHBEPIEHIIUja 110 MEPH.

Heka je ma xpajy a < 0.

a) Hajupe je lim f,(x) = xqoy(#) (Tauxa no rauxa). Jakse f, KoBeprupa ji-CKOpo cByja Ka (DyHKIIjI
n—oo
f =0, jep ce xqo1(¢) u nyna dynknuja pasmukyjy camo y jennoj tauku (y x = 0) mTo je cKym
Jleberose mepe 0.

6) Ouer npumernmo aa saxu f, € L'(R, ) 3a cse n € N, jep je [ fo(z)dz = n® < 0o na nma cMmucia
R
rosoputu 0 0 Koupeprenumju y L' mopmu. Jeaumnnm xammupar jecre dpynkuuja f = 0, ua Tpeda

m3pauynarn lim || f, — 0|y = [ |fu(z)]dz =n® — 0 xax n — oo, ma f,, — 0y L' nHopwmn.

B) U3 Kompeprenmuje y L' HopMu cesm KoHBeprenmnuja y MepH, ma 3akbydyjemMo aa f, — 0 mo Mepu p.



