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1. a) [6] Heka cy maru ckynmosu X = (0,4+00) u A = (0,3] u B = (1,7]. Onpenuru o-anrebpy M mazg
ckymom X reHepucany ckynosuma A u B.
400, 2€ E
6) [6] Heka je nara dbyuxmmja g : 9 — [0,400) ca u(E) =< 10, 1€ Enu2¢ E . Jokasatu 1a je u
0, uHaue
mepa ma (X, ).
B) [6] [la nu je p komIuteTHa mMepa?
) [6] Mare cy dyme fi() = arctg 2, fo(2) = —3x(0.)(2) + Txn (@) 1 fo() = 4 — 2/o(x). Koje on
HaBeieHnX (yHKIHja cy IM-mepsbuse?
1) [6] 3a one dbyuknuje f; koje cy mepsbuse, uspauynarn [ f;(z)du(z), rae je p mepa n3 nena 6).

(0,400)

[5] dedunucaru Buranujes ckyn u omucaru fga u je JleGer mepspus n Bopen Mep/bus.

)

6) [5] O6jacauTu na g je V N Q JlebGer mepsbus u Bopen mepsbus.
) [5] Ilpumepom mokasaTu Ja CIoJbHA Mepa He MOpa OUTH aUTHBHA.
)

[15] Teopema o monoTOHO] KOHBepreunuju. Popmynanmja u g0Ka3 y CIydajy OrpaHHYEHOD HU3A
dyukImja.

n!4zb
no

6) [5] Moxke Jin ce Ha HU3 f, = sin (arctg ) , T € la,b], e ¢y a u b nponsBo/bHE peasinu GpojeBH,

npumenutn TMK?

b
B) [5] Uspauynaru lim [ f,(x)dz, tae cy a u b npoussospun peannu 6pojeBu.
n—oo

4. a) [b] Jedunucarn eceHnujasnu cynpemym.

6) [5] darw mpumep dbyHKIMje KOjoj Cy CyNpeMyM W eCeHIMjaTHN cynpemyM jeaHaku. latw mpumvep
dYHKIHje KOjo] ce Pa3JHUKY]y CYIPEMYM H €CEHIIH]aJHH CYIPEMYM.

B) [10] Heka je (X,90, ) mpocrop ca mepoM. Hexka je marta dbymxmmja f : X — R Taxsa ga f €
LYX)N L*>®(X). Jokazaru na f € LP(X) 3a cBe p € [1,+00].

r) [10] Heka je (X,90%, u) mpoctop ca mepoMm u p,q € [1,400] TakBu 1a je % - % = 1. Hexka cy naru
3o GyHkmja { fitneny C LP(X) 1 {gn}neny C LY(X) Taksu na f, L, fngn, L, g. Hoxazarm na

Ll
ouga fngn — fg.

Hanmomena: V yriacTum 3arpajiaMa je HaBeJIeHO KOJIMKO CBaKH 33/laTaK HOCH IToeHa. BpeMe 3a n3pa iy 3agaTaka
je 180 munyTA.



a)

Pewerva

Buamo ga ykoauko ¢y A, B € M, tana cy u A, B ANB,A\ B,B\ A € M. Hapasuo ) €
M u (0,+00) € M. Jdaxae, A\ B =(0,1] € M, 3atum ANB = (1,3 e MuB\A=3,7€Mu
B¢ = (7,+00) € M. 3anpaso cy oBa 4eTupu CKyn 'murie’ 3a cBe exemente g-aarebpe. CBu esleMeHTH
o-anrebpe M cy (uma mx ykynuo 16) 9 = {0, (0,1], (1, +o0), (1,3],(0,1] U (3,400), (3,7],(0,3] U
(7,400), (0,7], (7, +00), (0, 3], (3, +00), (0, 1] U (3, 7], (1, 3] U (7, +00), (1, 7], (0, 1] U (7, +0), (0, +00) }.

+00 +00
Hajupe, u(0) = 0jep 1 ¢ O u 2 ¢ (). Tpeba nposepurn ja ju je p ( L] En) = > w(E,). Axo
n=1 n=1

nocroju ng Tako jna 2 € E, , onga cy obe crpane 400 jep 2 npunaja n yHuju. Ako 3a cee n € N,
2 ¢ E,, ouna riegamo Ja s 1 npunaga HekoMm F,. Axo nocroju E,, takas ga 1 € E,,, onjga u3
JUCjyHKTHOCTH 3HaMO na 1 ¢ E, u 2 ¢ F, 3a cBe n # ny. Hakie, taga cy obe cTpaHe jeHAKOCTH
jemnake 10. Ha xpajy, ako uu 1 Hu 2 He mpunaaajy nujenunom F,, onga cy obe crpame jeqnake 0, ma
CMO JOKa3aJu’ 713 je (L Mepa.

¥Y3mumo npousBosban ckyn E € 9N rakas ga je u(E) = 0 u FF C E. Tpeba Bujeru ja ju je

ckyn F' € 9. Jeauuu cxkynosu mepe nmysa cy 0, (3,400), (7,+00) u (3,7]. Ho, ako y3amemo ckyn

F=(4,6)Cc XuszaFE=(3,7,ounaje FCFE, aF ¢, na p Huje KOMIUIETHA Mepa.

f1 Huje mepsbuBa jep je mnp. ckyn {x € (0,400) | arctgz < \/Lg} = (0,%] ¢ M. Oynkumja f> jecre

mepsbuBa, jep (0,1] € M u (3,7] € M na cy onma Xo11(x) 1 X(3,7(¢) MepsbuBe, a KOHCTAHTa IIyTa

MepJbUBa, OJHOCHO 30Up JBe MepsbuBe je Mep/buBa ¢yHKnuja. Ha kpajy, u f3 jecte mepsbuBa jep je

KoHCcTaHTHA DyHKIMja g(x) = 4 MepspuBa, a MepsbuBa je u fo(x), ma u 2fs(x), a f3 je oHga pasinka

IIBE MEpJbUBE.

Io medunuuuju [ fo(x)dp(x) = =3p((0,1]) + 7u((3,7]) = =3-10+ 7- 0 = —30, npu gemy cmM0
(0,4-00)

HCKOPHUCTHUIN JIa C& PAJIH O MPOCTO] (IOLyIINe, JeJI0M U HETaTUBHO]) (DYHKIUjU U J1eHOUHULA]Y Mepe [i.

Jaswe je

/fs(rc)du(fv)zél / ldp(z) — 2 / folz)du(z) = +oo,
(0,00)

jep je p(0,+00) = 400 (2 € (0,400)).

(0,400) (0,400)

Kwura 1.3.(3. vemespa Ha enacrasn) Butanmjes ckyn uuje Jleber MepsbuB, na Huje Hu Bopes Mep/buB.
o0

VNQ = {p} je jenna tauka. Tauka je Bopen mepsbus ckyn: {p} = [ (p — %,p + %) , ma je u Jleber

MEpPJbUB. "=

4. wuene/ba Ha enacrapu. Ilocmarparu ckynose F,, = r, + V., rne cy r, pamuoHajnu OpojeBu Ha

uaTepBaay [—1,1].

Teopema 3.17. y kmusu (7. Heje/ba HA EHACTABH).

[Tocmarpamo R™ ca JleberoBom mepom. f,, je Henpexkuana hyHKIHja, 3a cBako n € N, na je Jleber

mepsbuBa. Jla 6ucmo npumenmwin TMK Tpeba nposepurn na 3a cBako x € R Baxu f,,11(x) > fu(z).

1)!4-26 146 . . .
[TokakuMo npBO ("(Z +)1-)l‘533 > " OBa HejeIHAKOCT je eKBHBAICHTHA Heje HAKOCTH

1\?
(n+1D!+a2°> (1+—) (n! + ).
n

[Towro Baxku = € [a, b], onja nocroju JoBo/bHO Besko n; € N Tako ja 3a cse n > ny Baxu 2° < n.
Hasme, moctoju ny € N 1ako 1a 3a cBe n > ng Baxku (1 + %)5 < 2. Heka je ng = max{ny,ny} n Heka
je ng > 2. Tana 3a cBe n > ng Baxkn

1\?
(1+—) (n!+2% < 2(n!+n) <nn!l+nl=(n+1)! < (n+1)! +2°
n



(n+1)!4+a® > n!42b
(n+1)®> = nbd

. TTomro Baxu arctg ™= Ha® o

JIpyra nejeinakocT BaxKu, 3aTO 1MTO je n > 2. Tume cmo ;LOKaanm na je

(n+1)!+
(n+1)5

. Cana kxo-

n+z

puctuMo Ja je arctg pacryha dynknuja, na je arctg > arctg ™

(0,7/2), a dynkuuja sin je pactyha Ha TOM HHTEPBAJLY, BAXKHU U Sin (arctg%) > sin <arctgn 4 ) )

JaxkJie, moxkemo npumenutu TMEK.

[Ipumennmo TMK.
b b

b
lim [ f.(z)dz = / lim f,(z)dz = /sin gdx =b—a.
n—oo

n—o0
a a

Hedbununuja 4.11. y kmwusu (11. Hepespa Ha eHacTaBn).

Ba dyuknujy f(z) = 1 3a cBe © € R Baxu j1a €y eceHnujajnn CyupeMyM U CyUPeMyM jeJHaku (u
jemnaku 1). 3a dyHkIujy
) Lx#0
g(z) = 9.2 =0

BaXKW Ja jOj je cympeMyM 2, a na je eceHnumjaanu cympemym 1 jep je tauka Jleberoee mepe mysa
(HapaBHO, mocMaTpamo ce Bpeme ckyn R, JlereroBy o-anrebpy u Jleberoy mepy).

3a p=1wup=+00 tBphewme TpuBujaHo Bazku 10 npermnocrasiu. Y3mumo p € (1,+00). Taga je

Jisvan= [1801dn < 171" [ 151 d = 112171 <
X X X

na f € LP(X,u), upu yemy Hejennakoct Baxu jep je |f| < ||flle 4t CKOpO cByIa mTO HaM je OB
JOBOJBHO.

[TocmaTpajmo

1 fuge — ol = / Fu(0)gn(@) — F(2)g(x)| de
_ / Fal@)gn(@) — Fu(@)g(@) + Ful@)g(z) — F@)g(c)] da
/ Fal@)gu(@) — fual@)g(e)] dz + / Fa@)g(@) — F@)g(o)] de

/Ifn Vlga(a) — g(a Idx+/|fn — f(@)lg(e)] de
<l lln = sl + s — ool

Opu 9eMy CMO Yy TIPBOj HejeJHAKOCTH MCKOPUCTWJIN HejeTHAKOCT TPOyIia, a y JApyroj XeaaepoBy
HejeTHAKOCT ca KoeduiujeHTrMa p u ¢. [lymramem lim | y3 ausbenuiy aa f, € LP (1o mpeTnocTaBIiy)

n—o0

g € L9 (0Bo ciaean u3 ocobuue HopMme, Tj. HejexuakocTd Munkosekor ||gll; = 19 — gn + 9ullg <
g — gnllq + lgnlly < 00) mo0Gujamo na je 7}1_{20 | fngn — fgll1 = 0, mro je u Tpebano mokazarwy.



