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1 OcuHoBHEu nojMoBu n3 TonoJsioruje

CBu mpocTopH ca KojuMa paauMo buhie mOTHpocTopu eyKInICKUX mpocTopa R™.
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Hedununuja 1.1. Heka je U ckyn, U C R™. 3a U kaxemo jga je orsopen axko (Vo € U)(Je > 0)(B(z,¢) C
U), tae je B(z,€) oTBOpeHa KyrJia ca MEHTPOM Yy & U NOJIynpedHuKoM £. CKYIl CBHX OTBOPEHUX CKYIIOBA

on R™ oznagasaMo ca Tgn.

Hedbunnmuja 1.2. 3a ckyn /' C R" kaxkeMo Ja je 3aTBOPEH aKO je HeroB KOMILIEMEHT OTBODEH CKYII.



IIpumep 1.1. Pasmorpumo caenehe mpocrope:
1. D? = {z € R? | ||z|| < 1} - 3arBOpeHn auck;
2. St ={x € R? | ||z|| = 1} - kpyx)ununa (3aTBOpPeH CKYII/TOTIPOCTOD);
3. B(zo,r) ={z € R" | ||z — xo|| < r} - oTBOpeHa KyIiIa ca IMEHTPOM ¥ Z(, IOJYIPEIHAKA T';
4. D" = {x € R" | ||z|| < 1} - 3arBOpenu n-IUMEH3HOHE AUCK JUCK;
5. S" = {x € R""! | ||z|| = 1} - n-mumensuona chepa (3aTBOPEH CKYI/MOTHPOCTOP);

Hedbunannuja 1.3. Ckyn X C R"™ mazuBaMo TONOJOIIKAM HOTHPOCTOpoM o1 R™ (i, moHekaj, camo
IPOCTOPOM), Tjie ¢y oTBopeHH cKymobu ckyrnosu obauka X N U 3a U € Tgn. 3a TOMOJONIKH TPOCTOD
KayKeMo J1a je OTBOpeH (Tj. 3aTBOPeH) ako je OTBOpeH (Tj. 3aTBOPeH) Kao MOJCKym of R™.

IIpumep 1.2. CBU CKYNOBE W3 ropmer IpuMepa cy Tomojomkn mpoctopu on R? tj. R™. Taxobe, cBu cy
3aTBOPEHH OCHM OTBOpeHe Kyrie B(xg,r).

Hedbunnnmmja 1.4. YHyTpaImocT TpocTopa X IpeacTaB/bajy CBe Tadke mpocTopa X 3a Koje MOCTOjh
OKOJIHA (OTBOPEHH CKYI KOjH CaJPKHU Ty Ta4uKy) KOja y HOTIYHOCTH IPUIaaa IpocTopy X . YHYTPAITEBOCT
npoctpa X obenexasamo ca int X. Ipyrum peunma, 3a x € X Baxkm x € int X ako MocToju OTBOpPEH
ckyn U, x € U takas 1a U C X.

Hedununmja 1.5. Py6 npocropa X C R" gedunnmemo kao ckyn 0X = R\ (int X Uint(R™ \ X)).
ITpumep 1.3. 3an € N je 9D" = S" 1L

1.1 KoMmmakTHOCT

Hedunnunuja 1.6. Heka je X C R" jeman npoctop u Heka je {U;}ie; damuanja oTBopeHnx CKymona y

X. 3a davusmjy {U;}icr Kazkemo Ja je orBopeH mokpusad ox X ako X = 'UIUi'
1€

Hedbunnnmumja 1.7. [Ipoctop K C R” je KoMIaKTaH aKO CBaKHM IHerOB OTBOPEH HMOKPHUBAY MMa KOHAYAH
IIOTIIOKpUBa4.

Teopema 1.1. IIpocmop K C R" je xomnaxman arxo u camo axo je 3ameopeH U 02PAHUYEH.

Hanomena 1.1. /Ipyrum pedmma, TOHNOJONKA MPOCTOp K U3 ropime TeopeMe je KOMIAKTaH aKo W CaMO
AKO CaJP:KU CBe Tadke ca cBoje rpanuie u ako Ja € R™ u R > 0 taksu ja je K C B(a, R).

IIpumep 1.4. 1. (—1,1) #uje KoMnakTaH. YOUnMO HeroB orBopeH mokpuBad {(—1 + %, 1 - %)}neN.
[IpeTnocTaBumMo 12 MOCTOjH Komadan motnokpupad {(—1 + 7=, 1 — =), (=14 L1 — 1), . (=1 +

1 11
ng’ ng

IITO je KOHTPAJIUKIIHja.

, k
)}. Heka je ng = max{ny,ny,...,n;}. Cagaje (—1,1) = 191(_“_”%" 1—b) = (14 1=50)

2. Tlo nmperxomuoj Teopemu, mpoctop [—1, 1] jecte KommakTaH.

3. Ilpoctopu D™ u S™ 3a n € N ¢y KOMIaKTHH.

1.2 IloBe3anoct

Hedununuja 1.8. /luckonekcuja nmpocropa X mpejcrabiba nap orpopernx mojackymnosa ox X (U, Us)
TaKO,ZLaje Ul#@, UQ#@,X:UluUQHUlmUQIQ.

Hedbunumuja 1.9. IIpocrop X je Hemoesan ako MOCTOJU HEroBa JUCKOHEKCHja. X je MOBe3aH ako HUje
HeTIOBe3aH.

Ipumep 1.5. 1. X = B((—1,0),1) U B((1,0),1) C R? unje mose3am.

2. Y ={(z,y) € R? | 2% + 4y? < 1} (yHyTpammocT equnce) je mOBe3aH.



1.3 IlyTHa moBe3aHOCT

Hedunumuja 1.10. Heka je X C R" u z,y € X. Iyt koju moBe3yje Tauke x u y je HENPeKuIHA DYHKIH]A
u:[0,1] — X TakBa ga je u(0) =z u u(l) = y.

Ipumep 1.6. Tpocrop X = B((—1,0),1)UB((1,0),1) C R? uz nperxojHor npuMepa HUje MyTHO HOBe3aH,
aJim UMa JiBe KoMImoHenTe myTHe nosesanoctu: B((—1,0),1) u B((1,0),1).

CraB 1.1. Csaku nymno nose3ar npocmop je noeesan.

Hanomena 1.2. Mehyrum, oOpHuyTo He MOpa /la BazKH Tj. MOBE3aH IMPOCTOP HE MOpPa YBEK OUTH IIyTHO
nosesam. IIpuvep je monosowsa cunycouda: {0} x [—1,1] U {(z,sin(+)) € R? | z € (0,1)}.
Hedbunnummja 1.11. [Ipocrop X je mpocro-moBe3aH akO CBAKy IMEeT/bYy MOYKEMO HEIPEKHIHO KPO3 Taj
OPOCTOP CKYMUTH Y TAYKY.

dopmasno, npocTtop X je MPOCTO-TIOBE3AaH aKO 3a CBAKY MET/bY Tj. HEMPEKUIHO MPEC/IUKABAME U :
[0,1] = X Taxso ga je u(0) = u(1) = zp € X mocroju menpeknano npecaukasame H : [0,1] x [0,1] - X
takBo 1a je H(0,x) = u(z) u H(1,z) = xy.
ITpumep 1.7. Kpyxnuna S! Huje npocro-nosesana, jep meT/by Koja 0OMOTaBa KPYJKHUIY He MOYKEMO
ckymutu y tadky. C apyre crpane, pasan R? kao u cdepa S? jecy IpocTo-oBe3aHn MPOCTOPH.

Bamarak 1.1. Vcnuratn Koje 0/ MPeTXOIHO CIIOMEHYTHX ocobMHa mMajy ciaenehu mpocropu: A = [0, 1],
B=(0,1)U(3,7),C =10,100), D = [10,4+0), E=N, FF =[-2,1) U (1,4].

Otsopen | BarBopen | Komnaxran | [IyTHo mosesan
A He Ja Ja Ja
B Ha He He He
Pewerve. | ¢ He He He Tla O
D He Ha He Ha
E He Ha He He
F He He He He

Bamarak 1.2. Vcuuraru Koje 0/ MPeTXo/HO CHIOMEHYTHX ocobuna umajy caeiehu upocropu: A = {(z,y) €
R | (z 124+ (y—3)2 <1}, B={(z,y) eR? | (z -2+ (y—2? <2},C=AUB, D= AN B,
B=A\{(1,3)}, F= A0 {(r,y) € B | 2> 1}.

OtBopen | 3arBopen | Komnakran | [Iyrno mosesan | IIpocro-nosesan
A He Ha Ha Ha Ha
B Ja He He a Ha
Pewerve. | ¢ He He He Ha Ha O
D He He He Ha Ha
E He He He Ha He
F He He He Ha Ha




Bex6a 1.1. Ucnuratu Koje 0/ NPETXOAHO CHOMEHYTHX ocobMHa mMajy caenehim mpocropm: A = S?\
{(0,0,1)}, B=S%U[(1,0,0),(-1,0,0)], rze je [(1,0,0),(—=1,0,0)] = {z € R? | (It € [0,1])z = ¢(1,0,0) +
(1—¢)(=1,0,0)} (7j. T0 je my=x uuju cy kpajesu Tauke (1,0,0) u (—=1,0,0)), C = B((0,0,1),5)N{(z,y, 2) €
R® [ [[(z,y,2) — (0,1,0)[| < 7}.

Hedbununuja 1.12. Tauky 27 € X 30Bemo Tadkom pasdujama ako X \ {xo} mma Buie KomMmoHeHTH
MOBE3AHOCTH HEro mpoctop X.

ITpumep 1.8. 1. / \ X uMma caMo jeIHy KOM-

noHeHTy nosesanoctu 7oK ux X \ {x} nma 6, nakie x je Tavuka pasbujama.

St ST\ {z} :

2. S! nema Tauke pasbujama.

1.4 Xomeomopdmn3zaM TOMNOJIOINKUX ITIPOCTOPA

Hedbunnnnumja 1.13. [IpecrukaBame Tomoaomkux npoctopa f : X — Y je HeIpeKUJIHO aKo je 3a CBaKh
orsopen ckyn U C X, f~1(U) Taxohe oropem.

Hedunnmuja 1.14. Ilpecaukapamwe [ : X — Y HazuBaMo zomeomopduamom TOMOJOMKHX IPOCTOPA aAKO:
1. f je HenpekuiHO;
2. f je bujexnmja;
3. f~! je menpexumano.

JIBa mpoctopa X u Y cy xomeoMopduH, y o3Hanmm X = Y aKo MOCTOjH XOMeoMOopdu3aM u3Mehy mux.

Mpuvep 1.9. 1. ¢ N * . o =

~
~

3. X=D*~Y =5*Nn{(z,y,2) e R®| 2 > 0}



ITpumep 1.10. Butnoct yciosa 3. u3 gedununuje xomeoMopdusmMa MOXKEMO BHACTH Ha caeaeheM mpu-

Mepy:
Hexa cy garu npocropu X = [0,27) u Y = S, kao u npeciukasame

f: X—=Y
f:x— (cos(x),sin(z))

Jacnu je ja je f neupexuna oujexuuja. Mehyrum, f~! nuje neupexu o upecsukasame, jep (f~1)71([0, %))
ruje orsopen ckyn y Y, ok [0, 1) jecre orBopen y X.

12
Cras 1.2. Hexa cy X u'Y zomeomopdru npocmopu. Tada je (X NOX) ~ (Y NIY).
3amarak 1.3. /lokasaru ja cy ciejpehu npocropu xomeomopduu:

0,1)

1. ( u (a,b);
2. (0,1) u R;
-
N

3. (0,+00) u R;
4. (—00,0) u (3,7).
Pewerwe. 1. f:(0,1) = (a,b), t — a(l —t) + bt je jeman xomeomopdu3am;

2. U3 mperxommor gena sgamo ga je (0,1) =~ (=3, 7). Hame je tg : (=7, 5) — R jeman xomeomopduzam
(nuBep3 je arctg) na je (0,1) =~ R;

3. In: (0, +00) — R je xomeomopduzam (nHBEp3 je dyHKIMja €¥);

4. Mo:Ke ce U3BECTH U3 IPETXOIHOL.

1.5 TomoJonike nHBapujaHTe

Hedbunumuja 1.15. Tomosonke wHBapujanTe ¢y 0cobWHE TOMOJONIKUX MPOCTOPA KOje Cce dyBajy Tpu
xoMeoMopdusmuMa. pyrum pednma, ocobuna P je Tomosonika uHBapujanta ako je X ~ Y u X uma
ocobuny P, onga u Y uma ocobuny P.

Cras 1.3. Caedehe ocobune cy monosowke uH8APUJAGHME:
e [losezarocm u 6POJ KOMNOHEHMU NOBE3AHOCTIU,
o [Iymmna nosesarocm u 6P0j KOMNOHEHMU NYMHE NOBE3AHOCTIU,

L Upocmo-noeesaHocm;

Tawke pasdbujarva;

o Komnaxmnocm.



Cras 1.4. Hexa je f: X — Y zomeomoppusam u x € X. Onda je u X \{z} =Y \ {f(2)}.
Banmarak 1.4. JlokasaTu 1a HAPEJIHH TTPOCTOPU HUCY XOMEOMOpPQHH:

1. [0,1] u (0,1);

2. [0,1) u (0,1);

3. (0,1) m S*;

X :

n Y =25"

5. X =D*uY = D?*\ {(0,0)}.
Pewerve. 1. [0,1] je komnakran mok (0,1) muje;

2. TIpernocraBumo na nocroju xomeomopduzam f @ [0,1) — (0,1). Onzma je u (0,1) ~ [0,1) \ {0} ~
(0,1) \ {f(0)}. Mehyrum, npBu o1 OBEX IPOCTOpA je MOBe3aH, OK APYTH TO HE MOXKe OUTH;

3. (0,1) uma rauke pasbujama jok S' Hema;

4. X uma Tauke pasbujarba JIOK Y HeEMa;

5. X je mpocTo-oBe3aH, Aok Y Huje (HOp. merba z2 + y? = i He MOYKe Jla ce CKYIH y TadKy, jep He
mMozkeMo Jia mpehemo npeko (0,0)).
O
3amarak 1.5. /lokazaru ja cy HapeIHH POCTOPU XOMeOMOpPhHM:
1. int D? = {(z,y) € R? | 2? + y* < 1} u R
2. S2\{N} u R? rze je N = (0,0,1);
3. R*\ {(0,0)} u S* x R.
Pewewe. 1. f:int D* — R?, f(z) = i
1) — _ ¥
F= W) = whne
2. Crepeorpadcka MpojeKInja je mpecaukKaBambe Koje IpeiIcTaB/ba XoMeoMopdu3aM u3Mely OBUX Hpo-
cTOpA.
3. h:R2\{(0,0)} = S x R, h(z) = (557, In(||=[])),
W ((y1,92), 2) = (€*y1, €°y2), Tae je (y1,32) € S*, z € R.
O

Hanomena 1.3. Ilperxonnu 3ajaTak Jao HAM je KOHKpeTHe xoMeoMmopdusme (f, crepeorpadeka mpoje-
uuja ,h), mehyTuM, y 3aganuma rJIaBHU akieHaT Guhe Ha TOMe Ja ce pasyMe KOjH MPOCTOPH CY XOMEeO-
MOpdHH, 0€3 yaacKa y KOHKPETHY KOHCTPYKIU]y XOMeoMopdusama.

3amarak 1.6. /latu cy ciepehu TONOJIONIKY TPOCTOPH:

e A=5%\{

V37 V37 V3D

e B={(x,y) e R*[0< < 1,27 +y? <4}

o O={(z,y) eR?[ |z —y| <2}



o D={(z,y) eR* |y =0}
o E={(z,y) e R |2 +|y| <2}
e F=FE\{(1,1)}.
Koju o1 oBux npocropa cy mehycodno xomeomopduu? la an mehy mumMa uMa KOMIAKTHHX !

Pewere. B~ E n oHU cy Yy]eJIHO U jeIMHA KOMIakTHH, D ~ F'.
Da{(r,y) eR? |22 +¢y* <1,y > 1}~ D*\ {(1,0)} = F

Bamarak 1.7. ['pynucaru ciegehe Tonosomnke mpocrope y rpyie Mehycobno xoMeoMopdpHUX:

= -

Pewere. Gy ={A,B}, Gy ={D,FE}, G3={C,F}. O
Bamarak 1.8. (Jyr 2024) [Taru cy ciepehin TOMOJIONIKE TPOCTOPH:

1. A={(z,y,2) e R® | 2?2 + y* + 22 = 1}\{(1,0,0), (—=1,0,0)};

2. B={(z,y) e R? | 2? +y? <1}\{(0,0)};

3. C={(z,y) eR* | (z — 1)+ ¢y? < 1} U{(z,y) eR? | (z + 1)* + ¢y* < 1};

4. D ={(z,y) € R? | 42® +4? =1} x (0, 1);

5. E={(x,y) € R* | 2* + 49> < 4, 42 —¢y* > 1}.
Koju o;1 oBux mpocropa cy mehycobno xomeomopduu? Koju cy nenopezanu?
Pewewe. A~ D ~ B cy noesann u C' ~ F Koju Cy HEIOBe3aH. O]
Bamarak 1.9. (Jyn 2025) daru cy caenehun romnosomku mpocropu:

L A={(z,y) eR* |22+ 2 =1} U{(z,y) eR* |2 +4* < 1,]z| > 1};

2. B={(z,y) eR® |z +4>y°};

3. C={(z,y) eR?|2? + 4> < 1,2 >0}

4. D ={(z,y) € R? | 1 < max{z,y} < 2};

5. B ={(z,y) €R? |2 +3? = 1}U{(z,y) € R | (z+1)2+3* = HU{(z,9) €R? | (z—1)*+4? = }}.

Koju ox oBux mpoctopa cy mehycobno xomeomopdun? Koju cy kommakTaHu?

Pewerve. Hujenna nsa mpoctopa Hucy xomMeoMopdHa, B CBH OCHM HMPOCTOpa B ¢y KOMIAKTHH. O



2 I'padoBu

Hedbunnnuja 2.1. I'pad G npencrasmwa nap G = (V) E) rue je V ckyn temena, 1ok je F ckyn uBuia
rpacda Koju mpejcTaB/bajy napoBe TeMeHa.

I'padoe obuvHO TIpeCTaB/bAMO T€OMETPHJCKH, TAKO Jla TeMeHa W3 CKyma V IpejacTaB/haMo Tadykama
y IPOCTOpPY, a UBHUIE Kao JUHHUje KOje MOBe3Y]y /IBa TeMeHa.

Hedbunumuja 2.2. I'pad G je moBe3an ako MOCTOjU MyT KOjH MOBE3yje CBAKa /B IHEroBa TemeHa. Iyt
n3Mely TeMeHa v 1 u MOYKEMO TIPEJICTABATH Ka0 HU3 WBHUIA rpada €1, €q, ..., €,, TAKO JIa je jeHO O TeMeHa
UBHUIIE €1 U, & JeJTHO OJ TeMeHa WBHIIE e, Oall TeMe u.

Hanmomena 2.1. C o63upom ma je Behmua umTasana ymo3HaTa ca aJrOpUTMHMa Be3aHHM 3a rpadone
(Tparkeme KOMIIOHEHTH TOBe3aHOCTH, obuaaciy rpadoBa UTI.), U ¢ 003UPOM Ja HAM HHUCY TJIABHA TeMa
oBze ce HeheMo ocBpraTn Ha HBUX

ITpumep 2.1. Heku npumepu rpacosa cy:
1) 2) 3)

<>

ITpumep 2.2. Kommieran rpad ca n temena, y o3nanu K, je rpad kox kora cy u3dmMehy cBaka jBa Temena
HOCTOjU TAYHO jejiHa uBHIA. [IpuMepu KoMmiieTHUX rpadoBa cy:

Kgi K4I K5I

IIpumep 2.3. Bunapruruu rpad kK, ,, je rpad 4uju ce cKyn TeMmeHa CacTOjU O /iBa CKylla: IPBU CKYII
uMa n TeMeHa a JIpyru m temena. JlomaTHo, cBako TeMe M3 IMPBOI CKYIIa HOBE3AHO je HBUIIOM €& CBAKHM
TeMeHOM W3 JIpyror ckymna. Ilpumepn bunaprutHux rpadosa cy:

K2,3 : K3,3 : K1,4 : g

2.1 Ilmamapam rpadoBm

Hedunumuja 2.3. ['pad je miaHapad ako MOCTOjH HEroBO yTamambe y pasal R2.

Hanomena 2.2. /Ipyrum peunma, rpad je njanapaH ako MOZKEMO Jla T'a HCIPTAMO y PaBHU TAaKO Jia Ce
HHje/IHA JIBA TeMeHa He MOKJIANAjy ¥ Tako Ja ce usuie rpada meljycobHO He ceky (OCHM IIMTO TTOTEHIN]aTHO
JieJie 3ajeJIHAYKe KpajeBe Tj. TeMeHa)



IIpumep 2.4. I'padosu K5 n K33 u3 ropmux npuMepa Hucy mnanapau. Ca apyre cTpane, rpacdose Ky
u K53 jecMO HaIpTaIl TAaKO Ja UM Ce UBHIE CeKy, ali IPOMEHOM IIO0JIOXKaja TeMeHa U MBUIA TO Ce MOZKe
IIPpOMEHUTU:

K43

K232

i

Teopema 2.1. (Kypamoscroz) I'pap G Huje naanapar axo u camo ako cadparcu nodepad Koju je romeo-
moppar ca K5 usu Ks 3.

IIpumep 2.5. Hapegnu rpad ne caapxn un K33 un K5 kao noarpad, anm jecre xomeomopdan ca K33
jep Jomy nyT © — U — W MOZKEMO 3aMEHHUTH Ca U — W.

u (% w

Anropuram mposepe: Ako je gar rpad G 1 2KeJlMMO Ja IPOBEPUMO /14 JIX je OH ILTaHApaH paJuMo ciaesehe:

1.

3a moueTak CBAaKOM TeMeHY JI0/IeJINMO WHJEKC uin cremneH. VHaeke Temena je 6poj mBuma ca Kojum
je To TemMe WHIIHJAEHTHO.
ITpumernmo ga rpad K nma 5 TeMmena unjekca 4, 1ok rpad Kis nma 6 TeMeHa HHIEKCa 3.

CBako TeMme cTemeHa 2, 3ajelHO Ca NBHIIAMA Ca KOJUMa je MHIMJIEHTHO 3aMeHIMO jeHI0M HBHUIIOM KOja,
OBE3Yje TeMeHa ca KOjuMa je TeMe cTeleHa 2 OuJio IOBe3aHo.

Ako mocToju BuIlle UBUIA KOje AUPEKTHO MOBE3Y]y JBa TeMeHa, OOPHUINUMO CBE UBUIE OCHM jeJTHE.

O6es1eKUMO TeMeHa YMju je WHAEKC jeqHaK 1, 3aTUM OOPHUIIUMO O3HAaYeHA TeMeHa Kao W CBe UBHUIIE
KOje Cy MHIIM/IeHTHE ca 0bejieyKeHuM TeMeHHMa.

ITonaBspamo IpeTxoJHa TpHU KOopaKa A0OKJe I'oJ TO MOXKEMO.

Axo rpad G uma mame o1 D TeMeHa HHIeKca Oap 4 1 nMa Mame o1 6 TeMeHa HHIeKca bap 3 OHIA
OH He MozKe caapkaTu K5 mm K33 Kao noirpadose n 3aK/bydyjeMo Ja je IIaHapaH. ¥ CyIpOTHOM
TpazkuMo nofarpad xomeomopdan ca Ks nmn K 3.

3amarak 2.1. /lokazaru ja rpacd G npukaszaH Ha CJMIM J0Je HUje IJIaHAPAH.




Pewerve. TlocTynmmmo mpeMa yIyTCTBY W3HA:
2 2
% | %
2 1

Kao mro moxemo na Buaumo, rpad G canpzxku rpad Ks s kao noarpad Te Huje maaHapas. O]

Bamarak 2.2. (Cenrembap 1, 2024) Oapenutn Koju o HapeJHUX rpadopa cy IIaHAPHU:

<> R
p ™

OBzie BUIMMO /8 IMAMO CaMo JiBa TeMeHa HHIekca Oap 3 Tako ma je rpad (G IIaHapaH.

Peweroe. 1. Gi:

2. GQI
1 1

Ry My A

Osume cmo namuma noarpad Ks s crora Gy Huje NIaHapaH.

2.2 3arTBOpeHe KpUBE Yy PAaBHU U TOJUTOHE JIMHUjE

Hedbununumja 2.4. 3aTBopena KpuBa y paBHH je Henpekugna dyuxumja u : [0,1] — R? Taksa ga je
u(0) = w(1). KpuBy u HazuBaMo 1IPOCTOM AKO OHA HEMa CaMOIPECEKA OCUM IITO CE HMOYETHA U KPajiba
TaYKa TOKJIATAJY.

Teopema 2.2. (XKopdawr) Ipocma, 3ameopena kpusa deau pasar Ha 06e 06AGCMU, CNOMAWIY U YHY-
MPaAULHY.

[Tosturorm3aruja mpocTe KpruBe

[Tox nosinronu3anujom npocre Kpuse [ mogpasymeBamo Hu3 radaka A, Ao, ..., A, Koje upuuanajy Kpusoj
| xao u myxu Ay As, AsAs, ..., A1 A,. AKO ce paau 0 IPOCTO]j, 3aTBOPEHO] KPUBO], OHAA y3umamo A, = Aj,
Kao IITO MOYKEMO BUJIETH HA PUMEPY JIOJIe.




~ U

[IpumeTrumo Jia TPUAHTYIAIMJOM IIPOCTE, 3aTBOPEHE KpUBE JI00MjaMO MHOI'Oyrao, KOju IOHOBO PaBaH
JIeJTd Ha, JIBe 00/IACTH: CIIOJBAIIGY U yHYTpaIlmy. [louronn3anmja npecTaB/ba alpoKcuMarujy kpuse. 1o
HaM MOYKe MOMONH y peraBaiby mpodseMa Kao MITo je TpoBepa Jia JIu 3a/aTa TauKa MPUIAIa YHY TPAITHHO]
WU CIIOJbAIlIEhO] 00JAaCTH Koje obpasyje mpocTa, 3aTBopeHa KpuBa. OBe heMo HU3T0XKHUTHU jeJJaH HAUMH
KaKO Ja OJITOBOPUMO Ha TO TMUTAH-e y3 JIBe MPETIOCTABKe Be3aHe 33 MOJUTOHU3AIN]Y KPUBe:

1. He nocroje Tpu y3acTonna KOJuHeApHA TeMEHa MOJUTOHI3AIIN]e;
2. Hujenana jsa y3acroina TeMeHa IIOJMIOHU3AIM]E HE JIeXKe HA UCTO] XOPU3OHTAJIH.

Heka je cama gara tauka X (x1,22) Koja y PaBHH KOja HE JIeKH Ha MOJHUIOHY W OOJIEJIEKHMO HOJY-
npaBy Xp = {(x,x9) | © > z1}. Hexa cy A(ay,az) n B(by,be) nBa y3acTomnHa TeMeHe TMOJUTOHU3AINE
HPEeTIOCTABUMO A BaxXKH as < T < by. Tama moympasa Xp cede upuiy AB ako je

11’1 )

A(X,A,B)=det |1 a, ay| >0

1 b by

Ja nn Tauka X npuiaia Cro/balllibOCTH WJIH yHYTPAIThOCTH MOJUTOHe 001acTh yTBphyjemo Ha cieaehu
HAYUH:

¥Yamumo cse upuie AB 3a koje je ay < x9 < by m u36pojmo O6poj onux 3a xoje je A(X, A, B) > 0. Ako
je oBaj Opoj HemapaH, Tauka X ce HaJa3d Y YHYTPAIIBOCTH, & aKO je TMapaH Y CIOJbAIIIOCTH TOJHTOHE
obiacTu.

Hanomena 2.3. YcioB ay < 25 < by (nperusnuje, yeaoB o < bg) y3er je ma He OH JONLIO IO JIYILIOT
6pojama. Pazmorpumo caenehy curyarmujy. Heka cy A(aj.az), B(by,by) u C(cq, o) Tpu y3acTomnHa TeMeHa
IOJIUTOHU3AIM]e HeKe IPOCTe 3aTBOPeHe KpuBe u HeKa je X (X1, T3) TauKa Koja He IMPUNAJIa HOJTUTOHU3AII]H.
IIpernocTaBuMO Hasbe 14 je To = by U ay < Ty < 3. AKO OU BayKHO YCIOB Ty < by Y TOPIHEM KPUTEPUjyMYyH
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A(X, A, B) >0, A(X, B,C) > 0 3naun na 6u cMaTpaau Ja moaymnpasa X p cede MOJIUTOH JIBA MyTa Y WCTO]
TA4YKH, TMTO HUje TA9IHO.

Hedunnmuja 2.5. Heka je u : [0,1] — R? jenma mpocTa 3aTBOpeHa KpUBa. 3a INIATOHU3AIHN]Y T¢ KPUBE
Ay Ay A, KaxeMo Jia je paBHOMepHa ako Baxkn A; = u(>)3ai=1,2,..,n.

Bagarak 2.3. Jlarta je mpocra 3arsopena kpusa v : [0,1] — R? ca z — (cos(27x), sin(27z)). Oapenutn
aa o radka X (—0.8,0.1) npunaja yHYTPAIIIOCTH AKO KPHBY AIPOKCHMUPAMO MOJUIOHOM ca 3 u ca 4
TEMEHa, KOja Cy PaBHOMEDPHO TIOCTABJHEHA.

Pewerve. Pazmorpumo npBu ciiydaj, Kajia BPIIUMO ANMPOKCUMAIM]Y Ca 3 Tadke. Y TOM CAy4ajy TeMeHa

nomrormsanmje cy Ay = v(3) = (=1,2), Ay = v(2) = (-1, —L), A3 = 4(1) = (1,0). Caza je
1 —0.8 0.1
0.3 —0.966
A(X, Az, Aj)=det |1 —05 —0.866| = det = 0.3(0.766 + 0.966) > 0
0.3 0.766
1 —-0.5 0.866
1 =08 0.1
1.8 —0.1
AX, A, Ay =det |1 1 o | =det — 1.8-0.766 +0.03 > 0
0.3 0.766
1 —0.5 0.866

Jakse, Tauka X 10 OBOj allpOKCUMAIIM]U HE MPUIAJa YHYTPAIIHhO] 00/IacTi KPUBE 7.
V caydajy Kajga ampoKCUMAaIUjy BPIUMO ca 4 Tadke, TeMeHa cy: A, = 7(}1) = (0,1), Ay = 7(%) =
(—1,0), A3 =~(2) = (0,-1), Ay =~(3) = (1,0) na umamo

1 -0.8 0.1
—-0.2 —-0.1
A(X,Ag, Aj) =det |1 —1 ¢ | =det =—-0.1840.08=-0.1<0
0.8 09
1 0 1
1 -0.8 0.1
1.8 —-0.1
AX, A A) =det |1 1 o | =det —1.8-0.9+0.08> 0
0.8 09
1 0 1

Jlake, 10 OBOj allPOKCHMAIMjU Tayka X jecTe y YHYTPaIIbojobIacT KpUBe

Ako 6u TEOMETPHjCKY IVIeIa/Id, KPUBA Y MPeJCTaB/ba KpyKHHILY noaynpednnka 1. Tauka X ouursiesno
OpUNAIA YHYTPAIIHO] 00TACTH Te KPYXKHUIE. 3aK/byJaK KOJU MOYKEMO Ja U3BeJeMO jecTe Ja je ampOKCH-
Manmja ca 4 rauke 0o/ba 0 allpoOKUMaluje ca 3. L]

Samarak 2.4. /lata je mpocTa 3aTBOpeHa KpHBa

(2 cos(3nt), 2sin(37t)) ,te0,3)
Y(t) = < (cos(3mt) — 1,sin(37t)) te i ?)
(—cos(3nt) + 1, —sin(3nt)) ,te[3,1].

AnpokcuMupaTi OBy KPHUBY IHOJUTOHOM JIMHUJOM ca 6 PABHOMEPHO HMOCTaB/HEHUX T€MEHA U UCIHTATH 1A
mu tadka X (—1.9,—0.9) npunaja yHYTpaIImboj 061acTH 0Be alPOKCUMATIHT]E.

12



Pewewe. Oapenmmo TemMeHa oBe anmpocKuMarmje: A; = 7(%) =(0,2), Ay = 7(%) = (-2,0), A3 = 7(%) =
<_1> _1)7 A4 = 7(%) = (070)7 A5 = 7(%) - (17 _1)7 Aﬁ = 7(%) = ( 70)
Barum oapehyjemo 6poj AeTepMUHAHTH TO3UTHBHOT 3HAKA!
1 -19 -0.9 B
09 -0.1
A(X, Az, Ag) =det |1 -1 1 | =det =0.81-0.01=08>0
—0.1 0.9
1 -2 0 B
1 -19 -09 i
09 —-0.1
A(X, Az, Ay) =det |1 -1 —1 | =det =0.8140.19=1>0
1.9 0.9
1 0 0 -
1 —-19 -0.9
2.9 —-0.1
A(X, A5, Ay) =det |1 1 _1 | =det =29-09+19-0.1>0
1.9 0.9
1 0 0
1 -1.9 -09
29 —-0.1
A(X, A5, Ag) =det |1 1 _1 | =det =29-09+39-01>0
3.9 09
1 2 0

Kako je Taj 6poj napan (4 ja OygemMo IpernusHuju) 3aK/bydyjemMo Ja ce Tadka X He HAJTA3U Y yHYTPAIIHO]
00J1aCTH KpPUBE Y 110 OBO] alPOKCHUMAIIH]H. O

3 IloBpmmu

Hedunnnumja 3.1. Muorocrpykoct aumensuje n je Xaysuopdos npoctop M Takas jia cBako x € M uma
Heky okosiuny r € U C M rakBy jga je U ~ R". IloBpiil je MHOrOCTPYKOCT JIUMeEH3HUje 2.

IIpumep 3.1. 1. Pasan R? je nospur;
2. Topyc T = St x St jecre jenma mospu;
3. MebujycoBa Tpaka je MOBPII;
4. Ilpojekrusna pasan RP? = 52/, , ~ D?/,. ., .cst je TOBpIIL.

Hanomena 3.1. [Ipucerumo ce ga je R? ~ [? = (—1,1) x (—1,1). Younmo napejnu mpocrop: J =
[0,1) x (—1,1). On he Ham cayzKuTHu 3a JAe)UHANA]Y TOBPIIK Ca TPAHUIIOM

Hedbunnumumja 3.2. Ilospm ca rpanunom je mpoctop X TakaB Ja 3a CBakKO r € X IOCTOjH OKOJWHA
r €U C X taksa 1a je U ~ I? wim U ~ J. Ykoauko He noctoju okoamaa U Taka 1a U ~ J KazKeMo 12
je mopi X 6e3 rpanune. ¥ CyIpoTHOM KazkeMo Ja je X IOBPII ca I'PAHUIIOM.

IIpumep 3.2. 1. Huwmnuap C = S* x [—1, 1] je nopur ca rpanunom. Tauke z € ST x {—1,1} cy rauke
ca rpanune 1j. 0C = St x {—1,1}.

13



2. OM ~ St
CraB 3.1. Axo cy X u'Y nospwu ca eparuvyom u axo je X =Y onda je u 0X ~ 9Y.

Hedbunumuja 3.3. 3arsopena moBpIl je KOMIIAKTHA MOBPIT 6€3 TDAHUIIE.

3.1 KoamvyHnYku MoAes MOBPIIN

Hedopmaano ropopehn, KOMHIHIIKE MOIeT HeKe TOBPIIH X IIPeICTaB/ba HU3 MHOTOYIJIOBA U IPABUIA
KaKO Te MHOTOYIJIOBE JIENMMO U/WJIN cedeMo Mo uBunaMa ga 6u mobwim mospm X. OBo hiemo Hajbosbe
pasyMeTn Kpo3 MpuMepe:

IIpumep 3.3. Caeneha mirycrpalnja npeacTap/ba KOTHIHAYKA MO ITUIXHIPA:

Objammeme: 3aMUCINMO Ja WMaMO MPAaBOYTaOHWK KOjW Ha JIEBO] W JIECHOj MBUIM WM MOCTAaB/bEH paj-
cdeprurye (uHEje o Ha JeBoj comim). Kajga taj pajedepiuiyc 3akomdamo no o Jo6HjaMo THIHHIAD KAo
Ha CJIATIA JIeCHO.

OBo je Owra miIycTpaimja Jerbema. Takohe MokeMo pa3MaTpaTi W OTepaljy ceuerma Mpu mpe3eHTa-
IUjU KOJUIHAIKUX MOJIeJIa:

ﬂen.&,e}be 1o «
IIpumep 3.4.

Ceqe}be o o

IIpumep 3.5. IIpojekrusHa pasan RP%:
a

JlembemeM U cedermeM MoKeMo JohM 10 joIT eKBUBAJIEHTHUX KOJUYHUUKAX Mojena MebujycoBe Tpake:

A o ~ o a = a o ~

14
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a9 A 1Y
Y
> ~ (g4 ay a1y A =X
a1 A a2y > >
Y 7

Onapie BuauMO 112 je 3anpaso M ~ RP? \ DZ(()’ %)

ITpumep 3.7. Topyc T

O A AU
3
IIpumep 3.8. Kiajuosa 6ona K.
<
A AQ
AnrepraruBao, KajHOBY 00Ily MOXKEMO IIOCMATPATH H KAO:
5 g
< <
Y
(ePN A = 7Y AQ
'5 «

KnajuoBy 601y He MOYKEeMO TPEJICTABUTH Y TPOIUMEH3HOHATHOM mpocTopy. [loctoje 3D mwiyctpanuje (mo-
raeJaTH Ha WHTepHeTy) re ce Buan jaa KiajaoBa Goma nma camonpeceke. Kao mro MoKeMO BUIETH ca
KOJUYIHIIKOT MOJIeIa, TO HUje CAy4aj, aan Ha WIYCTPAINji MOpa U3TJIe/IaTH TaKo, jep He MOCTOJU yTallambe

K C R3.

Samarak 3.1. /IaT je KOMUYIHHYIKT MOJIe]T IpocTopa X :
a

a a
(%

Ja s je X xomeomopdan moBpru?

Pewerve. Younmo Tauky A Koja mpunajga « U HEKY ibeHy okoauny. Ta okonuna uma ciaegehn obsmk:

15



Ae

A «

Jlakse, okoanHa Tauke A m3riena Kao TposaucHuna. OHO IITO je jour OUTHHje jecTe [a Ta OKOJIUMHA HUje
xoMeoMOp(HA OTBOPEHOM IUCKY Tj. HEje xomeomopdua ca R?, ma X mnje mospm. O

Hamomena 3.2. 3a 3ajarke 0BOI' TUIA, K/bYTHH JI€TA/b JeCTE TO IITO Ce (v Y KOJUIHUIKOM MOJIENIY I0ja-
BJbYje BHIIIE OJI JIB& IyTa. | eHepa/iHO, aKO Ce (v TIOjaBJbyje N IMyTa y KOJUYHUIKOM MOJETY, OH/a TauKe ca
Q UMajy N-TOJIMCHY OKOJIMHY, I1a CAMAM THME Taj MPOCTOP He MOYKe OUTH TOBPIII.

3.2 Kiacudukaiuja 3aTBOPEeHNX ITOBPIIIN

3aTBopeHe MOBPIIH JIeJINMO HA OPUjeHTabu/IHE U HEOPHjeHTaDMTHE:

1. Opwujenrabune:
M, -

nMaMo ¢ pyma.

2. Heopujenradbu.ine:

Nhl

uMaMo h 3aBpramba.

Komunuanukn MOIOEJIN:

ﬁg aq 61

16



N

ITpumep 3.9. Ilpumerumo na je My ~ S%, M, ~ T, kao u N; ~ RP? N, ~ K.

Hedbununuja 3.4. Ojieposa kapakrepuctuka 3arBopetre nospiu X, y ozuanu X(X) gedununie ce Ha

ciaegehn maumn:
o X(My) =2 —2g;

3.3 IloBesana cyma (cnajame) moBpium

Axko cy M u N nospiru, oHa BuxoBy noesany cymy, M X N | nobujamo Ha ciemehn HaunH:

N
M

a’_ﬂ

N TN

e

CraB 3.2. 3a nosesany cymy saxrce napedna npasuic:

1. Mgl X Mgz ~ Mg1+92;
2. Nhl X Nh2 ~ Nh1+h2;'
3. Mg&Nh%N2g+h-

Bamarak 3.2. Ilokasatu na je T X RP? ~ Ns.

Pewere. KopuctuMo KomnIHIYKe MOJIeIe:

o
a P a ¥
b A0 X b b =
a > a g
«Q
«a
Y
B
~ [a 1) ~
0 Y
(e

Yo

17
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Cagna cedeMo IO HOBOj JTUHUJU £ W JIEIUMO 10 [3, T1Ie je:

Q

KXRP? ~ Ny X N; ~ N

]

Bamarak 3.3. (Jyn 2024) [Jatu cy KOJIMYIHUYKE Mojean y paBuu npocropa X, Y u Z. Koju ox oBux
HPOCTOPa Cy XOMEOMOPMHI HEKOj 3aTBOPEHO] MOBPIIH, 1 KoJHKa je Oj1epoBa KapakKTePUCTUKA, T€ ITOBPIIH !

Y. b— b

5 \ 4 YY

4

Pewere. Kpeanmo peom:

o X :

Yo

Q

X 8Y A8 = RP’XK =~ Nj

oY

Jakne, X jecre xomeomopdan nospiiu Ns.

o Y :

18



ﬂ \ 4 Yy =~ } h = ~ R P2

< b 7 Y
s

N npoctop Y je xomeomopdaHn 3aTBOpenHoj moBpiiu, Ni;

e Koa mpocropa Z Mo:KeMO IpUMETHTH J1a ce [ mojaBbyje 3 myTa, Te Z He MOxKe OUTH XoMeoMopdaH
3aTBOPEHO] MTOBPIITH.

]

Bamarak 3.4. (Cenrembap 1, 2024) 3azaru cy ciaegehn TOMOJONIKE TPOCTOPH:

1. Habu meku KommuHuaku Mozien 3a mpoctope X u Y

2. Jla it je HEKW OJ1 OBUX MPOCTOPA XOMeoMOpdaH HEKOj 3aTBOPEHO] TTOBPITH?

Pewerve. 1. o X :

5
«
~ (6% 0] ~
A N v 4
B
o YV :
<> é
<
«Q ~ (A AN
P>
5
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2. Bumumo ma ce y KOMUIHUYKOM MOJETY TpocTopa X « TojaBsbyje 4 myTa, 10O 3HaYW ja X HHje
XOMeoMOpdaH 3aTBOPEHOj TOBPIIHU, JOK Ha OCHOBY KOJUYHUYKOD MOJe/Ia IpocTopa Y BUIAMMO Ja je
on xomeomopdan Kirajuosoj 6onu Tj. moBpiu No.

O

Bex6a 3.1. 3agatu cy ciaegehn TOMOIOMKH MPOCTOPH:

Jla i1 je HeKH 01 OBHUX IPOCTOPA XOMeoMopaH HEKOj 3aTBOPEHO] TMOBPIIH?

Bexx6a 3.2. Jlatu cy ciaexnehu Tonosoniku mpocropu:

a

1. Habhu Heku KoJmuHMIKE MOje 1 mpocTopa X.
2. Ilocmarpajyhu oKOMHY Tadyke a YTBPAUTH Ja Ji X MOKe OUTH IOBPII HJIH He.

3. la nm je mpocTop Y eKBUBAJEHTAH HEKOj 3aTBOPEHO] MOBPIMHU W AKO jeCTe OJIPEIUTH KOjoj?

3.4 VYraname rpadona

Y ceknuju o rpadoBUMa YIIO3HAJIU CMO Ce ca II0jMOM ILTaHapHOr rpada Tj. rpada Koju MoxKe Ja ce
yTomu y paBaH. AKo TO HHuje ciayd4aj, rpad HazuBamo HemtaHapHuM. MehyTuMm, mHemranapau rpadosu ce
MOK/Ia, MOT'Y YTOIUTH y HEKe Jpyre HOBPIIH, U TO je TeMa OBe MOJCEKITnje.

I'pad yramamo y moBpIir Tako IITO HAJA3UMO yTallaFhe HA KOJUIHHIKOM MOJIEJY T€ TOBPIIH.

Sagmarak 3.5. Habhu yraname rpada Kj3 y MebujycoBy Tpaky.

Pewerve. Jenno ox moryhux perema je ciaeaehe:

B
C's LA
O A Yo
A

('
B

Bex6a 3.3. Hahu jenno yraname rpada K5 na Kiajunosoj doru.
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3.5 Tpuanrynanuja nmoBpiiun

Hedbunnunuja 3.5. Tpuanrynamuja nospmm X jecre moaesia moppinu X Ha TpoyraoHe obsactu. Tpoyraone
obJsracTu MOry MelhycobHo /e TUTu TeMe WId MOTY UMATH 3aje THHYKY CTPAHUILy. AKO CTPAHUIE /IBa TPOYIJIa
nMajy BHUIIE OJT jellHe 3ajeITHUYUKe TavdKe, OHIA OHU MOPAjy JAeJIUTH ey CTPAHUILY.

Hanomena 3.3. Ha counu jrosie Mozkere BujieTn 1puMepe TPOyIJIOBa KOjU He MOI'Y OMTH JIe0 TPUAHIYJ1a-
1ije TOBPIIH.

Y npBoMm ciydajy, CTpaHUIa jeHOT TPOYIJIa je MOJACKYII Apyre, MTo He A0Ja31u y 003up, jep TPOyTJIOBU
MOPajy Jia Jlesie CTPAHuILy. ¥y JAPYTIOM cJaydajy, CTpaHUIle TPOyIJia UMAa]y BUIIE OJ] jeHe 3aje/JHuYKe TauKe,
na MOPajy JeJUTH eIy CTPAHHUILY.

IIpumep 3.10. Jegna jgobpa TpuaHry/Ialnuja Topyca IpejcTaB/baHa je Ha ciejehoj comim

an Qo Qs
53 A Aﬁg
52 A Aﬁz
51 A Aﬁ1

> > >

aq (67) Q3

a
~
b c
B B
c b
y o
a

MebhyTum, oBa Tpuanryaanuja Hije 100pa . Ako morsesaMo asa Tpoyriia bed 3 Te TPUAHTYIAI]e BUIN-
MO JIa OHH UMajy 3ajeJHU4IKy HBUILY bc U TeMe d, IIITO OBY TPHAHTY/IAIK]Y HEe YNHU J0OPOM IO AeDUHUIIAH.
Jlobpa TpuaHryjaaiyja MoxKe ce BUIETH Ha HCTOj CJAUIU JECHO.

Hedbununuja 3.6. Heka je K rpuanrynamuja nospmm X (1j. K je ckyn tpoyriosa). Heka je t 6poj
Temena, s 6poj crpana, a ¢ Opoj uBuna ope Tpuanryaanuje. OjaepoBy KapaKTepUCTUKY HOBPIH X U HHEHEe
rpuanryaanuje K mgedunumemo kao 6poj x(K) =t —i+ s.

Hanomena 3.4. Tpwuanrynamuja mospmu X Huje jeanacTBeHa. Ha mpuMep, TeTpaesap u oKTaeaap mpe-
cTapsbajy Ase Tpuanryaanuje cepe S2. Beha Tpuanrynanuja HaM je HOTpeOHa Ha IpEMep Y padyHAPCKO]
rpachunu ja OM 1MITO BEPOJOCTOjHHUjE TPEJICTABUIN ODjeKTe, JOK je MakK, MPU W3padyHaBalby I0jeIUHUX
KapaKTePUCTUKA ITPOCTOPA JI0OPO UMATH Malby TPUAHTY/IAIHU]Y.

Cras 3.3. 0j1eposa kapaxmepucmuka He 3a8uct 00 usbopa mpuaH2ysauuje noGPULL.
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CraB 3.4. Hexa je X sameopena nospw u K rwena mpuaneysayuja. Tada je x(X) = x(K), 2de je x(X)
Ojaeposa kapakmepucmura u3 Jedurnuyuge [3.4

OapehuBare THIIA TOBPIIH HA OCHOBY TPUAHTYJIAIA]E

Ako HaM je 3aj1aTa TpUAHTYJIAIM]a TOBPIMH U 3HAMO JIA jeé V MUTalkby KOMIAKTHA 3aTBOPEHA TOBPII 0e3
rpanute (1j. nospur M, uiu N;) OHIA HA OCHOBY TPHAHIYJIAIL] MOZKEMO OJIPEIUTH O KOjOj HOBPIIH je ped.
Hanwme 10BOBHO je /1a 3HAMO JBe CTBapH:

1. OpujerTabuaIHoCT;

2. OjrepoBa KapaKTEPUCTUKA.

1. Axo je moBpmT opujeHTAONIHA 3HAMO /12 je oHa 00anKa My, a y caydajy na nuje onfa je obauka Np.

2. Osnaunmo OjaepoBy KapaKTepHCTUKY HOBpIIN ca Y. Ha oCHOBY mpeTXomHOT, aKo je TMOBPII OpHjeH-
TabU/IHA OH/IA JIo0ujaMo Y = 2—2g Tj. g = Q_TX, Te je yuuramwy nopin Mza2—x. Y ciydajy j1a je moBpii
2
HeopujeHTabNUIHA UMaMO X = 2 — h, h = 2 — x ma je y nurtamy mospmr No_,.

ITpumep 3.12. VrBpanmo Ha ocHOBY (1006pe) tpuanrymaiuje u3 IIpuvepa m Jla ce 3amCTa pajand O
npojektuBHoj pasuu (mospruu Np). Kao mro cMo HamoMeHysM, mOTPeGHO je YTBDAUTH OPHUjEHTAIH]Y U
onpeautu 0j1epoBy KapaKTepUCTHUKY.

1. Kpenumo on opujertaiuje Gmwio Kor Tpoyria. OpHjeHTHIIAMO JeCHH Tpoyrao bep (HamomeHa: pe-
JIocIeIoM TeMeHa yTBphyjeMo opujentarnujy. pyrum peuuma bep m bpe mucy wmere opujeHTAIHje:
jeJiHa mje y ImpaBUJIHOM MAaTeMaTHYKOM CMEpy, JOK JIpyra uje y CMepy Ka3aJbKe Ha caTy, IITO je
MaTeMaTHIKK HeraTuBaH cMep. C TUM y Besu, bep u ¢pb TpeicTaBibajy UCTY OPHjeHTAIN]Y TPOYIJIA).
Cajna cBe TpoyrioBe ca KojuMa bep Jlenu CTpaHUIy OPUjeHTHIIAMO TaKO Ja Te OPHUjeHTalmje Oymy
ycartamiede. Hip. Tpoyrao moJe jiepo ie umatu opujentanujy ape (43 opujeHTanuje bep umamo opu-
jeHTAIUjy CTpaHulle cp, MTO 3HAUM Ja Y TPOYIJIY apc OHA MOpa OWTH OpHjeHTHCAHA CYIPOTHO, Tj.
MOpa OUTH pe, IITO je U CIydaj). 3aTuM UMaMo opujeHTanuje agp, abg u beq. Melhyrum opujenraiuje
bep m beq mucy ycarnamiene (y 06a caydaja numamo bc) Te TOBDIN HEje opujeHTabHIIHA.

2. Y pnaroj TpmaHryjganuju umamo t = 6 Temena, ¢ = 15 uBuma u s = 10 crpana, Te je Ojneposa
KapakTepuctuka ¥ = 6 — 15+ 10 = 1.

Kako je y muramy HeopujenTabusiHa MOBpII, 3aKk/bydyjemo na je h = 2 — xy = 1. Konauno, paau ce o
noBpiu Ny, MTO je OO ¥ OYEeKUBAHU PE3YJITAT.

Bexk6a 3.4. Ha ocnoBy Tpuanrysanuje u3 [Ipumepa 3aKJBYYUTH A Ce 3aUCTa PAJH O TOPYCY (IOBPIITH
My).

Penyknuja Tpuanrynanuje:

Tpuanryaamnuja MOBPIIN BeoMa je ONTHA Yy MaTeMaTHIH Kao W y mporpamupamy. OHa Ham oMoryhasa
JIa IPABUMO JITOPUTMe 33 H3PAYYHABAME PA3JIHIHTHX KapaKTepucTuka mopprnu (o demy he jomr 6urtw
peun y Hactaky). Hapasuo, Behe Tpuanrynanuje 3axrepajy sehy pauyHcky moli, 360r yera je mpUpOIHO

Pa3MHUNI/bATH O ONTHUMU3AINHA TPUAHTYIANKje. JeJan TpuMep JIaT je Ha HapeHOj CJAUIN:
x x
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Y oBOM mpuMepy KOHTPAKOBAIU CMO CTpaHUIy ab, KOjy ¢MO 00e/e:KHIN TauKOM ¢ Y HOBOj TPHAHTY-
nammju. Hazkamoct, oBa omneparnuja Hekaaa Moxke uMaTu Hexkesbene edexre. Ha mpumep, Terpaemap jecre
jenna TpuaHTyaaiumja cdepe, ajn akKo KOHTpakyjemMo OWJIO KOjy CTpaHMILy TeTpaejpa jgoduhemo Hease-
KBaTHY TpHAHIYIannjy. HecMOTpeHO KOHTpaKOBame HBUIA Y TPHAHTY/IAIMJH MOXKe JIOBECTH H 70 IIPOMEHE
TOIOJIOIIKOT THIIA IIPOCTOPA.

Hedunumuja 3.7. Heka je K Tpuanryiamnuja Heke MOBPITE U HEKA je ab je/lHa CTPAHUIA Te TPUAHTYJIa-
nuje. [lopezanoct crpanuiie ab, Ka0 U MOBE3aHOCT TeMeHa @ Y TPUAHTYJIAIMU IPEJICTaB/ba]y CKYIOBU:

o Lk(ab) ={z € K | abxr € K};
o Lk(a) = {z,2y | az,azy € K}.

Jlema 3.1. Hexa je K mpuaneyiauujo nexe nospwu u weka je ab emparuya me mpuaneysauuje. Heka je L

mpuarzysauuja dobujena xonmparosarvem cmpanuye ab. Tpuarneyrauuje K u L umajy ucmu monosouwku
mun axo je

Lk(ab) = Lk(a) N Lk(b)

Bagarak 3.6. 3ajara je TpuaHry/anyja HeKe 3aTBOPEHE MOBPINKU KAO HA CJAUIU J0JI€

B
a’ < b
d
h J 9
ﬂ A A
e . f
7
c
b (§ a

PenykoBatu Tpmanrynanujy 6ap 5 myTa Tj. pelyKoBaTH Oap D WBHUIA TpUAryJaluje a 3aTUM OIPETUTH O
KO0jOj TIOBPIITH je ped.

Pewere. Ilpumernmo na je

Lk(/l/> = {C7€7f7g7j7ce7cf7 fg7gj7€j}7
Lk(j) ={d,e, g, h,i,dg,dh,gi,eh,ei},

Lk(ij) = {e g},

omakJse 3akpyayjemo ma je Lk(ij) = Lk(i) N Lk(j), Tj. uBUIy ij MOxkKeMO Ja KOHTPAKY]jEMO U 3aMEHHMO
remenoM k. Tume obujamo Hapejiny TpuaHryJianujy
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A

a b
d
h g
BA % A
e f
c
b < a
«

JloiaTHO, TPUMETUMO J1a je

Lk(e) = {b, ¢, h, k, be, bh, ck, hk} |
Lk(h) = {d,b,e, k,d,a’b,d'd, be, ek, dk} ,
Lk(eh) = {b k),

Lk(eh) = Lk(e) N Lk(h)

TAKO Jia W UBUIYY eh MOYXKeMO /a3 KOHTPAKYjeMO W 3aMEHUMO TeMeHOM [, Ka0 W Ja WUBHILY ¢f 3aMEHUMO
TeMeHOM m aHaJorHuM moctynkoMm. Cajia Halla TpUAHTYJIAlKRja U3LJIeIa 0BAKO

B

a < b
d

A 1 . m AQ
C

b 3 a

Jla/be MOKeMO KOHTPAKOBATH MBHUILY ¢l ¥ 3aMEHHTH je TeMeHOM M (CJAMKA JI0JIe JIEBO) a 3aTUM HBHILY
dk 3amenuTH TemMeHOM p (cJHUKa 107€ ecHo). Trve ¢MO KOHTpaKoBaau 5 MBHIA.

B 5
a < b a < b
d p
5 A AL ﬁ A AQ
k
n m n m
b Oﬁ a b Oj a
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Caja Kaja cMO 3aBPIIIN Ca MPOIECOM PEIYKIIje TPUAHTYJIAINje MOXKEMO TPUCTYITUTH o/IpehuBammy
tuna nospiu. Kao u panuje nounmemo ca onpehuBame opujeHTaOU/THOCTH.

ITounumo ca ogabupom opujeHTanuje 6o Kor Tpoyriaa. OpujeHTaInjy ocTaanx TPOyraoBa OMpamMo Ha
OCHOBY OpHjeHTaluje IpBor Tpoyria: a’'bn, ban, amn, abm, bpm, mpn, ba'p, a’'np. Bugumo aa cy cse opujen-
Tanuje ycarsiamieHe (Tj. y OBOM MpOIeCy jeJnHO Tpeba MPOBEPUTH CALIACHOCT OPHjeHTAlHja TPOYIJIOBA
KOJHU JieJie CTPAHUILY Koja ce Jiemn, y oBoM cayuajy « u (. To cy maposu Tpoyriosa ban, abm u a'bn, ba'p).
Jlakjie, pajin ce 0 OpUjeHTAONIHO] TOBPIIIN.

Bpoj temena y tpuanrymanuju je t = 6, Opoj uBuina ¢ = 12 g0k je 6poj crpana s = 8. Ojmepona
KapaKTepucTukKa je Y =t —1+s=06—124+8 = 2 = 2 — 2¢g onakJye ciaenu g = 0. lakje pajau ce o mOBpIIN
My 1j. 0 cpepu S2. O

4 XomMoJioruja TOMOJIONIKNX MPOCTOpa

XOMOJIOTH]ja Tj. XOMOJIOIIE I'PyIe TOIOJIOIIKUX POCTOPa IPEeJCTaB/bajy ajJrebapcKy HHBAPUJAHTY HPO-
cropa. Ha ocHOBY ®mHX MoxKeMO fa BpIuMO rpyby KiaacupuKaujy mpocTopa Kao W Ja WMaMO YBHJ, O
mojeIMHuM crenumduaHocTUMa IpocTopa. [loroana crBap je mTo je XoMosoruja nporpamadmina. [loctoje
AJITOPUTMHU, a CAMUM THUME M IPOTPAMH KOjH U3PAadyHaABa]y XOMOJIOIIKE I'DYIE 3aJIaTOr IPOCTOpa. XOMO-
JIOTHja UMa IMUPOKE IPUMEHe BAH U caMe MaTeMaTuke. KOHKDPeTHO, IeP3UCTEHTHA XOMOJIOTHja KOPUCTHU Ce
y cdepr MAIIMHCKOT yUerha, MeJUINHN, ONOJIOTUjU ¥ XeMUjH, U YIIO3HABAKE Ca HOM IIPeJICTaB/ha KPajibH
IUJb OBOT KYpCa.

4.1 CuMNIINNKjaJTHU KOMILJIEKCHU

CuMiiekcu:

Hedbununuja 4.1. Hexa cy ug, ug,...,u; € R Tauxy o = Zf:o Aiu; 38 \; € R mazuBamo agurom
KOMOUHAUUJOM AKO Zf:o A; = 1. 3a tauke ug, Uy, ..., U KaKeMO ja cy apUHO HE3ABUCHE aKO Cy BEKTOPH
Uy — Ug, Uz — U, ..., U, — Uy JUHEAPHO He3aBucHN. AdHHY KOMOMHAIN]Y 30BEMO KOHBEKCHOM KOMOWHAIINjOM
aKo cy csu \; > 0.

Hedbunnumnuja 4.2. k-CuMiiekc o jecte KOHBEKCHI OMOTAY Tj. CKYII CBUX KOHBEKCHHX KOMOmHammja k + 1
aduHO He3aBWCHUX Tadaka M MHIEMO o = conv{ug, Ui, ..., ux . JIUMeH3Mja CUMIUIEKCA ¥ TOM CIydajy je
dimo = k.

ITpumep 4.1. Ha napeguoj caumu naiase ce cumiiekcn gumvensuje 0, 1, 2 u 3 pegoM.

Hedbununmuja 4.3. Ao je 0 = conv{ug, U1, ..., U} jeTan CUMIUTEKC H {Ujy, Ujy s .., Uj, b S {wo, ur, ..., ug }-
Onga je 7 = conv{uj,, uj, ..., u;, } CTpana CHMILIEKCa 0 U HHIIEMO T < 0.

Hanmomena 4.1. MoxkeMo mpuMeTUTH Ja je cTpaHa cUMILIeKca Takohe jeman cuminiekc. Takohe, crpana
CUMILIEKCA je TPUJINTIHO MPUPOJAAH mojaM. Kao ImITo MoKeMo BHAETH Y IPETXOAHOM IPHUMEpPY, TeTpaeiap
jecTe jejlaH CHMILJIEKC, a CTpaHa TeTpaejpa je 3aucTa cTpaHa CUMILIEKCA.

Hedbununnmja 4.4. o CuMILTHIjaIHA KOMILIEKC je KOHAYHA KOJEKIHja cuMILIekca K TakBa Ja ako
jece Kut<oconmaurte K. lonaruo, ako 01,09 € K onjia je o1 Moy Wik 1pa3aH wim je crpaHa
oba CUMILIEKCA.
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e [lotkommieke L cummmiujatHor Komitekea K, y o3uamu L < K je mogckyn L C K Koju je yjemaHo
n CI/IMHJH/H_[I/Ija.HHI/I KOMIIJIEKC.

e /lumensuja cumiuunmjaanor KoMmmtekca K, y osnanu dim(K) gedurumeMo ka0 MaKCHMATHY Bpe/i-
HOCT ,ZLI/IMGHSI/Ije HEroBUX CHUMILJICKCa.

IIpumep 4.2. Hekn nmpuMepn CUMILTANTjATHAX KOMILIEKCA W FHUXOBUX TUMEH3M]ja:

1. K

dim(K) =2

dim(K) =2

Hanomena 4.2. Kao mro MoxKeM0 MPUMETUTH, Ca CUMILIMIUjaTHAM KOMILJIEKCHMA CMO ce Beh cperasin n
TO OHJIA KaJia cMO Jle(bUHUCAIN TPUAHTY/IAIN]Yy HeKe rmoBpiru. Hanme, Tpuanryiangja je HUIITA JAPYTO 10
CUMILTATIAjATHA KOMILTIEKC.

AHCTpaKHI/I CI/IMHJ'II/IL[I/Ija.HHI/I KOMILJICKCH:

Hedbunnmnuja 4.5. AncTpakTHE CUMILIHIFjATHE KOMILIEKC jecTe KOHAYHA KOJIEeKIHja cKymoBa A Takpa
na ako o € Au f C aonman f € A, JIuMmensunjy ancTpakTHOD CUMILIEKCa Tj. ckyna a € A onpehyjemo
kao dim(«) = card(«) — 1.

leomerpujcka peasinzanuja:

Heka je A ancrpakTau cuMmmuiyjajan KoMiieke. OHa leMy MOXKeMO TPUAPYKUTH CUMILTAIIN]ATHA
KoMILTeKe |A| Tako 1mTo Taukama Tj. 0-CHMILIEKCHMa MPEJCTABIMO allCTPaKTHe cuMILIekce aumensuje 0,
3aTUM JIyKAMa Tj. 1-CHMILIeKcuMa CcIajaMo OHa TeMeHa 3a Koje MocToje l-alcTpaKTHH CAMILIEKCH Tj. 2-
YIAHW CKYTIOBU UHjU eJleMeHTH IIPe/ICTaB/bajy TeMeHa Koja crmajamMo HT/I.

Cras 4.1. Csaxu ancmpaxrmHu cu,/wn,/zuuujaﬂuu romnaerc ()UMGHSUje d uma eeomempujcvﬂy peaﬂusauujy
y R2d+1

ITpumep 4.3. Heka je A = {{a,b,c},{a,b},{b,c},{a,c}, {a}, {b},{c}, } jenan ancrpakTan cummnmmjas-
HU KOMILTeKC. Bujiumo 11a je ieroba reoMeTpujcKa peajin3alija 3alpaBo TpoyTrao, Ydja cy TeMena ojpehena

ca {a}, {0}, {c}.

Heka /10 Kpaja oBe cekIije S npejcraBba HEKN CKyI Tadaka y npocropy R u r € R, r > 0. Moxkemo
neduaECaTH caenehe amcrpakTHe CHMILTAITjaTHE KOMILIEKCE:

YexoB KOMILICKC:

Cech(r) = {oc C S | N B(x,r) # 0}
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ITpumep 4.4. Heka je S = {(0,0),(2,0), (1,v/3)}. Taza je UexoB KOMILTEKC ¥ 3aBUCHOCTH O, 7

r<l1: 1<T<M: T>%Z
° — 3 — 3

Bureropuc-Pumc kommrekc:

VR(r) ={c C S| diam(c) < 2r}
Jlema 4.1. Baowcu V R(r) < Cech(v/2r).

ITpumep 4.5. Heka je S ucru ckyn Tadaka Kao y nperxofnoM mpumepy. Tam je V R(r) y 3aBucuocTu o
T

r<l: r>1:
[ ]

Quarpanuja:

Bes 063upa nHa 1O 3a KOju CMO ce THUIl KOMILIEKCA OJIydusu, nosiazehu oj ckyma tadaka S u 10-
BehaBajyhu mapamerap r om 0 10 +o0o mobujamo wHu3 xomitekca Ko C Ky € Ky C ... C K,,. OBaj Hu3
KOMILJIEKCa 30BeMO (hUATPAINjOM, U OHa he yBeK OuTu KoHadHa. bUTHOCT OBakBe (puaTpaluje KOMILIEKCA
BueheMo KacHHje, KaJa OyJaeMo U3ydaBal Mep3UCTEHTHY XOMOJIOTH]Y.

4.2 JlaH4yacTM KOMILJIIEKCHU

Hedbununmja 4.6. JTangactn kommekce (Cy, do) je koaekmja Abesosux rpyna Cy = {C), }nez 3ajento ca
dbamumujom npeciukaBawa de = {d, : C,, = Cy_1}nez TaKO 12 je d,_1 o d, = 0, Vn € Z. IlpeciukaBama
damunje d, 30BeMO JuepeHInjaTuMA.

ITpumep 4.6. [Ipumepn JaHYaCTUX KOMILIEKCA MOTY OUTH:

L.2z2%72%72%72%

2. . 572 7%722%72%

3. . 2 7/A7 2 7)aT 2 7)AT 2 7)AT 2
4. .. 27067 25 7067 2 7./67 25 7,)67 2

Hedunnnnja 4.7. Heka je (C,, d,) nangactu komiiekc u p € Z. Hedbunumumo rpyue Z, = Ker(d,) koje
Ha3uBaMo p-1ukjIoBuMa u By, = Im(d, 1) xao p-rpamume. Kako je d, o d,11 = 0 1o je B, < Z,,.

Ilocnemuna 4.1. Kaxo je dyod, 1 =0 mo je By < Z, < C,.
Hedununuja 4.8. Xomosonke rpyme gangactor kommiekca (Cs, do) nebunnmiemo kao H,(Cy) = Z,/By;
Bamarak 4.1. Oupeuru XOMOJIONIKE TPYIIE JIAHYACTUX KOMILIeKCa u3 npuMepa [4.6
Pewerve. 1. Kakojed,=0,Vp€Z,10je Z,=7Zu B, =0mnaje H,=7Z/0 = Z;
2. Bad, =0je Z, =Z, nox je dp1(x) = 2z e je B, = 2Z, na je H, = Z/27Z. HJame, 3a d,(x) = 2z u
dpy1 =0je Z,=0u B, =0, na je u H, = 0;
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3. Z/AZ = {0,1,2,3} kao ckyn, na je Z, = {0,2} = Z/2Z u B, = {0,2} = Z/2Z, na je H, =
(2/22))(Z)2Z);
4. Z/6Z = {0,1,2,3,4,5} kao ckym, Te je 3a dy(r) = 2z, Z, = {0,3} u B, = {0,3}, na je H, = 0.
Hame, 3a d,(z) = 3z je Z, ={0,2,4} u B, = {0,2,4}, re je monoso H, = 0.
[

Hanomena 4.3. /[oBo/bHO je 3HATHU IITA CE JICNIaBa Ca eHepaTOpUMa I'PyIa A3 OMCMO MOIVIH JIa H3Pady-
HAMO XOMOJIOIIIKE TPyIIe.

IIpumep 4.7. /laT je Hape HU JaHIACTH KOMILIEKC:

0 Z[o] & Z[a, B8] L Z[a] 2 0

rie je do(a) =0, di(a) = d1(B) = 0 u dy(o) = 20.

[TpecaukaBarma dy u d; cy TpuBHjaJIHA jep je cJMKa PeHeparopa TpuBHjasina Te je Zg = Zlal, By = 0,
onakye je Hy = Z[a]/0 = Z. Namwe, Z1 = Z|a, 5] jep ce reneparopn cinukajy y HYJILY.

Honarno, By = Z[25], ma je Hy = Zl«, 8]/Z[28] = Z]o, 5| 26 = 0] 2 Z x 7/ 27.

Kako je cimka reseparopa ¢ HeTpHBHjaJHa, ¥ KaKO je TO U jequHu rereparop 3a Ch, To je Zy = 0,
jacHo je 1ma je Bo =0 na je u Hy = 0.

Hanomena 4.4. BepoBajiu uiu He, TOpimbH IpUMep IIpeicTaB/ba XoMoJIomiKe rpyme Kirajoose 6omne K.

4.3 XomoJiornja CUMILININjAJTHUX KOMILJIEKCA

Heka je K cummunujaau KoMiuieke, p € Ng u G rpyia.
Hedunnmuja 4.9. p-Jlanarn c ca koepurujenruma y G je popmasina cyma p-cuminiekca. JIpyrum pedanma,
c= Zle a;0;, 0; je p-CUMILIeKC, a; € (G. 3a nBa p-JaHla ¢; = Zle a;0; U Cy = Zle bjo; nedpMHANTIMO
1+ c = Zle(ai + b;)o;, kao u 0 = Zle 0c;. Obesrexumo ca C), rpyiy p-jaHana jJedbUHUCAHY HA OBaj

Ha4MH.

Hexka cy ug, u1, ..., u, TeMeHa (He HY’KHO ¢Ba) cuMILTHIHjaaHOr KoMIiekca K (1j. To ¢y O-cummtexcn).
Hexka je 0 = [ug, U1, ..., Up] P-CHMILIEKC pa3ameT TeMeHUMA Ug, Uy, ..., Up. JledHHANTIMO TpecIuKaBambe d, :
Cp, — Cp_1 Ha cregehn Haumn:

p

dy(0) = (=1)'[ug, ur, ooy @y .oy )

i=0
DA€ HOJ, [Ug, Uty -y Ug, .., Up| OBHATABAMO JA HIOAILYIEMO Uj Tj. [Ug, Uty «vy Uiy vvy Up| = [Ugy ULy ooy Uity Ui 1y ey Up)-
Bap < 0up>dim(K) saxnu na je C, =0, kao u d, = 0.

Jlema 4.2. Qamusuja epyna u npecaukasara (Co, ds) dedpunucanus kao 2ope npedcmasnajy jedar aaHy-
TACTU KOMNAEKC.

Hedbunnumumja 4.10. XoMOIOIMKe Ipyle CHMILIHIHjATHOT KOMILIeKca K AedHHUIIEMO Kao XOMOJIOIIKE
rpyIe JIJAaH4acToOr KOMILIeKca oapehenor ca K.

4.4 Pauyname xomoJioruje ca koedumnujeHTuma Zs

Y oBOM ey, Ia 1 HaJla/be obenekaBaMo Zy := Z/27. Kajna kaxKeMo XOMOJIOTHja ca KoeuInjeHTHMa
Zo unu 7, MUCTUMO Ha CJIy4aj Kaja 3a rpyny GG U3 mpeTxXomHor jgena y3MeMo G = Zs.
¥ oBoM ciyuajy, cse rpyne C,, Z, u B, 6ule yjeaHo U BeKTOPCKH IPOCTOPH. YBeIUMO O3HAKe:

ny = dim(Cy);
zp, = dim(Z,) = dim(Ker(d,));
b, = dim(B,) = dim(Im(d,));
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Hpyrum peunma, n, je 6poj p-cummiekca. Takobhe, Mopa 1a BaxKu n, = 2z, + b,_1.

Hywmepanujom 0-cumiuiekca MOXKeMO YBECTH MOPeJaK TeMeHa, KOju HaM JaJbe Jlaje Mopelak CBUX CHM-
nexca. [locmarpajmo marpuny D, = [6i5]1<i<n,_1,1<j<n,, DA€ je 0;; = 1 ako je i-1u (p—1)-cumiexc crpana
J-TOT p-cuMILIeKca u 0;; = 0 nHadve.

Anropurtam peaykimje:

3a padyHame XOMOJIOIHje CUMILIAIN]AJTHAX KOMILIEKCa KOPUCTUMO MOIUMUKOBAHY BEP3Ujy OHOTA IITO
ce y JINTEPATYPH 30Be aJTOPUTAM peayKIlHje:
Heka je + = 1 u neka je V, = E, (1j. V, je jeaunudna marpuna gumensuje n,) u S, = D, 3a HO4YeTax.
Kpernmo HapeHUM KOpaluMa:

1. Hexka je y = min{1,2,...,n, | y-Ko0Ha HHUje MAPKUpPaHA U 0y = 1};

2. Akoje 0,5 =03aj =1,2,...,n, n j # y OHAA J0/ajeMO KOJOHY Yy Ha KOJOHY j y MaTpumama S, I
Vp;

3. Mapkupamo kojiony y u = := = + 1;

4. Axo je x < mn,_; BpaTUMO Cce HA IPBH KOPAaK. Y CYHIPOTHOM CMO 3aBPIIH/IN.

Hakor oBor airopurma gobujamo nse marpune: S, Kojy ¢cMo gobunm on marpune D, n Marpumy V, Takse
na je D, = S,V,. Kako mux xopuctnmo?

e Henyna xonone marpure S, npencraBibajy 6a3y 3a By_i;

e Hyna xosone mnpexacrassbajy jesrpo on d, Tj Z,. I'eHeparopu jesrpa mpeacraB/bajy KoJoHe MaTpHIE
V) Koje oxrosapajy Hysla KoJIOHaMa MaTpuie S,.

Hedunnnnja 4.11. Heka je K cumnmnujanau xkoMiuteke. ledunumumo 3, = rank Hy(K) = 2z, — b,.
Ojneposa KapakTepucTHKa cUMILTHIHjaHOr Kommiekca K je x(K) = >y (—1)PB,

Hamowmena 4.5. [lpumernmo ga je x(K) =y (—1)Pn,.

Bagarak 4.2. OapeanTn XOMOJIONKE TPy CUMIIAINAJATHOT KOMILIEKCA Ca CIUKe y KoedunujeHTumMa Zsy.

K

Pewerve. 3a moverak obesrexkuMo TeMena (Tj. 0-CHMILIEeKce) OBOT KOMILTEKCA.

€3
K:
€1 €2
Jame Mozkemo obestexkuru [y = [e1,es], lo = [e1,e3], I3 = [ea,e3] u 0 = [e1,€9,e3]. On cBux, camo cy

npecjauKaBarmba d; u do HETPUBUJAJIHA U HHUXOBE OJI'OBapajyhe marpure cy:

110 1
D =(341). 22 =(1) | |
Kon marpurme Dy Hemamo mrta Ja pajgumo. Kako umamo caMo je/IHy He HyJa KOJOHY, TO je Zs = 0 u

By = Zs[li + 15+ 3] (jep nmamo jeaunuiny na ofaroapajyhem mecry 3a cBaku 1-cumiuiekc). Tpusujasno je
BQ = O, Ia je " HQ(K) =0.
):vi=(

3a marpuny Dy modbujamo Dy = SoV5 e cy S :<%

el
[e}en)en]
[elel g
O

e
\_/
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[Tocnenma koona S je HyJa ma OHA OAroBapa i, YHje reHepaTope TPayKuMo y MOCaehoj Koaoun Vi
KOja CaJpXKU CBe jenuuure, te je Z; = Zsolly + lo + I3]. Cana paaynamo Hi(K) = Z1 /By = Zally + 1o +
ZB]/ZQ[ll + lz + 13] == O

IIpBa u apyra KOJOHA Cy HeHyJa KOJOHE W OHe OJroBapajy remeparopuma By 1j. By = Zsler, e1 + es].
Kaxko je dy = 0 10 je Zy = Zsleq, ea, e3]. Cana je

Ho(K) = Zy/ By = Zsley, ea, €3]/ ZLsler, e1 + ea] = Zoler, ea,e3 | €1 = 0,1 + ex = 0] = Zsles] = Zs.

5 Ilep3ucTreHTHaA XOMOJIOTHja

5.1 Ilep3ucreHTHEe KJjIace U Aujarpamu

Quarpanuja CAMILTHINAJATHAX KOMILIEKCA:

Hedunumuja 5.1. Heka je K cummnnujaaau Komiuieke. 3a dyaknujy f : K — R xaxkemo a je MOHO-
ToHa ako 3a cumiuiekce 7 < o Baxu f(7) < f(0).

OBakBOM MOHOTOHOM (PYHKIIHJOM MOYKEMO KOHCTPYHCATH KOHAYHY (DUATPAIN]Y CUMILIHIN]ATHOT KOM-

mwiekca K:
=Ky CKiCKyC..CK,=K

rie je K; = K(a;) = f~1(—00, a;] 3a neke Bpepnoctn ag < a; < as < ... < a, € R.
[IpesrackoM Ha XOMOJIOTH]Y JI00MjaMO HHU3 HpeC/IUKaBamba

0= H,(Ky) = Hy(K;) — Hy(K3) — ... = Hy(K,) = Hy(K)
un obenexasamo fil : Hy(K;) — Hy(K;).

Hdedunnnuja 5.2. /lepunumiemo k-Te nep3uCTEHTHE XOMOJIONIKE TPYTIe KAO CJUKE XOMOMOPdhr3ama Hy =
Im(f}”?) 32 0 <4 < j < n. k-re nepsucrentne Berujese 6pojese medunumeno kao 87 = rank(H;”).

o Mosxke ce moxaszaru na je Hy” = Zy(K;)/(Bp(K;) N Zi(K3)).

e Hexa je v € Hy(K;). Knaca v je pobena y K; ako v ¢ H, "', Kaxemo ma v ymupe y K, axo ce
CHaja ca CTapujoM KJIacoM KaJa npenasumo y K; 1 — K; (CTapI/IJa KJIaca 3HAYM JIa je poljeHa y K
sal <i)rj. f/ 7N (y) ¢ Hy Y ama £ (y) € HY (BH;LeTH CJIUKY )

Ilepsucrenunjy kmace v medunuimeMo kao pers(y) = a; — a;.

e Heka je uﬁc’j Opoj HezaBucHUX k-KJjaca Koje cy pobene y K; u ymupy y K. Onpga je

P i
=B =B = (BT =B )
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JIema 5.1. (@yndamernmanna aema nepsucmanmme Tomoro2uje) 3a Guampauufy cumnivyujantios xom-
naexca K onucany 2o0pe sascu
kl _ i
Bl =22 1
i<k j>l

[lep3ucrenTau jpujarpavu:
P-TH TEP3UCTEHTHHU AujarpaM nehHHUIITEMO K0

Dgm,(f) = {(a;, a;) ca myarnmmmurerom 457}

5.2 PauyHame nep3mucCTeHTHUuX KJjaca mod 2

[lox oBuMe MHUCIHM Ha padyHAaIbe MEeP3UCTEHTHE XOMOJOTHje vV KoedunujeHtuMma Zo. Takole, y oBOj
ceknuju Kopuctuhemo ucre o3Hake Kao U3 CEKIUje O pauyHarby XOMOJIOIIKUX I'PYyla.
YPpeIuMo CUMILTEKCE 01, O3, ..., 04, ... TaKO 1a je 3a 1 < j, f(0;) < f(o;). OBo moxemo yunnuru jep je f
MonoToHa. Heka je jmajbe

DJi, j 1,05 je crpana xkogumensuje 1 oz o0
1,7 =
J 0 ,wHave

low(j) — mosunumja HajHUZKe jeUHUIE Y j-TOj KOJOHH, +00 aKO je HyJa KOJOHA

Heka je 3a mouerak S = D. YBegumo matpuily V' Koja je y TOUeTKY jeTHAKa jeJMHUIHO] MaTpunu F,, rie
hemo nparutu cBe mpomene marpuie S. Il Heka je 3a nmouerak j = 1.
[Tocrynamo 110 cjejiehem ajaropurmy:

1. Jlox rox moctoju jo < j Tako ma je low(j) = low(jy) momajmo Komony jo Ha xKomony jy S u V;
2. j=J7+1L
Haxkon oBor airoputma mpobujamMo Matpuiry S 3a KOjy MOKEMO Ja 3aKJbY IHMO:

1. Axo je Ko0Ha j HyJIa:
[TpesncraBma pahame Kiaace nofaBarmbeM CHMILUIEKCA 0; KOjH OJroBapa KOJOHU j, y TpeHyTky f(o;).
OBa K/1aca mpeacTaB/heHa je KOJIOHOM j y MaTpuru V.

2. Kosona j Huje myJa:
[TpescraBba ymupame Kiaace Koja ce poauiaa y Momenty f(o;) rue je i = low(j). Jpyrum pednma,
KJIaca Koja je yMpJa ce poauia J0/IaBambeM CHUMILIEKCA 0;

Bamarak 5.1. (Jyir 2024) Tar je ckyn Tagaka y pasau T = {(1,0), (—1,0), (0,2), (0, —2)}.

1. OxpenuTu cBe CUMIIUIITjaTHE KOMILIEKCe y (DIITPAIH)U Koja ce noduja ox 1" korcrpyumyhu Bujeropuc-
Puncose xkommiekce ca mapamerpom 7, 0 < r < 75

2. Hahu kace nepsucrennuje ose ¢puarpanuje u HAIPTATU HEP3UCTEHTHE JUjarpame.

Pewere. Heka je e; = (1,0), e = (0,2), e3 = (—1,0) u es = (0,—2). Cummiekce hemo ypehuparn
JIeKCHUKOTpadCKN Yy OKBUPY jeTHOT CHMILIUITHA]ATHOT KOMILIeKca (puaTpalyje, 10K hemMo HOBe Ha/I0BE3UBATH
Ha TO ypeheme Kako ce Oyay mojas/puBasn y duarpannju. Bueropuc-Punicosa dpuarpanuja vam agaje:

1. Ko(?” = O) = {61,62, €3, 64};
2. K1<T = 1) = KO U {[61, 63}};
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3. Ky(r = \/75) = K1 U {[e1, ea], [e1, e4], [e2, €3], [e3, 4], [e1, €2, €3], [e1, €3, €4}

Haxme, umamo dburrpanujy u ypeljeme cumiiekca: o; = e, 0s = €y, 03 = €3, 04 = €4, 05 = |e1, €3],
06 = [61762]7 07 = [ela 64}7 0g — [62763]7 09 — [63764]7 010 = [ela €2, 63]7 011 = [617 63764]-
€2 €2 €2
KO : L Kl : L4 KQ :
€z e [ Y51 €3e— @€ €3 €1
[ J [ ]
€4 €4 €4

Kako O-cumIuiekcn HeMajy MpaBuX cTpaHa, To hie npBux 4 KoJoHe MaTpuite D 6utu nyse, na ux nehemo
nucaru. Takohe, CUMILIEKCH 019 U 017 HACY CTPaHe HUTHU JeJHOr JIPYIOl' CUMILIEKCA, Te he mnocjemne jiBe
BpcTe mMarpuiie D yBek Outn Hyse, Tako jga Hu mux Hehemo mucatu Ocrarak marpure [ m3riesa OBaKo:

(y mpasauMm mesioBuMa MaTpuile Tpebaso Gu ga MUy HyJle, DAy MPerjeIHOCTH, TO OBlle HHCMO DAJTHIIN ).
Camje S= D,V = FEj nj=1. 3anouumbeMo aaropuram:

Buammo ma ce 10 TpeHyTKa j = 8 HHIINTA He JIelIaBa, a 3a j = 8 UMaMO KOJOHY Sé =10,1,1,0,...,0] u
low(8) = 3, kao u low(5) = 3, na gogajeno S¥ na SY kao u V¥ ua Vg (1e 3a60pasumo 1a cse onepanuje
pagumo ca KoedurmjeHTHMa, Zo, nakie 1+ 1 = 0)

Sy :=1[1,1,0,0,...,0]
Vi :=10,0,0,0,1,0,0,1,0,0,0]
low(8) = 2
Kako je cama low(6) = 2 To mogajemo komony 6 Ha 8 uy Suy V

Sy :=10,0,0,0,...,0]
Vi :=10,0,0,0,1,1,0,1,0,0, 0]
low(8) = +o0
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Hame, 3a j = 9 nmamo low(9) =4 u low(7) = 4 ma momajemo kosone 7 Ha KoJoHe 9

Sy:=11,0,1,0,...,0]
Vi :=10,0,0,0,0,0,1,0,1,0,0]
low(9) =3

Caza je low(5) = 3 ma mogajemo Kosone 5

Sy :=10,0,0,0,...,0]
Vi :=10,0,0,0,1,0,1,0,1,0,0]
low(9) = +o00

Jlape ce aqropuTaM H3BpIIaBa 0e3 Ja/bUX TPOMEHA.

Caja mocMaTpaMo peioM KoJtoHe Marputie S. Kao mro ¢cMo pekin, npse 4 KoJjI0He ¢y Hy/1a KojioHe. One
npejcrabajy pahame 0-knaca [o1], (03], [03] u [04] KOje u mpeacTraBbajy npse 4 KosmoHe y V| y TpeHYTKY
0 (jep ce cBu O-cuMmiieKcH OpBU MyT T0jaBbyjy v Ko 3a r = 0).

Kosiona 5 je HeHysia KOJIOHA U OHA LPEJCTaB/ba YMUPAe KJjace IpejicraB/bene Kojonom low(h) = 3
y V 1j. kaace [03], y TpeHyTKY mofaBarba CHMILIEKCa 05 Tj. y TperyTKy 1. [Ipumernmo na oBo jako mma
cMucaa, jep y TpenyTtky 1 1j. y K7 mu noBe3yjemo O-cUMILIEKCe €; U €3 YWMe ClIajaMo JiBe KOMIIOHEHTe
noeesanoctu. Meljyrum, Kako je 01 = e; cTrapuja KOMIOHEHTa 0/ 03 = e3 (10 ypeljermy Koje ¢MO MoCTaBUIIN)
TO 03 YMHDe, JIOK 01 HaCTaB/ba Ja KUBH.

Kosona 6 je HeHysa KOJIOHA W OHA TpeacTaBba cMpT Kiaace low(6) = 2y V' 1j. kiace o] y TpeHyTKY

JIofaBamba 0g Tj. § TPEHYTKY \/75

Kosona 7 je HeHysa KOJOHA M OHA TpeacTaBba cMpT Kiaace low(7) =4y V' 1j. xiace [o4] y TpeHyTKY

J0JIaBaka 07 Tj. Y TPEHYTKY \/75

Komona 8 je myna KojoHa u oHa mIpejicrasiba pahame 1-kjace oapehene kosionom 8 y V' 1j. Kjiace
[o5] + [06] + [08] ¥ TPeHYTKY J01aBama CHMILIEKCA Og Tj. ‘/75 [Ipumernmo ga [os), [06] u [0s] 1uHe 3aTBO-
peHy KOHTYPY Tj. IUKJI, CAMHM THMe U je/IaH TeHepaTop Vv 1-XOMOJIOIIKO] IPYIIH.

Kosiona 9 je nysa KojoHa m OHa npejcTaB/ba pahame 1-kjace ojapehene xomonom 9 y V' 1j. Kiace
[05] + [o7] + [09] v TPemyTKy nonaBama cuvmiekca oy Tj. 2.

Kosona 10 je Hemnysia KOJIOHA U OHA TIPeJCTaB/ba cMpT Kiace low(10) = 8 y V' 1j. kimace [o5] + [06] + [0]

V5

Y TPEHYTKY J0JlaBaba 019 TJ. y TPEHYTKY 5.

Kosona 11 je menysa KoJoOHA U OHA IpecTaBbha cMpT Kiace low(11) =9y V 1j. xmace [o5] + [07] + [00]

V5

Y TPEHYTKY J0JlaBama 011 TJ. y TPEHYTKY 5.

OBe pesy/rare MOXKeMO ITPUKA3aTH TaOINIHO
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Jnmensuja Kuaca Bpeme pabamwa | Bpeme ymupama
0 [o1] 0 +o0
0 (03] 0 5
0 [o5] 0 1
0 [04] 0 5
L | [os] + [o] + [o] 2 &
L | [os] + [o7) + [o] 2 &

Buaumo na ce 1-mep3ucranThHe Kjaace pahajy m yMHPY Y HCTOM TpeHYTKY. MehyTum, y Teopuju To ce He
riaejia, Tj. He padyHaMo MX YOUIITe, TaKO Ja je l-Iep3ucTeHTHH aujarpaM Ipa3aH.
Cro ce Tuue O-niep3ucTeHTHOT AUAarpamMa, OH U3IJIEa OBAKO:

+oo¢ (1]
2

2]

14[1]

10 1

rae [1] (man [2]) o3Ha9aBa MyJITHIUIMIUTET KJIACA. O
Bex6a 5.1. /lar je ckyn tauaka y pasau T = {(0,0),(0,1),(1,0),(—1,0)}.

1. OapeanTn cBe CUMILTHIIAjATHE KOMILIEKCe Y (DUITpaImjn Koja ce nobuja ox 1T’ koucrpyuinyhu Bujeropuc-
Puncose xkommtekce ca mapamerpom 7, 0 < r < V2.

2. Hahu xiace nep3ucrennuje oe puaTpalnje u HAIPTATH MEP3UCTEHTHE JHjarpaMe.

5.3 PacrTojame nep3nCTEHTHUX AHMjarpaMa M TeopeMa CTaOMJIHOCTU

JTo caga ¢MO IIep3UCTeHTHH AujarpaM HOCMATPAJId Ka0 KOHAYaH CKYIl TadaKa W3HAJ| IIaBHE JUjaroHase
(jep cy Tauke obuka (Bpeme paharba, Bpeme ymupama)). 3a morpebe yBohema pacTojar Tj. MeTpuke Meljy
IeP3ACTEHTHUM JjarpaMuMa, CBAKOM JdjarpaMy HpHIPYZKYjeMO 0eCKOHAYHO MHOIO TadaKa Ca IIaBHe
IFjaroHale, o KOJHX CBakKa MMa OeCKOHAYAH MYJTHILIAIHUTET.

Hedbunnunmja 5.3. Heka cy X n Y gasa nepsucrentra aujarpama. O3naunmo monoso ca X (1j. Y') yHujy
mujarpama X (1. Y) ca riasaoM aujaronaiom. Oxa gedunuIemo:

e Bottleneck pacrojame:
dp(X,Y) =infsup ||z — v(x)||e

7 zeX

o Wasserstein pacrojame:
dy (X, Y) = [iglfz |z =y ()[|&]

rzeX
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riae je v : X — Y Oujeknuja.

Teopema 5.1. Hexa je K cumniuyujosru komnaeke u vexa cy f,g: K — R monomone dynxyuje. Tada
Vp € Ny saoicu:
dp(Dgm,(f), Dgm,(9)) < [[f = glloc -

Bagarak 5.2. [lar je cummiunujaaan komiieke K waa caunum nose. Heka je f: K — R ¢yuknuja pucune
(y-koopiunaTa Ha cauuu) U Heka je g : K — R ¢ynxkuuja 3agara ca g = f2. OapeauTu nep3ucTenTHe
nHarpaMe Ioj-HuBO ¢uarpanuja (hbyHKIuja f 1 ¢ 1 oapeauTn dpg-pacTojarba.

Y

N |—

N

1

ra—
It
.
U+
8

Pewerve. O3naummo npe csera O-cuminiexce ox K:

€1 = (1,0), €y = (3,0)7 €3 = (5,0), €4 (27 Z),
1 3 3
€5 = (47 5)7 €6 = (37 Z>7 €r = (57 Z)a €g = (47 1)

CaJta MO2KeMO JIa HAIIPaBUMO (PHITPAIU]Y:
K, = f1(—00,0] = {e1,e9,e3},

1
Ky = [ (—o0, Z] = K1 U {ey, €164, €2e4},

_ 1
Ks=f 1(—007 5] = K5 U {es, ezes, eses |,

_ 3
Ky = f 1(—007 —] = K3U {667 €7, €2€4, €3€7, €4€4, €5€6, €2€4C€¢, }7

4
Ks = f'(—o00,1] = K4 U {es, eges, eres )

Kao ¥ Jia OJpeanuMo ojrosapajyhe Kiace mep3ucTeHnmje ope (puaTpalnje

Kinaca Bpeme pohema | Bpeme ymupama
€1 0 400
()] 0 i
€3 0 %
€se5 + e9eg + eseq % +o0
eses + eser + eseg + egesg + eres 1 +00
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HCTe, CaMo ca JpyravdjuM BpeMeHumMa pabama m ymupama (koje hie GurTum KBaJgpaTHe BPEIHOCTH OHUX
nobujennx 3a dyuknujy f)

[IITo ce Tuue punTpanuje HHIyKOBaHe TOIHUBO (burTparujama GYHKIMje g jacHo je 1a he Kiace ouTn

Kinaca Bpeme pohema | Bpeme ymupama
el 0 +00
€9 0 %6
€3 0 i
€5 + €96 + e5eq % +00
es€s + eser + eseg + eges + eres 1 +00

Bunumo na moctjoe camo knace aumansuja 0 u 1. Caza cBakoj o1 oBUX paMuInja Kiaaca NpuapyxKyjeMo
rinasuy aujaronany. Tako je amp. Dgmy(f) = {(2, +00), (1,400)} U{(a,a) | a € R*}.

Takobe je jacno (6ap MHTYHUTHBHO) Ja je Oujekimja Kojy bupamo u3 nedbununuje Bottleneck pacrojama
OHA KoOja cauka ofarosapajyhy kaacy m3 mujarpama dyHknuje f y m0j oxrosapajyhy kiacy ¢pyHKIHje g.
Tako nmamo

1 1,1 1 1
dp(Dgmy(f), Dgmy(g)) = max{|; — 7=l 15 — 71} = §
3 9 3
dp(Dgmy(f), Degmy (9)) = |7 — ¢l = 3¢
[
Hamomena 5.1. Moxemo npumernta 12 je ||f — gl = |3 — 3| = 1 (Maxcmuym pasamke ce mocrnxe 3a
3). Jasme MOXKeMO 3aKbyunTH 12 je

dg(Dgm,(f), Dgm,(9)) < [|f — gll

3a p € {0,1}, mrro je ynmpaBo pe3yJaTar KOjH HaM Jiaje TeopemMa O CTabUIHOCTH.

IIPeTXOTHOr 3adaTKa.

Bex6a 5.2. (3a xpabpe n crpisbube) Kopuinliemem aaropurMa OJpejnTH CBe MEP3UCTeHTHE KJace h3
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