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1 Osnovni pojmovi iz Topologije

Svi prostori sa kojima radimo bi�e potprostori euklidskih prostora Rn.

Definicija 1.1. Neka je U skup, U ⊆ Rn. Za U ka�emo da je otvoren ako (∀x ∈ U)(∃ε > 0)(B(x, ε) ⊆
U), gde je B(x, ε) otvorena kugla sa centrom u x i polupreqnikom ε. Skup svih otvorenih skupova
od Rn oznaqavamo sa TRn .

Definicija 1.2. Za skup F ⊂ Rn ka�emo da je zatvoren ako je �egov komplement otvoren skup.
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Primer 1.1. Razmotrimo slede�e prostore:

1. D2 = {x ∈ R2 | ||x|| ≤ 1} - zatvoreni disk;

2. S1 = {x ∈ R2 | ||x|| = 1} - kru�nica (zatvoren skup/potprostor);

3. B(x0, r) = {x ∈ Rn | ||x− x0|| < r} - otvorena kugla sa centrom u x0, polupreqnika r;

4. Dn = {x ∈ Rn | ||x|| ≤ 1} - zatvoreni n-dimenzioni disk disk;

5. Sn = {x ∈ Rn+1 | ||x|| = 1} - n-dimenziona sfera (zatvoren skup/potprostor);

Definicija 1.3. Skup X ⊆ Rn nazivamo topoloxkim potprostorom od Rn (ili, ponekad, samo
prostorom), gde su otvoreni skupovi skupovi oblika X ∩ U za U ∈ TRn . Za topoloxki prostor
ka�emo da je otvoren (tj. zatvoren) ako je otvoren (tj. zatvoren) kao podskup od Rn.

Primer 1.2. Svi skupovi iz gor�eg primera su topoloxki prostori od R2 tj. Rn. Tako�e, svi su
zatvoreni osim otvorene kugle B(x0, r).

Definicija 1.4. Unutrax�ost prostora X predstav	aju sve taqke prostora X za koje postoji
okolina (otvoreni skup koji sadr�i tu taqku) koja u potpunosti pripada prostoru X. Unutrax�ost
prostpra X obele�avamo sa intX. Drugim reqima, za x ∈ X va�i x ∈ intX ako postoji otvoren
skup U , x ∈ U takav da U ⊆ X.

Definicija 1.5. Rub prostora X ⊆ Rn definixemo kao skup ∂X = Rn \ (intX ∪ int(Rn \X)).

Primer 1.3. Za n ∈ N je ∂Dn = Sn−1.

1.1 Kompaktnost

Definicija 1.6. Neka je X ⊆ Rn jedan prostor i neka je {Ui}i∈I familija otvorenih skupova u
X. Za familiju {Ui}i∈I ka�emo da je otvoren pokrivaq od X ako X = ∪

i∈I
Ui.

Definicija 1.7. Prostor K ⊆ Rn je kompaktan ako svaki �egov otvoren pokrivaq ima konaqan
potpokrivaq.

Teorema 1.1. Prostor K ⊆ Rn je kompaktan ako i samo ako je zatvoren i ograniqen.

Napomena 1.1. Drugim reqima, topoloxki prostor K iz gor�e teoreme je kompaktan ako i samo
ako sadr�i sve taqke sa svoje granice i ako ∃a ∈ Rn i R > 0 takvi da je K ⊆ B(a,R).

Primer 1.4. 1. (−1, 1) nije kompaktan. Uoqimo �egov otvoren pokrivaq {(−1 + 1
n
, 1 − 1

n
)}n∈N.

Pretpostavimo da postoji konaqan potpokrivaq {(−1 + 1
n1
, 1 − 1

n1
), (−1 + 1

n2
, 1 − 1

n2
), ..., (−1 +

1
nk
, 1− 1

nk
)}. Neka je n0 = max{n1, n2, ..., nk}. Sada je (−1, 1) =

k
∪
i=1

(−1+ 1
ni
, 1− 1

ni
) = (−1+ 1

n0
, 1− 1

n0
)

xto je kontradikcija.

2. Po prethodnoj teoremi, prostor [−1, 1] jeste kompaktan.

3. Prostori Dn i Sn za n ∈ N su kompaktni.

1.2 Povezanost

Definicija 1.8. Diskoneksija prostora X predstav	a par otvorenih podskupova od X (U1, U2)
tako da je U1 ̸= ∅, U2 ̸= ∅, X = U1 ∪ U2 i U1 ∩ U2 = ∅.

Definicija 1.9. Prostor X je nepovezan ako postoji �egova diskoneksija. X je povezan ako nije
nepovezan.

Primer 1.5. 1. X = B((−1, 0), 1) ∪B((1, 0), 1) ⊆ R2 nije povezan.

2. Y = {(x, y) ∈ R2 | x2 + 4y2 ≤ 1} (unutrax�ost elipse) je povezan.
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1.3 Putna povezanost

Definicija 1.10. Neka je X ⊆ Rn i x, y ∈ X. Put koji povezuje taqke x i y je neprekidna funkcija
u : [0, 1] → X takva da je u(0) = x i u(1) = y.

Primer 1.6. ProstorX = B((−1, 0), 1)∪B((1, 0), 1) ⊆ R2 iz prethodnog primera nije putno povezan,
ali ima dve komponente putne povezanosti: B((−1, 0), 1) i B((1, 0), 1).

Stav 1.1. Svaki putno povezan prostor je povezan.

Napomena 1.2. Me�utim, obrnuto ne mora da va�i tj. povezan prostor ne mora uvek biti putno
povezan. Primer je topoloxka sinusoida: {0} × [−1, 1] ∪ {(x, sin( 1

x
)) ∈ R2 | x ∈ (0, 1)}.

Definicija 1.11. Prostor X je prosto-povezan ako svaku pet	u mo�emo neprekidno kroz taj
prostor skupiti u taqku.

Formalno, prostor X je prosto-povezan ako za svaku pet	u tj. neprekidno preslikava�e u :
[0, 1] → X takvo da je u(0) = u(1) = x0 ∈ X postoji neprekidno preslikava�e H : [0, 1]× [0, 1] → X
takvo da je H(0, x) = u(x) i H(1, x) = x0.

Primer 1.7. Kru�nica S1 nije prosto-povezana, jer pet	u koja obmotava kru�nicu ne mo�emo
skupiti u taqku. S druge strane, ravan R2 kao i sfera S2 jesu prosto-povezani prostori.

Zadatak 1.1. Ispitati koje od prethodno spomenutih osobina imaju slede�i prostori: A = [0, 1],
B = (0, 1) ∪ (3, 7), C = [0, 100), D = [10,+∞), E = N, F = [−2, 1) ∪ (1, 4].

Rexe�e.

Otvoren Zatvoren Kompaktan Putno povezan

A Ne Da Da Da

B Da Ne Ne Ne

C Ne Ne Ne Da

D Ne Da Ne Da

E Ne Da Ne Ne

F Ne Ne Ne Ne

Zadatak 1.2. Ispitati koje od prethodno spomenutih osobina imaju slede�i prostori: A = {(x, y) ∈
R2 | (x − 1)2 + (y − 3)2 ≤ 1}, B = {(x, y) ∈ R2 | (x − 2)2 + (y − 2)2 < 2}, C = A ∪ B, D = A ∩ B,
E = A \ {(1, 3)}, F = Ac ∩ {(x, y) ∈ R2 | x ≥ 1}.

Rexe�e.

Otvoren Zatvoren Kompaktan Putno povezan Prosto-povezan

A Ne Da Da Da Da

B Da Ne Ne Da Da

C Ne Ne Ne Da Da

D Ne Ne Ne Da Da

E Ne Ne Ne Da Ne

F Ne Ne Ne Da Da
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Ve�ba 1.1. Ispitati koje od prethodno spomenutih osobina imaju slede�i prostori: A = S2 \
{(0, 0, 1)}, B = S2 ∪ [(1, 0, 0), (−1, 0, 0)], gde je [(1, 0, 0), (−1, 0, 0)] = {x ∈ R3 | (∃t ∈ [0, 1])x = t(1, 0, 0) +
(1−t)(−1, 0, 0)} (tj. to je du� qiji su krajevi taqke (1, 0, 0) i (−1, 0, 0)), C = B((0, 0, 1), 5)∩{(x, y, z) ∈
R3 | ||(x, y, z)− (0, 1, 0)|| ≤ 7}.

Definicija 1.12. Taqku x0 ∈ X zovemo taqkom razbija�a ako X \ {x0} ima vixe komponenti
povezanosti nego prostor X.

Primer 1.8. 1.

X :

•x

X \ {x} :

X ima samo jednu kom-

ponentu povezanosti dok ih X \ {x} ima 6, dakle x je taqka razbija�a.

2.

S1 :

•x

S1 \ {x} :

S1 nema taqke razbija�a.

1.4 Homeomorfizam topoloxkih prostora

Definicija 1.13. Preslikava�e topoloxkih prostora f : X → Y je neprekidno ako je za svaki
otvoren skup U ⊆ X, f−1(U) tako�e otvoren.

Definicija 1.14. Preslikava�e f : X → Y nazivamo homeomorfizmom topoloxkih prostora ako:

1. f je neprekidno;

2. f je bijekcija;

3. f−1 je neprekidno.

Dva prostora X i Y su homeomorfni, u oznaci X ≈ Y ako postoji homeomorfizam izme�u �ih.

Primer 1.9. 1. • • ≈ • •

2.

≈

3. X = D2 ≈ Y = S2 ∩ {(x, y, z) ∈ R3 | z ≥ 0}
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4.

≈

Primer 1.10. Bitnost uslova 3. iz definicije homeomorfizma mo�emo videti na slede�em pri-
meru:

Neka su dati prostori X = [0, 2π) i Y = S1, kao i preslikava�e

f : X → Y

f : x 7→ (cos(x), sin(x))

Jasni je da je f neprekidna bijekcija. Me�utim, f−1 nije neprekidno preslikava�e, jer (f−1)−1([0, 1
2
))

nije otvoren skup u Y , dok [0, 1
2
) jeste otvoren u X.

Stav 1.2. Neka su X i Y homeomorfni prostori. Tada je (X ∩ ∂X) ≈ (Y ∩ ∂Y ).

Zadatak 1.3. Dokazati da su slede�i prostori homeomorfni:

1. (0, 1) i (a, b);

2. (0, 1) i R;

3. (0,+∞) i R;

4. (−∞, 0) i (3, 7).

Rexe�e. 1. f : (0, 1) → (a, b), t 7→ a(1− t) + bt je jedan homeomorfizam;

2. Iz prethodnog dela znamo da je (0, 1) ≈ (−π
2
, π
2
). Da	e je tg : (−π

2
, π
2
) → R jedan homeomorfizam

(inverz je arctg) pa je (0, 1) ≈ R;

3. ln : (0,+∞) → R je homeomorfizam (inverz je funkcija ex);

4. Mo�e se izvesti iz prethodnog.

1.5 Topoloxke invarijante

Definicija 1.15. Topoloxke invarijante su osobine topoloxkih prostora koje se quvaju pri
homeomorfizmima. Drugim reqima, osobina P je topoloxka invarijanta ako je X ≈ Y i X ima
osobinu P , onda i Y ima osobinu P .

Stav 1.3. Slede�e osobine su topoloxke invarijante:

� Povezanost i broj komponenti povezanosti;

� Putna povezanost i broj komponenti putne povezanosti;

� Prosto-povezanost;

� Taqke razbija�a;

� Kompaktnost.
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Stav 1.4. Neka je f : X → Y homeomorfizam i x ∈ X. Onda je i X \ {x} ≈ Y \ {f(x)}.

Zadatak 1.4. Dokazati da naredni prostori nisu homeomorfni:

1. [0, 1] i (0, 1);

2. [0, 1) i (0, 1);

3. (0, 1) i S1;

4.

X :

i Y = S1

;

5. X = D2 i Y = D2 \ {(0, 0)}.

Rexe�e. 1. [0, 1] je kompaktan dok (0, 1) nije;

2. Pretpostavimo da postoji homeomorfizam f : [0, 1) → (0, 1). Onda je i (0, 1) ≈ [0, 1) \ {0} ≈
(0, 1) \ {f(0)}. Me�utim, prvi od ovih prostora je povezan, dok drugi to ne mo�e biti;

3. (0, 1) ima taqke razbija�a dok S1 nema;

4. X ima taqke razbija�a dok Y nema;

5. X je prosto-povezan, dok Y nije (npr. pet	a x2 + y2 = 1
4
ne mo�e da se skupi u taqku, jer ne

mo�emo da pre�emo preko (0, 0)).

Zadatak 1.5. Dokazati da su naredni prostori homeomorfni:

1. intD2 = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 < 1} i R2;

2. S2 \ {N} i R2, gde je N = (0, 0, 1);

3. R2 \ {(0, 0)} i S1 × R.

Rexe�e. 1. f : intD2 → R2, f(x) = x
1−||x|| ,

f−1(y) = y
1+||y|| .

2. Stereografska projekcija je preslikava�e koje predstav	a homeomorfizam izme�u ovih pro-
stora.

3. h : R2 \ {(0, 0)} → S1 × R, h(x) = ( x
||x|| , ln(||x||)),

h−1((y1, y2), z) = (ezy1, e
zy2), gde je (y1, y2) ∈ S1, z ∈ R.

Napomena 1.3. Prethodni zadatak dao nam je konkretne homeomorfizme (f , stereografska projek-
cija ,h), me�utim, u zadacima glavni akcenat bi�e na tome da se razume koji prostori su homeo-
morfni, bez ulaska u konkretnu konstrukciju homeomorfizama.

Zadatak 1.6. Dati su slede�i topoloxki prostori:

� A = S2 \ { 1√
3
, 1√

3
, 1√

3
};

� B = {(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ x ≤ 1, x2 + y2 ≤ 4};

� C = {(x, y) ∈ R2 | |x− y| ≤ 2};
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� D = {(x, y) ∈ R2 | y ≥ 0};

� E = {(x, y) ∈ R2 | |x|+ |y| ≤ 2};

� F = E \ {(1, 1)}.

Koji od ovih prostora su me�usobno homeomorfni? Da li me�u �ima ima kompaktnih?

Rexe�e. B ≈ E i oni su ujedno i jedini kompaktni, D ≈ F .
D ≈ {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 < 1, y ≥ 1} ≈ D2 \ {(1, 0)} ≈ F .

Zadatak 1.7. Grupisati slede�e topoloxke prostore u grupe me�usobno homeomorfnih:

A : B : C :

D : E : F :

Rexe�e. G1 = {A,B}, G2 = {D,E}, G3 = {C,F}.

Zadatak 1.8. (Jul 2024) Dati su slede�i topoloxki prostori:

1. A = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = 1}\{(1, 0, 0), (−1, 0, 0)};

2. B = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 < 1}\{(0, 0)};

3. C = {(x, y) ∈ R2 | (x− 1)2 + y2 < 1} ∪ {(x, y) ∈ R2 | (x+ 1)2 + y2 < 1};

4. D = {(x, y) ∈ R2 | 4x2 + y2 = 1} × (0, 1);

5. E = {(x, y) ∈ R2 | x2 + 4y2 < 4, 4x2 − y2 > 1}.

Koji od ovih prostora su me�usobno homeomorfni? Koji su nepovezani?

Rexe�e. A ≈ D ≈ B su povezani i C ≈ E koji su nepovezan.

Zadatak 1.9. (Jun 2025) Dati su slede�i topoloxki prostori:

1. A = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1} ∪ {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1 , |x| ≥ 1
2
};

2. B = {(x, y) ∈ R2 | x+ 4 ≥ y2};

3. C = {(x, y) ∈ R2 | x2 + 4y2 ≤ 1 , x ≥ 0};

4. D = {(x, y) ∈ R2 | 1 ≤ max{x, y} ≤ 2};

5. E = {(x, y) ∈ R2 | x2+ y2 = 1}∪{(x, y) ∈ R2 | (x+1)2+ y2 = 1
9
}∪{(x, y) ∈ R2 | (x− 1)2+ y2 = 1

9
}.

Koji od ovih prostora su me�usobno homeomorfni? Koji su kompaktni?

Rexe�e. Nijedna dva prostora nisu homeomorfna, i svi osim prostora B su kompaktni.
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2 Grafovi

Definicija 2.1. Graf G predstav	a par G = (V,E) gde je V skup temena, dok je E skup ivica
grafa koji predstav	aju parove temena.

Grafove obiqno predstav	amo geometrijski, tako da temena iz skupa V predstav	amo taqkama
u prostoru, a ivice kao linije koje povezuju dva temena.

Definicija 2.2. Graf G je povezan ako postoji put koji povezuje svaka dva �egova temena. Put
izme�u temena v i u mo�emo predstaviti kao niz ivica grafa e1, e2, ..., en, tako da je jedno od temena
ivice e1 v, a jedno od temena ivice en bax teme u.

Napomena 2.1. S obzirom da je ve�ina qitalaca upoznata sa algoritmima vezanim za grafove
(tra�e�e komponenti povezanosti, obilasci grafova itd.), i s obzirom da nam nisu glavna tema
ovde se ne�emo osvrtati na �ih

Primer 2.1. Neki primeri grafova su:

1)

•

•

•

•

• 2)

• •

•

•

• •

• 3)

•

•

•

• •

•

•

Primer 2.2. Kompletan graf sa n temena, u oznaci Kn je graf kod koga su izme�u svaka dva temena
postoji taqno jedna ivica. Primeri kompletnih grafova su:

K3 :

•

•

•

K4 :

• •

• • K5 :

•

•

•

•

•

Primer 2.3. Bipartitni graf Kn,m je graf qiji se skup temena sastoji od dva skupa: prvi skup
ima n temena a drugi m temena. Dodatno, svako teme iz prvog skupa povezano je ivicom sa svakim
temenom iz drugog skupa. Primeri bipartitnih grafova su:

K2,3 :

•

• •

•

•

K3,3 :

•

•

• •

•

•

K1,4 :

•

•

•

•

•

2.1 Planarni grafovi

Definicija 2.3. Graf je planaran ako postoji �egovo utapa�e u ravan R2.

Napomena 2.2. Drugim reqima, graf je planaran ako mo�emo da ga iscrtamo u ravni tako da se
nijedna dva temena ne poklapaju i tako da se ivice grafa me�usobno ne seku (osim xto potencijalno
dele zajedniqke krajeve tj. temena)
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Primer 2.4. Grafovi K5 i K3,3 iz gor�ih primera nisu planarni. Sa druge strane, grafove K4

i K2,3 jesmo nacrtali tako da im se ivice seku, ali promenom polo�aja temena i ivica to se mo�e
promeniti:

K4 :

•

•

•

•

K2,3 :

•

••

•

•

Teorema 2.1. (Kuratovskog) Graf G nije planaran ako i samo ako sadr�i podgraf koji je homeo-
morfan sa K5 ili K3,3.

Primer 2.5. Naredni graf ne sadr�i ni K3,3 ni K5 kao podgraf, ali jeste homeomorfan sa K3,3

jer do�i put u− v − w mo�emo zameniti sa u− w.

•

•

•
u

•
w

•

•

•
v

Algoritam provere: Ako je dat graf G i �elimo da proverimo da li je on planaran radimo slede�e:

1. Za poqetak svakom temenu dodelimo indeks ili stepen. Indeks temena je broj ivica sa kojim
je to teme incidentno.
Primetimo da graf K5 ima 5 temena indeksa 4, dok graf K3,3 ima 6 temena indeksa 3.

2. Svako teme stepena 2, zajedno sa ivicama sa kojima je incidentno zamenimo jendom ivicom koja
povezuje temena sa kojima je teme stepena 2 bilo povezano.

3. Ako postoji vixe ivica koje direktno povezuju dva temena, obriximo sve ivice osim jedne.

4. Obele�imo temena qiji je indeks jednak 1, zatim obriximo oznaqena temena kao i sve ivice
koje su incidentne sa obele�enim temenima.

5. Ponav	amo prethodna tri koraka dokle god to mo�emo.

6. Ako graf G ima ma�e od 5 temena indeksa bar 4 i ima ma�e od 6 temena indeksa bar 3 onda
on ne mo�e sadr�ati K5 ili K3,3 kao podgrafove i zak	uqujemo da je planaran. U suprotnom
tra�imo podgraf homeomorfan sa K5 ili K3,3.

Zadatak 2.1. Dokazati da graf G prikazan na slici dole nije planaran.

� � �

��

� �

��

�
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Rexe�e. Postupimo prema uputstvu iznad:

� � �

��

� �

��

�

� � �

��

� �

� � �

��

� �

� �

��

� �

� �

��

� �

1 1

22

2 1

Kao xto mo�emo da vidimo, graf G sadr�i graf K3,3 kao podgraf te nije planaran.

Zadatak 2.2. (Septembar 1, 2024) Odrediti koji od narednih grafova su planarni:

G1

•

•

•

•

•

•

•

•

G2

•

•

•

•

•

• •

Rexe�e. 1. G1:

•

•

•

•

•

•

•

•

•

• • •

•

Ovde vidimo da imamo samo dva temena indeksa bar 3 tako da je graf G1 planaran.

2. G2:

•

•

•

•

•

• •

•

•

•

•

•

•
•

•

•

•

•

•

2

1

1

1

2

2

Ovime smo naxli podgraf K3,3 stoga G2 nije planaran.

2.2 Zatvorene krive u ravni i poligone linije

Definicija 2.4. Zatvorena kriva u ravni je neprekidna funkcija u : [0, 1] → R2 takva da je
u(0) = u(1). Krivu u nazivamo prostom ako ona nema samopreseka osim xto se poqetna i kraj�a
taqka poklapaju.

Teorema 2.2. (�ordan) Prosta, zatvorena kriva deli ravan na dve oblasti, spo	ax�u i unu-
trax�u.

Poligonizacija proste krive
Pod poligonizacijom proste krive l podrazumevamo niz taqakaA1, A2, ..., An koje pripadaju krivoj

l kao i du�i A1A2, A2A3, ..., An−1An. Ako se radi o prostoj, zatvorenoj krivoj, onda uzimamo An = A1,
kao xto mo�emo videti na primeru dole.
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Primetimo da triangulacijom proste, zatvorene krive dobijamo mnogougao, koji ponovo ravan
deli na dve oblasti: spo	ax�u i unutrax�u. Poligonizacija predstav	a aproksimaciju krive. To
nam mo�e pomo�i u rexava�u problema kao xto je provera da li zadata taqka pripada unutrax�oj
ili spo	ax�oj oblasti koje obrazuje prosta, zatvorena kriva. Ovde �emo izlo�iti jedan naqin
kako da odgovorimo na to pita�e uz dve pretpostavke vezane za poligonizaciju krive:

1. Ne postoje tri uzastopna kolinearna temena poligonizacije;

2. Nijedna dva uzastopna temena poligonizacije ne le�e na istoj horizontali.

Neka je sada data taqka X(x1, x2) koja u ravni koja ne le�i na poligonu i oblele�imo polu-
pravu Xp = {(x, x2) | x ≥ x1}. Neka su A(a1, a2) i B(b1, b2) dva uzastopna temene poligonizacije i
pretpostavimo da va�i a2 ≤ x2 < b2. Tada poluprava Xp seqe ivicu AB ako je

∆(X,A,B) = det


1 x1 x2

1 a1 a2

1 b1 b2

 > 0 .

Da li taqka X pripada spo	ax�osti ili unutrax�osti poligone oblasti utvr�ujemo na slede�i
naqin:

Uzmimo sve ivice AB za koje je a2 ≤ x2 < b2 i izbrojmo broj onih za koje je ∆(X,A,B) > 0. Ako
je ovaj broj neparan, taqka X se nalazi u unutrax�osti, a ako je paran u spo	ax�osti poligone
oblasti.

Napomena 2.3. Uslov a2 ≤ x2 < b2 (preciznije, uslov x2 < b2) uzet je da ne bi doxlo do duplog
broja�a. Razmotrimo slede�u situaciju. Neka su A(a1.a2), B(b1, b2) i C(c1, c2) tri uzastopna temena
poligonizacije neke proste zatvorene krive i neka jeX(x1, x2) taqka koja ne pripada poligonizaciji.
Pretpostavimo da	e da je x2 = b2 i a2 < x2 < c2. Ako bi va�io uslov x2 ≤ b2 u gor�em kriterijumui
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∆(X,A,B) > 0, ∆(X,B,C) > 0 znaqi da bi smatrali da poluprava Xp seqe poligon dva puta u istoj
taqki, xto nije taqno.

Definicija 2.5. Neka je u : [0, 1] → R2 jedna prosta zatvorena kriva. Za pligonizaciju te krive
A1A2...An ka�emo da je ravnomerna ako va�i Ai = u( i

n
) za i = 1, 2, ..., n.

Zadatak 2.3. Data je prosta zatvorena kriva γ : [0, 1] → R2 sa x 7→ (cos(2πx), sin(2πx)). Odrediti
da li taqka X(−0.8, 0.1) pripada unutrax�osti ako krivu aproksimiramo poligonom sa 3 i sa 4
temena koja su ravnomerno postav	ena.

Rexe�e. Razmotrimo prvi sluqaj, kada vrximo aproksimaciju sa 3 taqke. U tom sluqaju temena
poligonizacije su A1 = γ(1

3
) = (−1

2
,
√
3
2
), A2 = γ(2

3
) = (−1

2
,−

√
3
2
), A3 = γ(1) = (1, 0). Sada je

∆(X,A2, A1) = det


1 −0.8 0.1

1 −0.5 −0.866

1 −0.5 0.866

 = det

0.3 −0.966

0.3 0.766

 = 0.3(0.766 + 0.966) > 0

∆(X,A3, A1) = det


1 −0.8 0.1

1 1 0

1 −0.5 0.866

 = det

1.8 −0.1

0.3 0.766

 = 1.8 · 0.766 + 0.03 > 0

Dakle, taqka X po ovoj aproksimaciji ne pripada unutrax�oj oblasti krive γ.
U sluqaju kada aproksimaciju vrximo sa 4 taqke, temena su: A1 = γ(1

4
) = (0, 1), A2 = γ(2

4
) =

(−1, 0), A3 = γ(3
4
) = (0,−1), A4 = γ(4

4
) = (1, 0) pa imamo

∆(X,A2, A1) = det


1 −0.8 0.1

1 −1 0

1 0 1

 = det

−0.2 −0.1

0.8 0.9

 = −0.18 + 0.08 = −0.1 < 0

∆(X,A4, A1) = det


1 −0.8 0.1

1 1 0

1 0 1

 = det

1.8 −0.1

0.8 0.9

 = 1.8 · 0.9 + 0.08 > 0

Dakle, po ovoj aproksimaciji taqka X jeste u unutrax�ojoblasti krive
Ako bi geometrijski gledali, kriva γ predstav	a kru�nicu polupreqnika 1. Taqka X oqigledno

pripada unutrax�oj oblasti te kru�nice. Zak	uqak koji mo�emo da izvedemo jeste da je aproksi-
macija sa 4 taqke bo	a od aprokimacije sa 3.

Zadatak 2.4. Data je prosta zatvorena kriva

γ(t) =


(2 cos(3πt), 2 sin(3πt)) , t ∈ [0, 1

3
)

(cos(3πt)− 1, sin(3πt)) , t ∈ [1
3
, 2
3
)

(− cos(3πt) + 1,− sin(3πt)) , t ∈ [2
3
, 1] .

Aproksimirati ovu krivu poligonom linijom sa 6 ravnomerno postav	enih temena i ispitati da
li taqka X(−1.9,−0.9) pripada unutrax�oj oblasti ove aproksimacije.
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Rexe�e. Odredimo temena ove aproskimacije: A1 = γ(1
6
) = (0, 2), A2 = γ(2

6
) = (−2, 0), A3 = γ(3

6
) =

(−1,−1), A4 = γ(4
6
) = (0, 0), A5 = γ(5

6
) = (1,−1), A6 = γ(6

6
) = (2, 0).

Zatim odre�ujemo broj determinanti pozitivnog znaka:

∆(X,A3, A2) = det


1 −1.9 −0.9

1 −1 −1

1 −2 0

 = det

 0.9 −0.1

−0.1 0.9

 = 0.81− 0.01 = 0.8 > 0

∆(X,A3, A4) = det


1 −1.9 −0.9

1 −1 −1

1 0 0

 = det

0.9 −0.1

1.9 0.9

 = 0.81 + 0.19 = 1 > 0

∆(X,A5, A4) = det


1 −1.9 −0.9

1 1 −1

1 0 0

 = det

2.9 −0.1

1.9 0.9

 = 2.9 · 0.9 + 1.9 · 0.1 > 0

∆(X,A5, A6) = det


1 −1.9 −0.9

1 1 −1

1 2 0

 = det

2.9 −0.1

3.9 0.9

 = 2.9 · 0.9 + 3.9 · 0.1 > 0

Kako je taj broj paran (4 da budemo precizniji) zak	uqujemo da se taqka X ne nalazi u unutrax�oj
oblasti krive γ po ovoj aproksimaciji.

3 Povrxi

Definicija 3.1. Mnogostrukost dimenzije n je Hauzdorfov prostor M takav da svako x ∈ M ima
neku okolinu x ∈ U ⊆ M takvu da je U ≈ Rn. Povrx je mnogostrukost dimenzije 2.

Primer 3.1. 1. Ravan R2 je povrx;

2. Torus T = S1 × S1 jeste jedna povrx;

3. Mebijusova traka je povrx;

4. Projektivna ravan RP 2 = S2/x∼−x ≈ D2/x∼−x,x∈S1 je povrx.

Napomena 3.1. Prisetimo se da je R2 ≈ I2 = (−1, 1) × (−1, 1). Uoqimo naredni prostor: J =
[0, 1)× (−1, 1). On �e nam slu�iti za definiciju povrxi sa granicom

Definicija 3.2. Povrx sa granicom je prostor X takav da za svako x ∈ X postoji okolina
x ∈ U ⊆ X takva da je U ≈ I2 ili U ≈ J . Ukoliko ne postoji okolina U takva da U ≈ J ka�emo da
je povrx X bez granice. U suprotnom ka�emo da je X povrx sa granicom.

Primer 3.2. 1. Cilindar C = S1× [−1, 1] je povrx sa granicom. Taqke x ∈ S1×{−1, 1} su taqke
sa granice tj. ∂C = S1 × {−1, 1}.
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2. ∂M ≈ S1.

Stav 3.1. Ako su X i Y povrxi sa granicom i ako je X ≈ Y onda je i ∂X ≈ ∂Y .

Definicija 3.3. Zatvorena povrx je kompaktna povrx bez granice.

3.1 Koliqniqki model povrxi

Neformalno govore�i, koliqniqki model neke povrxi X predstav	a niz mnogouglova i pravila
kako te mnogouglove lepimo i/ili seqemo po ivicama da bi dobili povrx X. Ovo �emo najbo	e
razumeti kroz primere:

Primer 3.3. Slede�a ilustracija predstav	a koliqniqki model cilindra:

α α ≈ α =

Objax�e�e: Zamislimo da imamo pravougaonik koji na levoj i desnoj ivici ima postav	en raj-
sferxlus (linije α na levoj slici). Kada taj rajsferxlus zakopqamo po α dobijamo cilindar kao
na slici desno.

Ovo je bila ilustracija lep	e�a. Tako�e mo�emo razmatrati i operaciju seqe�a pri prezenta-
ciji koliqniqkih modela:

Primer 3.4. α α

Lep	e�e po α

Seqe�e po α

α

Primer 3.5. Projektivna ravan RP 2:

a• a•

α

α

≈ a a

b

b

α

α

β

β

Primer 3.6. Mebijusova traka M

α α ≈ α

Lep	e�em i seqe�em mo�emo do�i do jox ekvivalentnih koliqniqkih modela Mebijusove trake:

�

α α
β

≈ α α
β

β
≈ α α

β β
≈

β β
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�

α1

α2

α2

α1γ
≈ α2 α1 α1 α2

γ γ

≈

γ

γ

α1 α2

Odavde vidimo da je zapravo M ≈ RP 2 \D2(0, 1
2
).

Primer 3.7. Torus T

α α

β

β

Primer 3.8. Klajnova boca K.

α α

β

β

Alternativno, Klajnovu bocu mo�emo posmatrati i kao:

α α

β

β

γ
≈ γ α

γ

α

Klajnovu bocu ne mo�emo predstaviti u trodimenzionalnom prostoru. Postoje 3D ilustracije (po-
gledati na internetu) gde se vidi da Klajnova boca ima samopreseke. Kao xto mo�emo videti sa
koliqniqkog modela, to nije sluqaj, ali na ilustraciji mora izgledati tako, jer ne postoji utapa�e
K ⊆ R3.

Zadatak 3.1. Dat je koliqniqki model prostora X:

•

•

•a

a

a

α

α

α

Da li je X homeomorfan povrxi?

Rexe�e. Uoqimo taqku A koja pripada α i neku �enu okolinu. Ta okolina ima slede�i oblik:
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•

•

•a

a

a

α

α

α

•A

•A

•
A

•A

Dakle, okolina taqke A izgleda kao trolisnica. Ono xto je jox bitnije jeste da ta okolina nije
homeomorfna otvorenom disku tj. nije homeomorfna sa R2, pa X nije povrx.

Napomena 3.2. Za zadatke ovog tipa, k	uqni deta	 jeste to xto se α u koliqniqkom modelu poja-
v	uje vixe od dva puta. Generalno, ako se α pojav	uje n puta u koliqniqkom modelu, onda taqke sa
α imaju n-tolisnu okolinu, pa samim time taj prostor ne mo�e biti povrx.

3.2 Klasifikacija zatvorenih povrxi

Zatvorene povrxi delimo na orijentabilne i neorijentabilne:

1. Orijentabilne:

Mg :

· · ·

imamo g rupa.

2. Neorijentabilne:

Nh :

imamo h zavrta�a.

Koliqniqki modeli:

�

Mg :

α1 β1

α1

β1

α2

β2

α2

β2

βg

αg

βg

αg
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�

Nh :

γ1

γ1

γ2

γ2

γh

γh

Primer 3.9. Primetimo da je M0 ≈ S2, M1 ≈ T , kao i N1 ≈ RP 2, N2 ≈ K.

Definicija 3.4. Ojlerova karakteristika zatvorene povrxi X, u oznaci χ(X) definixe se na
slede�i naqin:

� χ(Mg) = 2− 2g;

� χ(Nh) = 2− h.

3.3 Povezana suma (spaja�e) povrxi

Ako su M i N povrxi, onda �ihovu povezanu sumu, M ⊠N , dobijamo na slede�i naqin:

Stav 3.2. Za povezanu sumu va�e naredna pravila:

1. Mg1 ⊠Mg2 ≈ Mg1+g2;

2. Nh1 ⊠Nh2 ≈ Nh1+h2;

3. Mg ⊠Nh ≈ N2g+h.

Zadatak 3.2. Pokazati da je T ⊠ RP 2 ≈ N3.

Rexe�e. Koristimo koliqniqke modele:

a

a

a

a

α

β

α

β ⊠ • •b b

γ

γ

≈

a

a

a

a

α

β

α

β
δ • •b b

γ

γ

δ ≈

≈

α

β

α

β

δ

δ

γ

γ

≈

α

γ

γ

β

α

β

δ
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Sada seqemo po novoj liniji ε i lepimo po β, gde je:

α

γ

γ

β

α

β

ε
≈

γ

ε

α

ε
γ

α

β

Zatim seqemo po θ i lepimo po α, gde je:

γ

ε

α

ε
γ

α

θ ≈

ε
θ

γ

ε

θ

γ

α

Konaqno, seqemo po η i lepimo po γ gde je:

ε
θ

γ

ε

θ

γ η
≈

θ

η

ε

ε

θ

η

γ

Konaqno, primetimo da je ovo povezana suma Klajnove boce i projektivne ravni:

θ

η

ε

ε

θ

η

≈ K ⊠ RP 2 ≈ N2 ⊠N1 ≈ N3

Zadatak 3.3. (Jul 2024) Dati su koliqniqki modeli u ravni prostora X, Y i Z. Koji od ovih
prostora su homeomorfni nekoj zatvorenoj povrxi, i kolika je Ojlerova karakteristika te povrxi?

X :

α
β

α
β

γ

γ

Y : b b

b
β

β

γ

γ

Z :

α

β

β

α

γ

β

Rexe�e. Krenimo redom:

� X :

α
β

α
β

γ

γ

≈ • •

γ

γ

⊠ β β

α

α

≈ RP 2 ⊠K ≈ N3

Dakle, X jeste homeomorfan povrxi N3.

� Y :
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b b

b
β

β

γ

γ ≈ • •

γ

γ

•
β

b b ≈ • •

γ

γ

≈ RP 2

I prostor Y je homeomorfan zatvorenoj povrxi, N1;

� Kod prostora Z mo�emo primetiti da se β pojav	uje 3 puta, te Z ne mo�e biti homeomorfan
zatvorenoj povrxi.

Zadatak 3.4. (Septembar 1, 2024) Zadati su slede�i topoloxki prostori:

X :

αα

α

α Y :

β

β

1. Na�i neki koliqniqki model za prostore X i Y ;

2. Da li je neki od ovih prostora homeomorfan nekoj zatvorenoj povrxi?

Rexe�e. 1. � X :

β

αα

α

α

≈ α α

β

β

α

α
• •

≈ α α

β

β

α

α
• • γ ≈ β

α

β

γ

α

α
γ

α

� Y :

α

β

β

≈ α α

β

β
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2. Vidimo da se u koliqniqkom modelu prostora X α pojav	uje 4 puta, xo znaqi da X nije
homeomorfan zatvorenoj povrxi, dok na osnovu koliqniqkog modela prostora Y vidimo da je
on homeomorfan Klajnovoj boci tj. povrxi N2.

Ve�ba 3.1. Zadati su slede�i topoloxki prostori:

X :

α

α

β

β

Y :

γ

γ

γ

δ
δ

Da li je neki od ovih prostora homeomorfan nekoj zatvorenoj povrxi?

Ve�ba 3.2. Dati su slede�i topoloxki prostori:

X : •a

•
a

•a

•
a

β β

Y :

γ
γ

β
α

α

β

1. Na�i neki koliqniqki model prostora X.

2. Posmatraju�i okolinu taqke a utvrditi da li X mo�e biti povrx ili ne.

3. Da li je prostor Y ekvivalentan nekoj zatvorenoj povrxi i ako jeste odrediti kojoj?

3.4 Utapa�e grafova

U sekciji o grafovima upoznali smo se sa pojmom planarnog grafa tj. grafa koji mo�e da se
utopi u ravan. Ako to nije sluqaj, graf nazivamo neplanarnim. Me�utim, neplanarni grafovi se
mo�da mogu utopiti u neke druge povrxi, i to je tema ove podsekcije.
Graf utapamo u povrx tako xto nalazimo utapa�e na koliqniqkom modelu te povrxi.

Zadatak 3.5. Na�i utapa�e grafa K3,3 u Mebijusovu traku.

Rexe�e. Jedno od mogu�ih rexe�a je slede�e:

α α

•

•

•

•

•

•

•A

•A

•B

•B
•C

•C

Ve�ba 3.3. Na�i jedno utapa�e grafa K5 na Klajnovoj boci.
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3.5 Triangulacija povrxi

Definicija 3.5. Triangulacija povrxiX jeste podela povrxiX na trougaone oblasti. Trougaone
oblasti mogu me�usobno deliti teme ili mogu imati zajedniqku stranicu. Ako stranice dva trougla
imaju vixe od jedne zajedniqke taqke, onda oni moraju deliti celu stranicu.

Napomena 3.3. Na slici dole mo�ete videti primere trouglova koji ne mogu biti deo triangula-
cije povrxi.

U prvom sluqaju, stranica jednog trougla je podskup druge, xto ne dolazi u obzir, jer trouglovi
moraju da dele stranicu. U drugom sluqaju, stranice trougla imaju vixe od jedne zajedniqke taqke,
pa moraju deliti celu stranicu.

Primer 3.10. Jedna dobra triangulacija torusa predstav	ana je na slede�oj slici

α1 α2 α3

α1 α2 α3

β1

β2

β3

β1

β2

β3

Primer 3.11. Data je triangulacija projektivne ravni, tj. povrxi N1 na slici dole levo

α

β

γα

β

γ
a

b

c

a

b

c

d

α

β

γα

β

γ
a

b

c

a

b

c
p q

r

Me�utim, ova triangulacija nije dobra . Ako pogledamo dva trougla bcd iz te triangulacije vidi-
mo da oni imaju zajedniqku ivicu bc i teme d, xto ovu triangulaciju ne qini dobrom po definiciji.
Dobra triangulacija mo�e se videti na istoj slici desno.

Definicija 3.6. Neka je K triangulacija povrxi X (tj. K je skup trouglova). Neka je t broj
temena, s broj strana, a i broj ivica ove triangulacije. Ojlerovu karakteristiku povrxi X i �ene
triangulacije K definixemo kao broj χ(K) = t− i+ s.

Napomena 3.4. Triangulacija povrxi X nije jedinstvena. Na primer, tetraedar i oktaedar pred-
stav	aju dve triangulacije sfere S2. Ve�a triangulacija nam je potrebna na primer u raqunarskoj
grafici da bi xto verodostojnije predstavili objekte, dok je pak, pri izraqunava�u pojedinih
karakteristika prostora dobro imati ma�u triangulaciju.

Stav 3.3. Ojlerova karakteristika ne zavisi od izbora triangulacije povrxi.
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Stav 3.4. Neka je X zatvorena povrx i K �ena triangulacija. Tada je χ(X) = χ(K), gde je χ(X)
Ojlerova karakteristika iz Definicije 3.4.

Odre�iva�e tipa povrxi na osnovu triangulacije
Ako nam je zadata triangulacija povrxi i znamo da je u pita�u kompaktna zatvorena povrx bez

granice (tj. povrx Mg ili Nh) onda na osnovu triangulacij mo�emo odrediti o kojoj povrxi je req.
Naime dovo	no je da znamo dve stvari:

1. Orijentabilnost;

2. Ojlerova karakteristika.

1. Ako je povrx orijentabilna znamo da je ona oblika Mg, a u sluqaju da nije onda je oblika Nh.

2. Oznaqimo Ojlerovu karakteristiku povrxi sa χ. Na osnovu prethodnog, ako je povrx orijen-
tabilna onda dobijamo χ = 2−2g tj. g = 2−χ

2
, te je upita�u povrx M 2−χ

2
. U sluqaju da je povrx

neorijentabilna imamo χ = 2− h, h = 2− χ pa je u pita�u povrx N2−χ.

Primer 3.12. Utvrdimo na osnovu (dobre) triangulacije iz Primera 3.11 da se zaista radi o
projektivnoj ravni (povrxi N1). Kao xto smo napomenuli, potrebno je utvrditi orijentaciju i
odrediti Ojlerovu karakteristiku.

1. Krenimo od orijentacije bilo kog trougla. Orijentiximo desni trougao bcp (napomena: re-
dosledom temena utvr�ujemo orijentaciju. Drugim reqima bcp i bpc nisu iste orijentacije:
jedna ide u pravilnom matematiqkom smeru, dok druga ide u smeru kaza	ke na satu, xto je
matematiqki negativan smer. S tim u vezi, bcp i cpb predstav	aju istu orijentaciju trougla).
Sada sve trouglove sa kojima bcp deli stranicu orijentiximo tako da te orijentacije budu
usaglaxene. Npr. trougao dole levo �e imati orijentaciju apc (iz orijentacije bcp imamo ori-
jentaciju stranice cp, xto znaqi da u trouglu apc ona mora biti orijentisana suprotno, tj.
mora biti pc, xto je i sluqaj). Zatim imamo orijentacije aqp, abq i bcq. Me�utim orijentacije
bcp i bcq nisu usaglaxene (u oba sluqaja imamo bc) te povrx nije orijentabilna.

2. U datoj triangulaciji imamo t = 6 temena, i = 15 ivica i s = 10 strana, te je Ojlerova
karakteristika χ = 6− 15 + 10 = 1.

Kako je u pita�u neorijentabilna povrx, zak	uqujemo da je h = 2 − χ = 1. Konaqno, radi se o
povrxi N1, xto je bio i oqekivani rezultat.

Ve�ba 3.4. Na osnovu triangulacije iz Primera 3.10 zak	uqiti da se zaista radi o torusu (povrxi
M1).

Redukcija triangulacije:
Triangulacija povrxi veoma je bitna u matematici kao i u programira�u. Ona nam omogu�ava

da pravimo algoritme za izraqunava�e razliqitih karakteristika povrxi (o qemu �e jox biti
reqi u nastavku). Naravno, ve�e triangulacije zahtevaju ve�u raqunsku mo�, zbog qega je prirodno
razmix	ati o optimizaciji triangulacije. Jedan primer dat je na narednoj slici:

x

y

a b

•

•

• • →

x

y

c

•

•

•
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U ovom primeru kontrakovali smo stranicu ab, koju smo obele�ili taqkom c u novoj triangu-
laciji. Na�alost, ova operacija nekada mo�e imati ne�e	ene efekte. Na primer, tetraedar jeste
jedna triangulacija sfere, ali ako kontrakujemo bilo koju stranicu tetraedra dobi�emo neade-
kvatnu triangulaciju. Nesmotreno kontrakova�e ivica u triangulaciji mo�e dovesti i do promene
topoloxkog tipa prostora.

Definicija 3.7. Neka je K triangulacija neke povrxi i neka je ab jedna stranica te triangula-
cije. Povezanost stranice ab, kao i povezanost temena a u triangulaciji predstav	aju skupovi:

� Lk(ab) = {x ∈ K | abx ∈ K};

� Lk(a) = {x, xy | ax, axy ∈ K}.

Lema 3.1. Neka je K triangulacija neke povrxi i neka je ab stranica te triangulacije. Neka je L
triangulacija dobijena kontrakova�em stranice ab. Triangulacije K i L imaju isti topoloxki
tip ako je

Lk(ab) = Lk(a) ∩ Lk(b)

Zadatak 3.6. Zadata je triangulacija neke zatvorene povrxi kao na slici dole

α

α

β

β

b a

ba′

c

d

e f

gh

i

j

Redukovati triangulaciju bar 5 puta tj. redukovati bar 5 ivica triagulacije a zatim odrediti o
kojoj povrxi je req.

Rexe�e. Primetimo da je

Lk(i) = {c, e, f, g, j, ce, cf, fg, gj, ej} ,
Lk(j) = {d, e, g, h, i, dg, dh, gi, eh, ei} ,
Lk(ij) = {e, g} ,

odakle zak	uqujemo da je Lk(ij) = Lk(i) ∩ Lk(j), tj. ivicu ij mo�emo da kontrakujemo i zamenimo
temenom k. Time dobijamo narednu triangulaciju
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α

α

β

β

b a

ba′

c

d

e f

gh

k

Dodatno, primetimo da je

Lk(e) = {b, c, h, k, bc, bh, ck, hk} ,
Lk(h) = {a′, b, e, k, d, a′b, a′d, be, ek, dk} ,
Lk(eh) = {b, k} ,
Lk(eh) = Lk(e) ∩ Lk(h)

tako da i ivicu eh mo�emo da kontrakujemo i zamenimo temenom l, kao i da ivicu gf zamenimo
temenom m analognim postupkom. Sada naxa triangulacija izgleda ovako

α

α

β

β

b a

ba′

c

d

l m
k

Da	e mo�emo kontrakovati ivicu cl i zameniti je temenom n (slika dole levo) a zatim ivicu
dk zameniti temenom p (slika dole desno). Time smo kontrakovali 5 ivica.

α

α

β

β

b a

ba′

n m

d

k

α

α

β

β

b a

ba′

n m

p
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Sada kada smo zavrxili sa procesom redukcije triangulacije mo�emo pristupiti odre�iva�u
tipa povrxi. Kao i ranije poqi�emo sa odre�iva�e orijentabilnosti.

Poqnimo sa odabirom orijentacije bilo kog trougla. Orijentaciju ostalih trouglova biramo na
osnovu orijentacije prvog trougla: a′bn, ban, amn, abm, bpm,mpn, ba′p, a′np. Vidimo da su sve orijen-
tacije usaglaxene (tj. u ovom procesu jedino treba proveriti saglasnost orijentacija trouglova
koji dele stranicu koja se lepi, u ovom sluqaju α i β. To su parovi trouglova ban, abm i a′bn, ba′p).
Dakle, radi se o orijentabilnoj povrxi.

Broj temena u triangulaciji je t = 6, broj ivica i = 12 dok je broj strana s = 8. Ojlerova
karakteristika je χ = t− i+ s = 6− 12+8 = 2 = 2− 2g odakle sledi g = 0. Dakle radi se o povrxi
M0 tj. o sferi S2.

4 Homologija topoloxkih prostora

Homologija tj. homoloxe grupe topoloxkih prostora predstav	aju algebarsku invarijantu pro-
stora. Na osnovu �ih mo�emo da vrximo grubu klasifikaciju prostora kao i da imamo uvid o
pojedinim specifiqnostima prostora. Pogodna stvar je xto je homologija programabilna. Postoje
algoritmi, a samim time i programi koji izraqunavaju homoloxke grupe zadatog prostora. Homo-
logija ima xiroke primene van i same matematike. Konkretno, perzistentna homologija koristi se
u sferi maxinskog uqe�a, medicini, biologiji i hemiji, i upoznava�e sa �om predstav	a kraj�i
ci	 ovog kursa.

4.1 Simplicijalni kompleksi

Simpleksi:

Definicija 4.1. Neka su u0, u1, ..., uk ∈ Rd. Taqku x =
∑k

i=0 λiui za λi ∈ R nazivamo afinom

kombinacijom ako
∑k

i=0 λi = 1. Za taqke u0, u1, ..., uk ka�emo da su afino nezavisne ako su vektori
u1−u0, u2−u0, ..., uk−u0 linearno nezavisni. Afinu kombinaciju zovemo konveksnom kombinacijom
ako su svi λi ≥ 0.

Definicija 4.2. k-Simpleks σ jeste konveksni omotaq tj. skup svih konveksnih kombinacija k+1
afino nezavisnih taqaka i pixemo σ = conv{u0, u1, ..., uk}. Dimenzija simpleksa u tom sluqaju je
dimσ = k.

Primer 4.1. Na narednoj slici nalaze se simpleksi dimenzije 0, 1, 2 i 3 redom.

•

•

• • •

•

• •

•

•

Definicija 4.3. Ako je σ = conv{u0, u1, ..., uk} jedan simpleks i {uj0 , uj1 , ..., ujl} ⊆ {u0, u1, ..., uk}.
Onda je τ = conv{uj0 , uj1 , ..., ujl} strana simpleksa σ i pixemo τ ≤ σ.

Napomena 4.1. Mo�emo primetiti da je strana simpleksa tako�e jedan simpleks. Tako�e, strana
simpleksa je priliqno prirodan pojam. Kao xto mo�emo videti u prethodnom primeru, tetraedar
jeste jedan simpleks, a strana tetraedra je zaista strana simpleksa.

Definicija 4.4. � Simplicijalni kompleks je konaqna kolekcija simpleksa K takva da ako
je σ ∈ K i τ ≤ σ onda i τ ∈ K. Dodatno, ako σ1, σ2 ∈ K onda je σ1∩σ2 ili prazan ili je strana
oba simpleksa.
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� Potkompleks L simplicijalnog kompleksa K, u oznaci L ≤ K je podskup L ⊆ K koji je ujedno
i simplicijalni kompleks.

� Dimenzija simplicijalnog kompleksa K, u oznaci dim(K) definixemo kao maksimalnu vred-
nost dimenzije �egovih simpleksa.

Primer 4.2. Neki primeri simplicijalnih kompleksa i �ihovih dimenzija:

1. K :

• •

•

• •

•

dim(K) = 2

2. K :

•

•

•

•

•

•

• dim(K) = 2

Napomena 4.2. Kao xto mo�emo primetiti, sa simplicijalnim kompleksima smo se ve� sretali i
to onda kada smo definisali triangulaciju neke povrxi. Naime, triangulacija je nixta drugo do
simplicijalni kompleks.

Apstrakni simplicijalni kompleksi:

Definicija 4.5. Apstraktni simplicijalni kompleks jeste konaqna kolekcija skupova A takva
da ako α ∈ A i β ⊆ α onda i β ∈ A. Dimenziju apstraktnog simpleksa tj. skupa α ∈ A odre�ujemo
kao dim(α) = card(α)− 1.

Geometrijska realizacija:
Neka je A apstraktni simplicijalni kompleks. Onda �emu mo�emo pridru�iti simplicijalni

kompleks |A| tako xto taqkama tj. 0-simpleksima predstavimo apstraktne simplekse dimenzije 0,
zatim du�ima tj. 1-simpleksima spajamo ona temena za koje postoje 1-apstraktni simpleksi tj. 2-
qlani skupovi qiji elementi predstav	aju temena koja spajamo itd.

Stav 4.1. Svaki apstraktni simplicijalni kompleks dimenzije d ima geometrijsku realizaciju
u R2d+1.

Primer 4.3. Neka je A = {{a, b, c}, {a, b}, {b, c}, {a, c}, {a}, {b}, {c}, } jedan apstraktni simplicijal-
ni kompleks. Vidimo da je �egova geometrijska realizacija zapravo trougao, qija su temena odre�ena
sa {a}, {b}, {c}.

Neka do kraja ove sekcije S predstav	a neki skup taqaka u prostoru Rd i r ∈ R, r > 0. Mo�emo
definisati slede�e apstraktne simplicijalne komplekse:

Qehov kompleks:

Čech(r) = {σ ⊆ S | ∩
x∈σ

B(x, r) ̸= ∅}
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Primer 4.4. Neka je S = {(0, 0), (2, 0), (1,
√
3)}. Tada je Qehov kompleks u zavisnosti od r:

r < 1:

• •

• 1 ≤ r < 2
√
3

3
:

• •

• r ≥ 2
√
3

3
:

• •

•

Vietoris-Rips kompleks:

V R(r) = {σ ⊆ S | diam(σ) ≤ 2r}

Lema 4.1. Va�i V R(r) ≤ Čech(
√
2r).

Primer 4.5. Neka je S isti skup taqaka kao u prethodnom primeru. Tad je V R(r) u zavisnosti od
r:

r < 1:

• •

• r ≥ 1:

• •

•

Filtracija:
Bez obzira na to za koji smo se tip kompleksa odluqili, polaze�i od skupa taqaka S i po-

ve�avaju�i parametar r od 0 do +∞ dobijamo niz kompleksa K0 ⊆ K1 ⊆ K2 ⊆ ... ⊆ Km. Ovaj niz
kompleksa zovemo filtracijom, i ona �e uvek biti konaqna. Bitnost ovakve filtracije kompleksa
vide�emo kasnije, kada budemo izuqavali perzistentnu homologiju.

4.2 Lanqasti kompleksi

Definicija 4.6. Lanqasti kompleks (C•, d•) je kolekcija Abelovih grupa C• = {Cn}n∈Z zajedno sa
familijom preslikava�a d• = {dn : Cn → Cn−1}n∈Z tako da je dn−1 ◦ dn = 0, ∀n ∈ Z. Preslikava�a
familije d• zovemo diferencijalima.

Primer 4.6. Primeri lanqastih kompleksa mogu biti:

1. ...
0−→ Z 0−→ Z 0−→ Z 0−→ Z 0−→ ...;

2. ...
0−→ Z 2×−→ Z 0−→ Z 2×−→ Z 0−→ ...;

3. ...
2×−→ Z/4Z 2×−→ Z/4Z 2×−→ Z/4Z 2×−→ Z/4Z 2×−→ ...;

4. ...
2×−→ Z/6Z 3×−→ Z/6Z 2×−→ Z/6Z 3×−→ Z/6Z 2×−→ ...;

Definicija 4.7. Neka je (C•, d•) lanqasti kompleks i p ∈ Z. Definiximo grupe Zp = Ker(dp) koje
nazivamo p-ciklovima i Bp = Im(dp+1) kao p-granice. Kako je dp ◦ dp+1 = 0 to je Bp ≤ Zp.

Posledica 4.1. Kako je dp ◦ dp+1 = 0 to je Bp ≤ Zp ≤ Cp.

Definicija 4.8. Homoloxke grupe lanqastog kompleksa (C•, d•) definixemo kao Hp(C•) = Zp/Bp;

Zadatak 4.1. Odrediti homoloxke grupe lanqastih kompleksa iz primera 4.6

Rexe�e. 1. Kako je dp = 0, ∀p ∈ Z, to je Zp = Z i Bp = 0 pa je Hp = Z/0 = Z;

2. Za dp = 0 je Zp = Z, dok je dp+1(x) = 2x te je Bp = 2Z, pa je Hp = Z/2Z. Da	e, za dp(x) = 2x i
dp+1 = 0 je Zp = 0 i Bp = 0, pa je i Hp = 0;
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3. Z/4Z ∼= {0, 1, 2, 3} kao skup, pa je Zp = {0, 2} ∼= Z/2Z i Bp = {0, 2} ∼= Z/2Z, pa je Hp =
(Z/2Z)/(Z/2Z);

4. Z/6Z ∼= {0, 1, 2, 3, 4, 5} kao skup, te je za dp(x) = 2x, Zp
∼= {0, 3} i Bp

∼= {0, 3}, pa je Hp = 0.
Da	e, za dp(x) = 3x je Zp

∼= {0, 2, 4} i Bp
∼= {0, 2, 4}, te je ponovo Hp = 0.

Napomena 4.3. Dovo	no je znati xta se dexava sa generatorima grupa da bismo mogli da izraqu-
namo homoloxke grupe.

Primer 4.7. Dat je naredni lanqasti kompleks:

0 → Z[σ] d2−→ Z[α, β] d1−→ Z[a] d0−→ 0

gde je d0(a) = 0, d1(α) = d1(β) = 0 i d2(σ) = 2β.
Preslikava�a d0 i d1 su trivijalna jer je slika generatora trivijalna te je Z0 = Z[a], B0 = 0,

odakle je H0 = Z[a]/0 ∼= Z. Da	e, Z1 = Z[α, β] jer se generatori slikaju u nulu.
Dodatno, B1 = Z[2β], pa je H1 = Z[α, β]/Z[2β] = Z[α, β | 2β = 0] ∼= Z× Z/2Z.
Kako je slika generatora σ netrivijalna, i kako je to i jedini generator za C2, to je Z2 = 0,

jasno je da je B2 = 0 pa je i H2 = 0.

Napomena 4.4. Verovali ili ne, gor�i primer predstav	a homoloxke grupe Klajnove boce K.

4.3 Homologija simplicijalnih kompleksa

Neka je K simplicijalni kompleks, p ∈ N0 i G grupa.

Definicija 4.9. p-Lanac c sa koeficijentima u G je formalna suma p-simpleksa. Drugim reqima,
c =

∑k
i=1 aiσi, σi je p-simpleks, ai ∈ G. Za dva p-lanca c1 =

∑k
i=1 aiσi i c2 =

∑k
i=1 biσi definiximo

c1 + c2 =
∑k

i=1(ai + bi)σi, kao i 0 =
∑k

i=1 0σi. Obele�imo sa Cp grupu p-lanaca definisanu na ovaj
naqin.

Neka su u0, u1, ..., up temena (ne nu�no sva) simplicijalnog kompleksa K (tj. to su 0-simpleksi).
Neka je σ = [u0, u1, ..., up] p-simpleks razapet temenima u0, u1, ..., up. Definiximo preslikava�e dp :
Cp → Cp−1 na slede�i naqin:

dp(σ) =

p∑
i=0

(−1)i[u0, u1, ..., ûi, ..., up]

gde pod [u0, u1, ..., ûi, ..., up] oznaqavamo da izbacujemo ui tj. [u0, u1, ..., ûi, ..., up] = [u0, u1, ..., ui−1, ui+1, ..., up].
Za p < 0 i p > dim(K) va�i da je Cp = 0, kao i dp = 0.

Lema 4.2. Familija grupa i preslikava�a (C•, d•) definisanih kao gore predstav	aju jedan lanc-
hasti kompleks.

Definicija 4.10. Homoloxke grupe simplicijalnog kompleksa K definixemo kao homoloxke
grupe lanqastog kompleksa odre�enog sa K.

4.4 Raquna�e homologije sa koeficijentima Z2

U ovom delu, pa i nada	e obele�avamo Z2 := Z/2Z. Kada ka�emo homologija sa koeficijentima
Z2 ili Z mislimo na sluqaj kada za grupu G iz prethodnog dela uzmemo G = Z2.

U ovom sluqaju, sve grupe Cp, Zp i Bp bi�e ujedno i vektorski prostori. Uvedimo oznake:

np = dim(Cp);

zp = dim(Zp) = dim(Ker(dp));

bp = dim(Bp) = dim(Im(dp));
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Drugim reqima, np je broj p-simpleksa. Tako�e, mora da va�i np = zp + bp−1.
Numeracijom 0-simpleksa mo�emo uvesti poredak temena, koji nam da	e daje poredak svih sim-

pleksa. Posmatrajmo matricu Dp = [δij]1≤i≤np−1,1≤j≤np , gde je δij = 1 ako je i-ti (p−1)-simpleks strana
j-tog p-simpleksa i δij = 0 inaqe.

Algoritam redukcije:
Za raquna�e homologije simplicijalnih kompleksa koristimo modifikovanu verziju onoga xto

se u literaturi zove algoritam redukcije:
Neka je x = 1 i neka je Vp = Ep (tj. Vp je jediniqna matrica dimenzije np) i Sp = Dp za poqetak.
Krenimo narednim koracima:

1. Neka je y = min{1, 2, ..., np | y-kolona nije markirana i δxy = 1};

2. Ako je δxj = 0 za j = 1, 2, ..., np i j ̸= y onda dodajemo kolonu y na kolonu j u matricama Sp i
Vp;

3. Markiramo kolonu y i x := x+ 1;

4. Ako je x ≤ np−1 vratimo se na prvi korak. U suprotnom smo zavrxili.

Nakon ovog algoritma dobijamo dve matrice: Sp koju smo dobili od matrice Dp i matricu Vp takve
da je Dp = SpVp. Kako �ih koristimo?

� Nenula kolone matrice Sp predstav	aju bazu za Bp−1;

� Nula kolone predstav	aju jezgro od dp tj Zp. Generatori jezgra predstav	aju kolone matrice
Vp koje odgovaraju nula kolonama matrice Sp.

Definicija 4.11. Neka je K simplicijalni kompleks. Definiximo βp = rankHp(K) = zp − bp.
Ojlerova karakteristika simplicijalnog kompleksa K je χ(K) =

∑
p∈N0

(−1)pβp

Napomena 4.5. Primetimo da je χ(K) =
∑

p∈N0
(−1)pnp.

Zadatak 4.2. Odrediti homoloxke grupe simplicijalnog kompleksa sa slike u koeficijentima Z2.

K :

• •

•

Rexe�e. Za poqetak obele�imo temena (tj. 0-simplekse) ovog kompleksa.

K :

• •

•

e1 e2

e3

Da	e mo�emo obele�iti l1 = [e1, e2], l2 = [e1, e3], l3 = [e2, e3] i σ = [e1, e2, e3]. Od svih, samo su
preslikava�a d1 i d2 netrivijalna i �ihove odgovaraju�e matrice su:

D1 =
(

1 1 0
1 0 1
0 1 1

)
, D2 =

(
1
1
1

)
Kod matrice D2 nemamo xta da radimo. Kako imamo samo jednu ne nula kolonu, to je Z2 = 0 i

B1 = Z2[l1 + l2 + l3] (jer imamo jedinicu na odgovaraju�em mestu za svaki 1-simpleks). Trivijalno je
B2 = 0, pa je i H2(K) = 0.

Za matricu D2 dobijamo D2 = S2V2 gde su S1 =
(

1 0 0
1 1 0
0 1 0

)
, V1 =

(
1 1 1
0 1 1
0 0 1

)
.
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Posled�a kolona S1 je nula pa ona odgovara Z1, qije generatore tra�imo u posled�oj koloni V1

koja sadr�i sve jedinice, te je Z1 = Z2[l1 + l2 + l3]. Sada raqunamo H1(K) = Z1/B1 = Z2[l1 + l2 +
l3]/Z2[l1 + l2 + l3] = 0.

Prva i druga kolona su nenula kolone i one odgovaraju generatorima B0 tj. B0 = Z2[e1, e1 + e2].
Kako je d0 = 0 to je Z0 = Z2[e1, e2, e3]. Sada je

H0(K) = Z0/B0 = Z2[e1, e2, e3]/Z2[e1, e1 + e2] = Z2[e1, e2, e3 | e1 = 0, e1 + e2 = 0] = Z2[e3] ∼= Z2.

5 Perzistentna homologija

5.1 Perzistentne klase i dijagrami

Filtracija simplicijalnih kompleksa:

Definicija 5.1. Neka je K simplicijalni kompleks. Za funkciju f : K → R ka�emo a je mono-
tona ako za simplekse τ ≤ σ va�i f(τ) ≤ f(σ).

Ovakvom monotonom funkcijom mo�emo konstruisati konaqnu filtraciju simplicijalnog kom-
pleksa K:

∅ = K0 ⊆ K1 ⊆ K2 ⊆ ... ⊆ Kn = K

gde je Ki = K(ai) = f−1(−∞, ai] za neke vrednosti a0 < a1 < a2 < ... < an ∈ R.
Prelaskom na homologiju dobijamo niz preslikava�a

0 = Hp(K0) → Hp(K1) → Hp(K2) → ... → Hp(Kn) = Hp(K)

i obele�avamo f i,j
p : Hp(Ki) → Hp(Kj).

Definicija 5.2. Definixemo k-te perzistentne homoloxke grupe kao slike homomorfizamaH i,j
k =

Im(f i,j
k ) za 0 ≤ i ≤ j ≤ n. k-te perzistentne Betijeve brojeve definixemo kao βi,j

k = rank(H i,j
k ).

� Mo�e se pokazati da je H i,j
k = Zk(Ki)/(Bk(Kj) ∩ Zk(Ki)).

� Neka je γ ∈ Hk(Ki). Klasa γ je ro�ena u Ki ako γ /∈ H i−1,i
k . Ka�emo da γ umire u Kj ako se

spaja sa starijom klasom kada prelazimo u Kj−1 ↪→ Kj (starija klasa znaqi da je ro�ena u Kl

za l < i) tj. f i,j−1
k (γ) /∈ H i−1,j−1

k ali f i,j
k (γ) ∈ H i−1,j

k (videti sliku)

Perzistenciju klase γ definixemo kao pers(γ) = aj − ai.

� Neka je µi,j
k broj nezavisnih k-klasa koje su ro�ene u Ki i umiru u Kj. Onda je

µi,j
k = (βi,j−1

k − βi,j
k )− (βi−1,j−1

k − βi−1,j
k )
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Lema 5.1. (Fundamentalna lema perzistantne homologije) Za filtraciju simplicijalnog kom-
pleksa K opisanu gore va�i

βk,l
p =

∑
i≤k

∑
j>l

µi,j
p

Perzistentni dijagrami:
p-ti perzistentni dijagram definixemo kao

Dgmp(f) = {(ai, aj) sa multiplicitetom µi,j
p }

5.2 Raquna�e perzistentnih klasa mod 2

Pod ovime mislim na raquna�e perzistentne homologije u koeficijentima Z2. Tako�e, u ovoj
sekciji koristi�emo iste oznake kao iz sekcije o raquna�u homoloxkih grupa.
Uredimo simplekse σ1, σ2, ..., σi, ... tako da je za i < j, f(σi) < f(σj). Ovo mo�emo uqiniti jer je f
monotona. Neka je da	e

m =
∑
p∈N0

np

D ∈ Mm(Z2)

D[i, j] =

{
1 , σi je strana kodimenzije 1 od σj

0 , inaqe

low(j)− pozicija najni�e jedinice u j-toj koloni, +∞ ako je nula kolona

Neka je za poqetak S = D. Uvedimo matricu V koja je u poqetku jednaka jediniqnoj matrici Em gde
�emo pratiti sve promene matrice S. I neka je za poqetak j = 1.
Postupamo po slede�em algoritmu:

1. Dok god postoji j0 < j tako da je low(j) = low(j0) dodajmo kolonu j0 na kolonu j u S i V ;

2. j = j + 1.

Nakon ovog algoritma dobijamo matricu S za koju mo�emo da zak	uqimo:

1. Ako je kolona j nula:
Predstav	a ra�a�e klase dodava�em simpleksa σi koji odgovara koloni j, u trenutku f(σi).
Ova klasa predstav	ena je kolonom j u matrici V .

2. Kolona j nije nula:
Predstav	a umira�e klase koja se rodila u momentu f(σi) gde je i = low(j). Drugim reqima,
klasa koja je umrla se rodila dodava�em simpleksa σi

Zadatak 5.1. (Jul 2024) Dat je skup taqaka u ravni T = {(1, 0), (−1, 0), (0, 2), (0,−2)}.

1. Odrediti sve simplicijalne komplekse u filtraciji koja se dobija od T konstruixu�i Vijetoris-
Ripsove komplekse sa parametrom r, 0 ≤ r ≤

√
5
2
.

2. Na�i klase perzistencije ove filtracije i nacrtati perzistentne dijagrame.

Rexe�e. Neka je e1 = (1, 0), e2 = (0, 2), e3 = (−1, 0) i e4 = (0,−2). Simplekse �emo ure�ivati
leksikografski u okviru jednog simplicijalnog kompleksa filtracije, dok �emo nove nadovezivati
na to ure�e�e kako se budu pojav	ivali u filtraciji. Vietoris-Ripsova filtracija nam daje:

1. K0(r = 0) = {e1, e2, e3, e4};

2. K1(r = 1) = K0 ∪ {[e1, e3]};
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3. K2(r =
√
5
2
) = K1 ∪ {[e1, e2], [e1, e4], [e2, e3], [e3, e4], [e1, e2, e3], [e1, e3, e4]}.

Dakle, imamo filtraciju i ure�e�e simpleksa: σ1 = e1, σ2 = e2, σ3 = e3, σ4 = e4, σ5 = [e1, e3],
σ6 = [e1, e2], σ7 = [e1, e4], σ8 = [e2, e3], σ9 = [e3, e4], σ10 = [e1, e2, e3], σ11 = [e1, e3, e4].

K0 :

•e1

•
e2

•e3

•
e4

K1 :

•e1

•
e2

•e3

•
e4

K2 :

•e1

•
e2

•e3

•
e4

Kako 0-simpleksi nemaju pravih strana, to �e prvih 4 kolone matrice D biti nule, pa ih ne�emo
pisati. Tako�e, simpleksi σ10 i σ11 nisu strane niti jednog drugog simpleksa, te �e posled�e dve
vrste matrice D uvek biti nule, tako da ni �ih ne�emo pisati Ostatak matrice D izgleda ovako:

1 1 1 0 0

0 1 0 1 0

1 0 0 1 1

0 0 1 0 1

1 1

1 0

0 1

1 0

0 1


(u praznim delovima matrice trebalo bi da pixu nule, radi preglednosti, to ovde nismo radili).
Sad je S = D, V = E11 i j = 1. Zapoqi�emo algoritam:

Vidimo da se do trenutka j = 8 nixta ne dexava, a za j = 8 imamo kolonu S↓
8 = [0, 1, 1, 0, ..., 0] i

low(8) = 3, kao i low(5) = 3, pa dodajemo S↓
5 na S↓

8 kao i V ↓
5 na V ↓

8 (ne zaboravimo da sve operacije
radimo sa koeficijentima Z2, dakle 1 + 1 = 0)

S↓
8 := [1, 1, 0, 0, ..., 0]

V ↓
8 := [0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0]

low(8) = 2

Kako je sada low(6) = 2 to dodajemo kolonu 6 na 8 i u S i u V

S↓
8 := [0, 0, 0, 0, ..., 0]

V ↓
8 := [0, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 0]

low(8) = +∞
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Da	e, za j = 9 imamo low(9) = 4 i low(7) = 4 pa dodajemo kolone 7 na kolone 9

S↓
9 := [1, 0, 1, 0, ..., 0]

V ↓
9 := [0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 0]

low(9) = 3

Sada je low(5) = 3 pa dodajemo kolone 5

S↓
9 := [0, 0, 0, 0, ..., 0]

V ↓
9 := [0, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 0]

low(9) = +∞

Da	e se algoritam izvrxava bez da	ih promena.

Sada posmatramo redom kolone matrice S. Kao xto smo rekli, prve 4 kolone su nula kolone. One
predstav	aju ra�a�e 0-klasa [σ1], [σ2], [σ3] i [σ4] koje i predstav	aju prve 4 kolone u V , u trenutku
0 (jer se svi 0-simpleksi prvi put pojav	uju u K0 za r = 0).

Kolona 5 je nenula kolona i ona predstav	a umira�e klase predstav	ene kolonom low(5) = 3
u V tj. klase [σ3], u trenutku dodava�a simpleksa σ5 tj. u trenutku 1. Primetimo da ovo jako ima
smisla, jer u trenutku 1 tj. u K1 mi povezujemo 0-simplekse e1 i e3 qime spajamo dve komponente
povezanosti. Me�utim, kako je σ1 = e1 starija komponenta od σ3 = e3 (po ure�e�u koje smo postavili)
to σ3 umire, dok σ1 nastav	a da �ivi.

Kolona 6 je nenula kolona i ona predstav	a smrt klase low(6) = 2 u V tj. klase [σ2] u trenutku

dodava�a σ6 tj. u trenutku
√
5
2
.

Kolona 7 je nenula kolona i ona predstav	a smrt klase low(7) = 4 u V tj. klase [σ4] u trenutku

dodava�a σ7 tj. u trenutku
√
5
2
.

Kolona 8 je nula kolona i ona predstav	a ra�a�e 1-klase odre�ene kolonom 8 u V tj. klase
[σ5] + [σ6] + [σ8] u trenutku dodava�a simpleksa σ8 tj.

√
5
2
. Primetimo da [σ5], [σ6] i [σ8] qine zatvo-

renu konturu tj. cikl, samim time i jedan generator u 1-homoloxkoj grupi.

Kolona 9 je nula kolona i ona predstav	a ra�a�e 1-klase odre�ene kolonom 9 u V tj. klase
[σ5] + [σ7] + [σ9] u trenutku dodava�a simpleksa σ9 tj.

√
5
2
.

Kolona 10 je nenula kolona i ona predstav	a smrt klase low(10) = 8 u V tj. klase [σ5]+ [σ6]+ [σ8]

u trenutku dodava�a σ10 tj. u trenutku
√
5
2
.

Kolona 11 je nenula kolona i ona predstav	a smrt klase low(11) = 9 u V tj. klase [σ5]+ [σ7]+ [σ9]

u trenutku dodava�a σ11 tj. u trenutku
√
5
2
.

Ove rezultate mo�emo prikazati tabliqno
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Dimenzija Klasa Vreme ra�a�a Vreme umira�a

0 [σ1] 0 +∞

0 [σ2] 0
√
5
2

0 [σ3] 0 1

0 [σ4] 0
√
5
2

1 [σ5] + [σ6] + [σ8]
√
5
2

√
5
2

1 [σ5] + [σ7] + [σ9]
√
5
2

√
5
2

Vidimo da se 1-perzistantne klase ra�aju i umiru u istom trenutku. Me�utim, u teoriji to se ne
gleda, tj. ne raqunamo ih uopxte, tako da je 1-perzistentni dijagram prazan.
Sto se tiqe 0-perzistentnog diagrama, on izgleda ovako:

|
0

|
−1

|
1

−1

−2

−

−+∞

• [1]
• [2]

• [1]

gde [1] (ili [2]) oznaqava multiplicitet klasa.

Ve�ba 5.1. Dat je skup taqaka u ravni T = {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (−1, 0)}.

1. Odrediti sve simplicijalne komplekse u filtraciji koja se dobija od T konstruixu�i Vijetoris-
Ripsove komplekse sa parametrom r, 0 ≤ r ≤

√
2.

2. Na�i klase perzistencije ove filtracije i nacrtati perzistentne dijagrame.

5.3 Rastoja�e perzistentnih dijagrama i teorema stabilnosti

Do sada smo perzistentni dijagram posmatrali kao konaqan skup taqaka iznad glavne dijagonale
(jer su taqke oblika (vreme ra�a�a, vreme umira�a)). Za potrebe uvo�e�a rastoja� tj. metrike me�u
perzistentnim dijagramima, svakom dijagramu pridru�ujemo beskonaqno mnogo taqaka sa glavne
dijagonale, od kojih svaka ima beskonaqan multiplicitet.

Definicija 5.3. Neka su X i Y dva perzistentna dijagrama. Oznaqimo ponovo sa X (tj. Y ) uniju
dijagrama X (tj. Y ) sa glavnom dijagonalom. Onda definixemo:

� Bottleneck rastoja�e:
dB(X, Y ) = inf

γ
sup
x∈X

||x− γ(x)||∞

� Wasserstein rastoja�e:

dqW (X, Y ) = [inf
γ

∑
x∈X

||x− γ(x)||q∞]
1
q
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gde je γ : X → Y bijekcija.

Teorema 5.1. Neka je K simplicijalni kompleks i neka su f, g : K → R monotone funkcije. Tada
∀p ∈ N0 va�i:

dB(Dgmp(f),Dgmp(g)) ≤ ||f − g||∞ .

Zadatak 5.2. Dat je simplicijalni kompleks K na slici dole. Neka je f : K → R funkcija visine
(y-koordinata na slici) i neka je g : K → R funkcija zadata sa g = f 2. Odrediti perzistentne
diagrame pod-nivo filtracija funkcija f i g i odrediti dB-rastoja�a.

• •

•

• •

•

•

•

−0

−1
4

−1
2

−3
4

−1

y

|
1

|
2

|
3

|
4

|
5 x

Rexe�e. Oznaqimo pre svega 0-simplekse od K:

e1 = (1, 0), e2 = (3, 0), e3 = (5, 0), e4 = (2,
1

4
),

e5 = (4,
1

2
), e6 = (3,

3

4
), e7 = (5,

3

4
), e8 = (4, 1).

Sada mo�emo da napravimo filtraciju:

K1 = f−1(−∞, 0] = {e1, e2, e3},

K2 = f−1(−∞,
1

4
] = K1 ∪ {e4, e1e4, e2e4},

K3 = f−1(−∞,
1

2
] = K2 ∪ {e5, e2e5, e3e5},

K4 = f−1(−∞,
3

4
] = K3 ∪ {e6, e7, e2e6, e3e7, e4e6, e5e6, e2e4e6, },

K5 = f−1(−∞, 1] = K4 ∪ {e8, e6e8, e7e8}.

kao i da odredimo odgovaraju�e klase perzistencije ove filtracije

Klasa Vreme ro�e�a Vreme umira�a

e1 0 +∞

e2 0 1
4

e3 0 1
2

e2e5 + e2e6 + e5e6
3
4

+∞

e3e5 + e3e7 + e5e6 + e6e8 + e7e8 1 +∞
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Xto se tiqe filtracije indukovane podnivo filtracijama funkcije g jasno je da �e klase biti
iste, samo sa drugaqijim vremenima ra�a�a i umira�a (koje �e biti kvadratne vrednosti onih
dobijenih za funkciju f)

Klasa Vreme ro�e�a Vreme umira�a

e1 0 +∞

e2 0 1
16

e3 0 1
4

e2e5 + e2e6 + e5e6
9
16

+∞

e3e5 + e3e7 + e5e6 + e6e8 + e7e8 1 +∞
Vidimo da postjoe samo klase dimanzija 0 i 1. Sada svakoj od ovih familija klasa pridru�ujemo

glavnu dijagonalu. Tako je npr. Dgm1(f) = {(3
4
,+∞), (1,+∞)} ∪ {(a, a) | a ∈ R+}.

Tako�e je jasno (bar intuitivno) da je bijekcija koju biramo iz definicije Bottleneck rastoja�a
ona koja slika odgovaraju�u klasu iz dijagrama funkcije f u �oj odgovaraju�u klasu funkcije g.
Tako imamo

dB(Dgm0(f),Dgm0(g)) = max{|1
4
− 1

16
|, |1

2
− 1

4
|} =

1

4

dB(Dgm1(f),Dgm1(g)) = |3
4
− 9

16
| = 3

16
.

Napomena 5.1. Mo�emo primetiti da je ||f − g||∞ = |1
2
− 1

4
| = 1

4
(maksimum razlike se posti�e za

1
2
). Da	e mo�emo zak	uqiti da je

dB(Dgmp(f),Dgmp(g)) ≤ ||f − g||∞

za p ∈ {0, 1}, xto je upravo rezultat koji nam daje teorema o stabilnosti.

Ve�ba 5.2. (Za hrabre i strp	ive) Korix�e�em algoritma odrediti sve perzistentne klase iz
prethodnog zadatka.
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