
Belexke iz Topologije A

1 Kompaktnost

Definicija 1.1. Topoloxki prostor (X,T) je kompaktan ako svaki pokrivaq ima konaqni potpo-

krivaq.

Definicija 1.2. A ⊂ X je kompaktan ako je (A,TA) kompaktan prostor. Oznaqimo sa KX = {A ⊂
X | A je kompakt}.

Definicija 1.3. Familija {Aλ}λ∈Λ ima svojstvo konaqnog preseka ako svaka konaqna podfamilija
ima neprazan presek.

Stav 1.1. Topoloxki prostor X je kompaktan akko svaka familija zatvorenih skupova koja ima

svojstvo konaqnog preseka ima neprazan presek.

Posledica 1.1. Ako je X kompakt i {Fn}n∈N opadaju�a familija nepraznih i zatvorenih skupova,

onda je ∩
n∈N

Fn ̸= ∅.

Stav 1.2. Ako je f : X → Y neprekidno preslikava�e i X kompakt, onda je i f(X) kompakt.

Stav 1.3. Ako je X kompakt onda je FX ⊆ KX .

Stav 1.4. Ako je X Hauzdorfov, onda je KX ⊆ FX .

Posledica 1.2. Ako je X kompakt i Hauzdorfov, onda je FX = KX .

Zadatak 1.1. Ispitati kompaktnost slede�ih topoloxkoh prostora:

1. (R, S), gde je S Zorgenfrajeva prava;

2. ([0, 1], S[0,1]);

3. (X,Td);

4. (X,Tcf ).

Rexe�e. 1. Pokrivaq ∪
n∈Z

[n, n− 1) nema konaqan potpokrivaq;

2. Pokrivaq
∞
∪

n=1
[0, 1− 1

n
) ∪ {1} nema konaqan potpokrivaq;

3. Prostor X je kompaktan akko je konaqan. U suprotnom mo�emo uzeti pokrivaq koji se sastoji

samo od taqaka prostora, koji nema konaqan potpokrivaq;

4. Neka je X = ∪
λ∈Λ

Uλ. Za neko λ0 ∈ Λ va�i Uλ0 = X\{x1, x2, ..., xn}. Kako je u pita�u pokrivaq

prostora X, to za svako x1, ..., xn postoji λ1, ..., λn tako da je xi ∈ Uλi
, stoga je X =

n
∪
i=0

Uλi
pa

prostor jeste kompaktan.
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Definicija 1.4. Topoloxki prostor X je pseudokompaktan ako je svako neprekidno preslikava�e

f : X → R ograniqeno.

Definicija 1.5. Topoloxki prostor X je prebrojivo kompaktan ako svaki prebrojivi otvoreni

pokrivaq ima konaqan potpokrivaq.

Napomena 1.1. Kompaktnost ⇒ Prebrojiva kompaktnost ⇒ Pseudokompaktnost.

Zadatak 1.2. 1. Ako je X prebrojivo kompaktan onda je i pseudokompaktan. Doka�ti.

2. Prostor A ⊂ Rn je kompaktan akko je pseudokompaktan. Dokazati.

Rexe�e. 1. Neka je f : X → R neprekidno preslikava�e. {f−1(−n, n)}n∈N jeste jedan prebro-

jivi otvoreni pokrivaq koji ima konaqan potpokrivaq jer je X prebrojivo kompaktan. Da-

kle ∃n1, n2, ..., nk ∈ N takvi da X ⊆
k
∪
i=1

f−1(−ni, ni). Neka je da	e n0 = max{n1, ..., nk}. Onda
X ⊆ f−1(−n0, n0) tj. f je ograniqena funkcija.

2. ⇒: Neka je f : X → R neprekidno preslikava�e. Onda je f(A) kompakt, pa samim tim i ogra-

niqen.

⇐: Definiximo neprekidno preslikava�e f : A → R sa f(a) = ||a||. Kako je A pseudokompak-

tan, f je ograniqeno preslikava�e, odakle je A ograniqen. Potrebno je jox dokazati da je A

zatvoren.

Pretpostavimo suprotno, da A nije zatvoren, A ̸= A tj. ∃a ∈ A\A. Ali onda je neprekidno

preslikava�e f : A → R definisano sa f(x) = 1
||x−a|| neograniqeno. Kontradikcija.

Ako je X Hauzdorfov, onda:

1. (∀x0 ∈ X)(∀K ∈ KX\{∅})(x0 /∈ K ⇒ ∃U, V ∈ TX , x0 ∈ U,K ⊂ V, U ∩ V = ∅);

2. (∀K,L ∈ KX\{∅})(K ∩ L = ∅ ⇒ (∃U, V ∈ TX)(K ⊂ U,L ⊂ V, U ∩ V = ∅)).

3. Ako je X kompakt, onda je i T4 prostor.

Napomena 1.2. Ako su T1 i T2 dve topologije na prostoru X i T1 ⊆ T2 onda je F1 ⊆ F2 i K2 ⊆ K1

Zadatak 1.3. Neka je (X,T) kompakt i T2 i neka su T1 ⊊ T ⊊ T2 dve topologije na X. Dokazati:

1. (X,T1) nije T2;

2. (X,T2) nije kompakt.

Rexe�e. 1. Kako je (X,T) kompakt i T2 to je K = F, pa kako je T1 ⊊ T mora va�iti F1 ⊊ F.

Pretpostavimo suprotno, da (X,T1) jeste T2. Onda jeK1 ⊆ F1. Ali onda va�iK1 ⊆ F1 ⊊ F = K,

pa kako je T1 ⊊ T, va�i i K ⊊ K1. Kontradikcija.

2. Iz T ⊊ T2 sledi F ⊊ F2 i K2 ⊊ K.

Ako pretpostavimo suprotno, da je (X,T2) kompakt, onda je F2 ⊆ K2, pa bi va�ilo K = F ⊊
F2 ⊆ K2 tj. K ⊊ K2. Kontradikcija.

Zadatak 1.4. Ako je f : X → Y neprekidno preslikava�e, X je kompakt a Y Hauzdorfov, onda je

f �tvoreno preslikava�e. Dokazati.

Rexe�e. Neka je F ∈ FX . Kako jeX kompakt, to je F ∈ KX . Sada je f(F ) tako�e kompakt a poslediqno

i zatvoren skup, jer je Y Hauzdorfov.
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Posledica 1.3. Ako je f : X → Y neprekidna bijekcija, X je kompakt i Y T2 prostor, onda je f

homeomorfizam.

Zadatak 1.5. Ako je X Hauzdorfov, i {Kn}n∈N ⊆ KX\{∅} opadaju�a familija kompaktnih skupova,
onda je K :=

∞
∩

n=1
Kn neprazan, zatvoren i kompaktan.

Rexe�e. Kako je X T2, to je Kn ∈ FX , ∀n ∈ N, ka kako je Kn ⊆ K1 i K1 kompakt, to je Kn ∈ FK1 ,

pa je K = ∩
n∈N

Kn ̸= ∅. Tako�e, kako su svi Kn zatvoreni, to je i K ∈ |zatvX . Dodatno, va�i da je

K ⊆ K1 pa je K i kompakt.

Ve�ba 1.1. Za pojax�e�e posled�eg dela zadatka uraditi slede�e: Neka je X T2 prostor i neka

je K ∈ KX . Ako je L ⊆ K, L ∈ KK onda je i L ∈ KX . Dokazati.

Lema 1.1. Neka je {Kn}n∈N opadaju�a familija kompaktnih podskupova prostora X. Tada za svako

U ∈ TX takvo da ∩
n∈N

Kn ⊆ U va�i: (∃m ∈ N)(∀n ∈ N)(n ≥ m ⇒ Kn ⊆ U).

Stav 1.5. Neka je {Kn}n∈N opadaju�a familija povezanih, nepraznih kompaktnih podskupova pro-

stora X, gde je X T2 prostor. Onda je ∩
n∈N

Kn povezan i kompaktan.

Teorema 1.1. Neka su dati topoloxki prostori X i Y gde je Y kompaktan. Tada je preslikava�e

pX : X × Y → X zatvoreno.

Teorema 1.2. Prostori X1 i X2 su kompaktni akko je X1 ×X2 kompakt.

Zadatak 1.6. Neka je f : X → Y preslikava�e topoloxkih prostora gde je Y kompakt i T2.

Dokazati da je f neprekidno akko je Γf ∈ FX×Y

Rexe�e. ⇒: Va�i jer je Y T2 prostor.

⇐: Neka je F ∈ FY . Ako je Γf ∈ FX×Y , to je i (X × F ) ∩ Γf ∈ FX×Y . Dodatno, pX je �tvoreno

preslikava�e, pa je pX((X × F ) ∩ Γf ) ∈ FX . Konaqno, primetimo da je f−1(F ) = pX((X × F ) ∩ Γf )

tj. f−1(F ) je zatvoren tj. f je neprekidno.

Zadatak 1.7. Neka je f : X → Y zatvoreno i NA preslikava�e, gde pritom va�i (∀y ∈ Y )f−1({y}) ∈
KX . Dokazati:

1. Ako je X T2, onda je i Y T2 prostor;

2. Ako je K ∈ KY , onda je f
−1(K) ∈ KX

Rexe�e. 1. Neka su y1, y2 ∈ Y i y1 ̸= y2. Kako su f−1(y1), f
−1(y2) ∈ KX i X T2, onda ∃U, V ∈ TX

takvi da f−1(y1) ⊆ U , f−1(y2) ⊆ V i U ∩ V = ∅. Da	e, neka su U ′ = f c(U c), V ′ = f c(V c). Jasno

je da U ′, V ′ ∈ TY , y1 ∈ U ′, y2 ∈ V ′ i U ′ ∩ V ′ = ∅ tj. Y je T2 prostor.

2. Neka je K ∈ KY i f−1(K) ⊆ ∪
λ∈Λ

Uλ, gde Uλ ∈ TX , ∀λ ∈ Λ.

Za y ∈ K je f−1(y) ⊆ ∪
λ∈Λ

Uλ. Me�utim, po uslovu zadatka je f−1(y) ∈ KX pa postoje λy
1, ..., λ

y
ny

∈ Λ

takvi da f−1(y) ∈
ny

∪
i=1

Uλy
i
=: Uy. Sada je K ⊆ ∪

y|inK
f(U c

y)
c otvoren pokrivaq od K pa postoje

y1, ..., ym ∈ K takvi da K ⊆
m
∪
j=1

f(U c
yj
)c.

Konaqno, imamo da je f−1(K) ⊆ f−1(
m
∪
j=1

f(U c
yj
)c) =

m
∪
j=1

f−1(f(U c
yj
)c) ⊆

m
∪
j=1

Uyj =
m
∪
j=1

nyj

∪
i=1

U
λ
yj
i

tj.

f−1(K) je kompakt.

Ve�ba 1.2. Dokazati da je f−1(f(U c
yj
)c) ⊆ Uyj .
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2 Lokalna kompaktnost

Definicija 2.1. Topoloxki prostorX je lokalno kompaktan ako (∀x ∈ X)(∀G ∈ O(x))(∃H ∈ O(x))

takvo da je H ⊆ G i H ∈ KX .

Napomena 2.1. 1. Ako je X T2 prostor onda je X lokalno kompaktan akko (∀x ∈ X)(∃N ∈
O(x))(N ∈ KX);

2. Ako je X kompakt i T2 onda je i lokalno kompaktan.

Zadatak 2.1. Ispitati lokalnu kompaktnost slede�ih prostora:

1. (R,U);

2. (X,Td);

3. (X,Ta);

4. (R,L), gde je L topologija levih intervala.

Rexe�e. 1. (∀x ∈ R)(∀G ∈ O(x))(∃ε > 0) tako da (x − ε, x + ε) ⊆ G. Onda mo�emo uzeti H =

[x− ε
2
, x+ ε

2
];

2. (∀x ∈ R)(∀G ∈ O(x)), H = {x} ∈ KX ;

3. Isto kao u prethodnom sluqaju;

4. (∀x ∈ R)(∀G ∈ O(x))(∃a ∈ R) tako da (−∞, a) ⊆ G. Mo�emo uzeti H = (−∞, a+x
2
].

�k	uqak: Svi prostori su lokalno kompaktni.

Ve�ba 2.1. Dokazati da je za x ∈ R, H = (−∞, x] kompaktan u (R,L).

3 Kompaktifikacija

Kompaktifikacija je proces dobija�a kompaktnog prostora poqev od nekompaktnog dodava�em

novih taqaka. To mo�emo uraditi na vixe naqina.

Primer 3.1. Kompaktifikujmo prostor X = (−1, 0) ∪ (0, 2):

1. Dodava�em 3 taqke
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2. Dodava�em 2 taqke

ili

3. Dodava�em 1 taqke

Napomena 3.1. Kompaktifikacija dodava�em jedne taqke daje prostor koji je jedinstven do na

homeomorfizam.

4 Aleksandrov	eva kompaktifikacija (jednom taqkom)

Od topoloxkog prostora (X,T) pravimo kompaktan (X∗,T∗) dodava�em jedne taqke:

X∗ = X ∪ {ω},
T∗ = T ∪ {V ∪ {ω} | V ∈ T, X\V ∈ KX}.

Osobine 4.1. 1. (X∗,T∗) je kompaktan prostor;

2. (X,T∗
X) = (X,T) tj. nasle�ena topologija nakon kompaktifikacije ista je kao i poqetna topo-

logija prostora;

3. (X,T) je otvoren potprostor od (X∗,T∗).

Stav 4.1. X∗ je T2 prostor akko je X T2 i lokalno kompaktan prostor.

Zadatak 4.1. Ako je X lokalno kompaktan i T2 prostor onda je X T31
2
prostor.

Rexe�e. Po prethodnom stavu je X∗ T2, pa kako je i kompaktan to je on i T4, samim time i T31
2
.

Kako je X otvoren potprostor od X∗ to �e i on biti T31
2
.
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Napomena 4.1. Ako su (X,TX) i (Y,TY ) topoloxki prostori i f : X → Y preslikava�e, onda f

indukuje preslikava�e na kompaktifikaciji f ∗ : X∗ → Y ∗. Pritom va�i

f ∗(x) =

{
f(x) ako x ∈ X,

ωY ako x = ωX .

Me�utim, ako je f neprekidno ne mora da znaqi da �e i f ∗ biti.

Definicija 4.1. Preslikava�e f : X → Y je svojstveno ako je neprekidno i ako (∀K ∈ KY )(f
−1(K) ∈

KX).

Zadatak 4.2. Dato je preslikava�e f : X → Y . Dokazati slede�e:

1. Ako je f svojstveno, onda je f ∗ neprekidno;

2. Ako je f ∗ neprekidno i Y je T2 prostor, onda je f svojstveno.

Rexe�e. 1. Neka je U ∈ T∗
Y .

(a) ωY /∈ U :

Onda je (f ∗)−1(U) = f−1(U) ∈ TX ⊆ T∗
X .

(b) ωY ∈ U :

Neka je U = V ⊔ {ωY }. Sada je (f ∗)−1(U) = f−1(V ) ⊔ {ωX}, pri qemu f−1(V ) ∈ TX . Da	e

je X\f−1(V ) = f−1(Y \V ) ∈ KX jer je f svojstveno. Odavde sledi da skup (f ∗)−1(U) jeste

otvoren u X∗ tj. f ∗ jeste neprekidno.

2. Kako je f ∗ neprekidno, to je i f = f ∗|X neprekidno preslikava�e.

Neka je K ∈ Ky. Kako je Y T2 prostor, to je K ∈ FY , pa je Y \K ∈ TY i Y \K ⊔ {ωY } ∈ T∗
Y .

Da	e, kako je f ∗ neprekidno, imamo da je (f ∗)−1(Y \K⊔{ωY }) = f−1(Y \K)⊔{ωX} = X\f−1(K)⊔
{ωX} ∈ T∗

X , pa po definiciji mora da bude f−1(K) ∈ KX tj. f je svojstveno.

Teorema 4.1. Ako je X ≈ Y , onda je i X∗ ≈ Y ∗.

Zadatak 4.3. Ako je X kompaktan i T2 prostor onda za x0 ∈ X va�i (X\{x0})∗ ≈ X. Dokazati.

Rexe�e. Neka je X0 = X\{x0}.
Definiximo preslikava�e f : X∗

0 → X sa

f(x) =

{
x , ako x ̸= ω,

x0 , ako x = ω.

f je bijektivno preslikava�e, i bi�e neprekidno (pokazuje se sliqno kao u prethodnom zadatku). Do-

datno, f : X∗
0 → X je preslikava�e iz kompakta u T2 prostor pa mora biti zatvoreno preslikava�e

tj. f je homeomorfizam.

Ve�ba 4.1. Pokazati da je f = f ∗|X neprekidno (iz drugog dela prethodnog zadatka).

Zadatak 4.4. Na�i kompaktifikaciju jednom taqkom prostora X ako je:

1. X = Rn;

2. X predstav	a tri otvorene du�i (zaob	en deo na kraju ukazuje na otvoreni deo)
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3. X :

4. X je poluravan

5. X :

6. X :

7. X :

8. X :
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9. X :

10. X :

11. X = S1 × R;

12. X = S2\{A,B,C} (gde su A, B i C neke tri taqke sa sfere).

Rexe�e. 1. (Rn)∗ ≈ (Sn\{∗})∗ ≈ Sn;

2. X∗ :

3. X∗ :
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4. X ≈ (D2\{∗})∗ ≈ D2;

5. X∗ :

6. X∗ :

7. X∗ :

8. X∗ :

9. X∗ :

10. X∗ :
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11. X∗ :

5 Lindelefovost, separabilnost, I i II aksioma prebroji-

vosti

Neka je dat topoloxki prostor (X,T).

Definicija 5.1. X je Lindelefov ako svaki otvoreni pokrivaq ima prebrojiv potpokrivaq.

Stav 5.1. X je Lindelefov akko svaka familija sa svojstvom prebrojivog preseka ima neprazan

presek.

Definicija 5.2. X je separabilan ako postoji D ⊆ X koji je prebrojiv i svuda gust u X tj. D = X.

Definicija 5.3. X zadovo	ava I aksiomu prebrojivosti ako za svako x ∈ X postoji prebrojiva

lokalna baza Bx tj. (∃Bx ⊆ Tx)(∀U ∈ Tx)(x ∈ U ⇒ (∃B ∈ Bx))(x ∈ B ⊆ U).

Definicija 5.4. X zadovo	ava II aksiomu prebrojivosti ako ima prebrojivu bazu.

Napomena 5.1. Ako X zadovo	ava II aksiomu prebrojivosti onda zadova	ava i I aksiomu prebro-

jivosti, separabilan je i Lindelefov.

Ve�ba 5.1. Dokazati tvr�e�e iz napomene.

Zadatak 5.1. Dokazati da je (R, S) Lindelefov, separabilan, zadovo	ava I aksiomu separabilno-

sti, ali ne i II.

Rexe�e. I aksioma: za x ∈ R, Bx = {[x, x+ 1
n
) | n ∈ N} je prebrojiva lokalna baza.

Separabilnost: Q = R.

Ne zadovo	ava II aksiomu: Neka je B proizvo	na baza od (R, S). Za x ∈ R postoji element baze

Bx ∈ B takav da x ∈ Bx ⊆ [x, x+ 1).

Definiximo funkciju F : R → B, x 7→ Bx. Tvrdimo da je F 1− 1 preslikava�e.

Neka je x ̸= y i (bez uma�e�a opxtosti) x < y. Onda x /∈ By odakle sledi Bx ̸= By tj. F je 1− 1..

Konaqno, kako je R neprebrojiv, a F 1− 1, to �e i B biti neprebrojiv.
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Lindelefovost: Neka je R = ∪
λ∈Λ

Ulambda otvoren (u S) pokrivaq.

Onda za svako xR ∃λx ∈ Λ i ∃bx ∈ R tako da x ∈ [x, bx) ⊆ Uλx . Neka je A = ∪
x∈R

(x, bx).

Ideja: R = A ∪ Ac. Uradimo slede�e:

1. Na�emo prebrojiv pokrivaq skupa A;

2. Doka�emo da je Ac prebrojiv. Samim tim ima prebrojiv pokrivaq.

3. Iskombinujemo prve dve stavke za dokaz tvr�e�a.

1. Svaki (x, bx) ∈ U, gde je U uobiqajena topologija, koja zadovo	ava II aksiomu prebrojivosti,

stoga A ima prebrojiv pokrivaq tj. A ⊆
∞
∪
i=1

(xi, bxi
) ⊆

∞
∪
i=1

Uλxi
.

2. Za svako x ∈ R ∃qx ∈ (x, bx) ∩Q.
Definiximo funkciju g : Ac → Q, x 7→ qx. Treba da poka�emo da je q 1− 1 preslikava�e.

Pretpostavimo suprotno, da postoje x, y ∈ Ac, x ̸= y i qx = qy. Neka je da	e, bez uma�e�a

opxtosti x < y. ALi onda bi moralo da va�i y ∈ (x, bx) tj. y ∈ A, xto je kontradikcija. Ovo

povlaqi da funkcija g jeste 1− 1 tj. da skup Ac jeste prebrojiv.

Napomena 5.2. 1. Svojstvo zadovo	avati I i II aksiomu prebrojivosti jeste nasledno.

2. Lindelefovost je slabo nasledno svojstvo. Drugim reqima, ako je X Lindelefov i A ⊂ X,

A ∈ Fx, onda je A Lindelefov.

Stav 5.2. Ako je (M,d) metriqki prostor, onda je M separabilan akko M zadovo	ava II aksiomu

prebrojivosti.

Ve�ba 5.2. Dokazati prethodni stav.

Primer 5.1. 1. Rn nije kompaktan ali jeste Lindelefov jer je metriqki prostor i separabilan

je (Qn = Rn).

2. (R, S) nije metrizabilan.
Ako bi bio metrizabilan, onda bi po prethodnom stavu zadovo	avao II aksiomu prebrojivosti

(jer je separabilan), xto smo pokazali da nije taqno.

Zadatak 5.2. Dat je metriqki prostor (M,d). Ako je M Lindelefov dokazati da zadovo	ava II

aksiomu prebrojivosti.

Rexe�e. Neka je n ∈ N. Kako je M Lindelefov, to pokrivaq M ⊆ ∪
x∈M

B(x, 1
n
) ima prebrojivi

potpokrivaq tj. M ⊆ ∪
m∈N

B(xn,m,
1
n
).

Lako se vidi da onda B = {B(xn,m,
1
n
) | n,m ∈ N} jeste jedna prebrojiva baza od M tj. M zadovo	ava

II aksiomu prebrojivosti.

Lema 5.1. Dat je (X,T) topoloxki prostor. Neka je x ∈ X i neka je Bx lokalna baza od x. Tada

je ∩
B∈Bx

B = ∩
U∈T
x∈U

U .

Zadatak 5.3. Ako je X neprebrojiv, onda (X,Tcc) ne zadovo	ava II aksiomu prebrojivosti.

Rexe�e. Pretpostavimo suprotno, ∀x ∈ X postoji prebrojiva lokalna baza Bx.

Onda va�i ∩
B∈Bx

B = ∩
U∈T
x∈U

U = {x}c jer za y ̸= x {y}c ∈ Tcc.

Ali onda je ∪
B∈Bx

Bc = X\{x} gde je skup sa leve strane prebrojiva unija prebrojivih skupova, dakle
i sam prebrojiv, dok je skup na desnoj strani neprebrojiv. Kontradikcija.
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Zadatak 5.4. Neka je X topoloxki prostor i neka su T1,T2 dve topologije na X takve da je T1 ⊂ T2.

Proveriti:

1. Ako je (X,T1) separabilan, onda je i (X,T2) separabilan.

2. Ako je (X,T2) separabilan, onda je i (X,T1) separabilan.

3. Ako (X,T1) zadovo	ava I aksiomu prebrojivosti, onda i (X,T2) zadovo	ava I aksiomu prebro-

jivosti.

4. Ako (X,T2) zadovo	ava I aksiomu prebrojivosti, onda i (X,T1) zadovo	ava I aksiomu prebro-

jivosti.

5. Ako (X,T1) zadovo	ava II aksiomu prebrojivosti, onda i (X,T2) zadovo	ava II aksiomu pre-

brojivosti.

6. Ako (X,T2) zadovo	ava II aksiomu prebrojivosti, onda i (X,T1) zadovo	ava II aksiomu pre-

brojivosti.

7. Ako je (X,T1) Lindelefov, onda je i (X,T2) Lindelefov.

8. Ako je (X,T2) Lindelefov, onda je i (X,T1) Lindelefov.

Rexe�e. 1. Netaqno. Primer: X = R, T1 = U, T2 = Td.

2. Taqno.

3. Netaqno. Primer: X = R, T1 = Ta, T2 = Tcc.

4. Netaqno. Primer: X = R, T1 = Tcc, T2 = Td.

5. Netaqno. Primer: X = R, T1 = U, T2 = S.

6. Netaqno. Primer: X = R, T1 = Tcf , T2 = U.

7. Netaqno. Primer: X = R, T1 = U, T2 = Td.

8. Taqno.

Ve�ba 5.3. U prethodnom zadatku utvrditi stavke koje su taqne (tj. napisati dokaz).

Zadatak 5.5. Ako je X regularan i Lindelefov onda je on i normalan. Dokazati.

Rexe�e. Neka su A,B ∈ FX\{∅}, A ∩B = ∅, i neka je x ∈ A.

Odavde x ∈ Bc pa iz uslova regularnosti imamo da ∃Ux ∈ T tako da x ∈ Ux ⊆ Ux ⊆ Bc.

Sliqno, za y ∈ B, ∃Vy ∈ T, y ∈ Vy ⊆ Vy ⊆ Ac.

Sada imamo otvorene pokrivaqe A ⊆ Ux
x∈A

, B ⊆ Vy
y∈B

. Kako su (iz slabe naslednosti) A i B Lindele-

fovi prostori, to ovi pokrivaqi imaju prebrojive potpokrivaqe, tj. A ⊆ Ui
i∈N

, B ⊆ Vj
j∈N

.

Neka je Y1 = U1\V1, Y2 = U2\(V1 ∪ V2), Y3 = U3\(V1 ∪ V2 ∪ V3),...

Definiximo U = ∪
i∈N

Yi ∈ T. Kako je A ∩ Vk, ∀k ∈ N, to je A ⊆ U .

Sliqno, neka je W1 = V1\U1, W2 = V2\(U1 ∪ U2),...

Definiximo V = ∪
j∈N

Wj ∈ T. Kao malopre, va�i�e Y ⊆ V .

Ostalo je jox proveriti da li je U ∩ V = ∅?
Pretpostavimo suprotno, ∃a ∈ U ∩ V . Drugim reqima, ∃k, l ∈ N takvi da a ∈ Yk, a ∈ Wl. Neka je, bez

uma�e�a opxtosti k ≥ l. Onda a ∈ Yk = Uk\(V1∪...∪Vl∪...∪Vk) tj. a /∈ Vl. Ali, a ∈ Wl = Vl\(U1∪...∪Ul)

tj. a ∈ Vl, Kontradikcija.
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6 Koliqniqki prostori

Definicija 6.1. Preslikava�e f : (X,TX) → (Y,TY ) je koliqniqko ako je NA i ako za svako

B ⊆ Y va�i da je B ∈ TY akko f−1(B) ∈ TX .

Primer 6.1. Preslikava�e 1R : (R,U) → (R,Ta) je neprekidno, NA, ali nije koliqniqko.

Stav 6.1. Neka su data preslikava�a f : X → Y i g : Y → Z gde je f koliqniqko. Tada je g

neprekidno akko je g ◦ f neprekidno.

Zadatak 6.1. Neka su p : X → Y i f : Y → X neprekidna preslikava�a takva da je p◦ f = 1Y . Tada

je p koliqniqko. Dokazati.

Rexe�e. Kako je 1Y = p ◦ f NA preslikava�e, to isto mora da va�i i za p.

Dodatno, p je neprekidno.

Neka je B ⊆ Y takvo da p−1(B) ∈ TX . Sada je B = 1−1
Y (B) = (p ◦ f)−1(B) = f−1 ◦ p−1(B). Kako je

p−1(B) ∈ TX i f neprekidno, to je f−1 ◦ p−1(B) ∈ TY tj. B ∈ TY . Ovim je dokaz zavrxen.

Definicija 6.2. Neka je A ⊆ X. Preslikava�e r : X → A je retrakcija ako je neprekidno i ako

(∀a ∈ A) r(a) = a.

Napomena 6.1. Neka je iA : A ↪→ X inkluzija. Primetimo da je iA ◦ r = 1A tj. r je koliqniqko (iz

prethodnog zadatka).

A X

A

Definicija 6.3. A ⊆ X je retrakt ako postoji retrakcija r : X → A.

Zadatak 6.2. Neka je p : X → Y koliqniqko, Y povezan i za svako y ∈ Y , p−1(y) je povezan. Tada je

i X povezan. Dokazati

Rexe�e. Neka je f : X → {0, 1} neprekidno preslikava�e. Definiximo preslikava�e g : Y → {0, 1}
na slede�i naqin:

g(y) = f(x) za p(x) = y. p je NA preslikava�e, pa ovakvo x uvek postoji.

Da li je g dobro definisano?

p−1(y) je povezan, pa je f |p−1(y) = const. Stoga g(y) ne zavisi od izbora x ∈ p−1(y).

Sada imamo da je f = g ◦ p, pa kako je f neprekidno, a p koliqniqko, to je i g neprekidno (po stavu).

Da	e, kako je Y povezan, to je g = const pa iz f = g ◦ p imamo da je i f = const tj. X je povezan.

Definicija 6.4. Neka je X topoloxki prostor, Y skup i f : X → Y NA preslikava�e. Koliq-

niqka topologija na Y definixemo kao TY = {u ⊆ Y | f−1(U) ∈ TX}. To je najfinija topologija na
Y takva da je f neprekidno preslikava�e.

Napomena 6.2. 1. Ako je ∼ relacija ekvivalencije na prostoru X, onda imamo prirodnu pro-

jekciju π : X → X/ ∼, x 7→ [x].

Definiximo topologiju na X/ ∼ kao koliqniqku topologiju. X/ ∼ je koliqniqki prostor.

2. Ako je X topoloxki prostor i A ⊆ X onda imamo relaciju ekvivalencije ∼ na X datu sa

x ∼ y ako x = y ili x, y ∈ A. Tada definixemo X/A := X/ ∼.

Primer 6.2. 1. X/X ≈ ∗;

2. D2/S1 ≈ S2;
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3. [0, 3]/{1, 2, 3} ≈ S1 ∨ S1 ∨ S1.

Napomena 6.3. Ako su X i Y topoloxki prostori i f : X → Y neprekidno preslikava�e, onda

imamo relaciju ekvivalencije ∼ na X zadatu sa x ∼ y ako f(x) = f(y). Definixemo X/f := X/ ∼.

Primer 6.3. Neka je X = R2. Definiximo relaciju ekvivalencije ∼ na X datu sa (x, y) ∼ (z, w)

ako x− z, y − w ∈ Z.
X/ ∼≈ T 2 tj. X/ ∼ je homeomorfan torusu.

Primer 6.4. Projektivni prostori:

RP n := Sn/ ∼, gde je x ∼ −x;

Ili ekvivalentno:

RP n := Dn/ ∼, gde je x ∼ x za x ∈ Dn i x ∼ −x za x ∈ ∂Dn.
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