Uvod u matematicku logiku — 3. cas

Skupovi, skupovne operacije i karakteristicne funkcije

Skupovi i skupovne operacije

1. Osnovni pojmovi i oznake

Skup je kolekcija objekata koje nazivamo njegovim elementima. Oznaka x € A znadi da je x element
skupa A, a z ¢ A da nije. Redosled navodenja elemenata nije bitan, a ponavljanje istog elementa ne
menja skup. Na primer, {1,2} = {2,1} = {1,1,2}.

Prazan skup, oznacen sa &, nema nijedan element. Kada koristimo komplement, podrazumevamo
da su svi posmatrani skupovi podskupovi istog univerzalnog, odnosno ambijentalnog skupa U.
U zadacima u kojima je X nepoznati skup, slovo U éemo Kkoristiti za univerzalni skup da ne bismo
mesali te dve uloge.

Podskup i jednakost skupova. Kazemo da je A podskup skupa B ako je svaki element skupa A
ujedno element skupa B:

ACB <+ VrxeU(xecA=uzebB).

Ova oznaka dopusta i sluéaj A = B. Ako dodatno vazi A # B, onda je A pravi podskup skupa B, $to
pisemo A C B. Skupovi su jednaki ako imaju iste elemente:

A=B <<= VeeU (reA<=zeB)
<— ACB i BCA.

Zato jednakost skupova mozemo dokazati na dva nacina: dokazivanjem obe inkluzije ili pokazivanjem
da proizvoljan element pripada levoj strani ako i samo ako pripada desnoj strani.

Za svaki skup A vazi @ C Ai A C A. Prva tvrdnja sledi iz toga $to ne postoji element praznog skupa
koji bi mogao da prekrsi uslov za podskup. Logicki, implikacija sa netacnom pretpostavkom je tac¢na.

Osnovne skupovne operacije. Za A, B C U definisemo:

AUB={zeU|z €A V z € B}, unija,

ANB={zecU|x€ A AN z € B}, presek,

A\B={zeU|xze A N z ¢ B}, razlika,

AAB = (A\B)U(B\ A), simetricna razlika,
A°=U\ A, komplement u skupu U.

U uniji je dovoljno da element pripada bar jednom skupu, a dozvoljeno je da pripada i oboma. U
preseku mora pripadati oboma. U simetriénoj razlici mora pripadati tacno jednom od ta dva skupa.
Zato takode vazi

AAB =(AUB)\ (AN B), A\ B=An B

Skupovi A i B su disjunktni ako nemaju zajednic¢kih elemenata, odnosno ako je AN B = &.



Osnovne osobine. Sledeée jednakosti vaze za proizvoljne skupove A, B,C C U:

Idempotentnost: AUA=A, ANA=A
Komutativnost: AUB=BUA, ANB=BnNA.
Asocijativnost: AU(BUC)=(AUuB)UC,
AN(BNnC)=(AnB)NnC.
Distributivnost: AN(BUC)=(ANnB)U(ANCQO),
AU(BNC)=(AUuB)N(AuUQ).
De Morganovi zakoni: (AN B)¢ = A°U B¢,

(AUB)¢ = A°n B-.
Prazan i univerzalni skup: AU@ =A4, ANQ =0,
AuU=U, AnU=A.
Komplement: AUA=U, ANA°=g,
(A°)° = A.
Presek je sadrzan u svakom od skupova, a svaki od skupova je sadrzan u njihovoj uniji:
ANBCA, ANBCB, ACAUB, BCAUB.
Posebno su korisne ekvivalencije

ACB <+« ANB=A <+ AUB=B.

Prevodenje na jezik iskazne logike. Za jedan fiksiran, ali proizvoljan element y € U oznacimo
iskaze
a:(ye€A), b:(y € B), c:(yel).

Njihove istinitosne vrednosti su 1 za ta¢no i 0 za neta¢no. Oznake A, V i = znace redom 4, ili i negaciju.
Oznaka <= znaci ako ¢ samo ako. Iskljucivo ili, oznaceno sa V, definiSemo ekvivalencijom:

aVb <= (aAN-b)V(—aAb).

Ona je tacna kada su vrednosti a i b razli¢ite. Tako ¢lanstvo u AU B, AN B, A\ B i AAB odgovara
redom formulama a Vb, a Ab,a A—-biaVb.

Tablica istinitosti proverava sve kombinacije istinitosnih vrednosti. Dve formule su ekvivalentne
ako imaju istu vrednost u svakom redu. Kod skupovne jednac¢ine dodatno uvodimo iskaz £ : (y € X).
Trazimo formulu & = £(a, b), odnosno & = £(a, b, ¢), koja ¢lanstvo u nepoznatom skupu izrazava preko
clanstva u datim skupovima. Za svaki izbor ulaznih vrednosti trazimo vrednost & za koju su leva i
desna strana jednacine jednake.

Oznake u tablicama. Sa w; oznacavamo valuaciju iz i-tog reda. Za dva iskazna slova redosled
ulaznih vrednosti bice:

(wi(a), wi(b)) = (0,0), (wa(a),wa(b)) = (0,1),
(w3(a), w3 (b)) = (1,0), (wa(a),ws(b)) = (1,1).

Za tri slova koristimo redom trojke 000,001,010,011,100, 101,110,111, oznacene sa wyq,...,ws. Oz-
naka w;(G) predstavlja vrednost formule G pri valuaciji w;.

U zadacima sa nepoznatim skupom pisemo v; = w;(§) € {0,1} za nepoznatu vrednost trazene
formule u tom redu. Dakle, w; je valuacija, a v; njen izlaz na formuli £. Zapis —wv; oznacava suprotnu
vrednost: 1 ako je v; = 0, odnosno 0 ako je v; = 1. Najpre u tablici ostavljamo vrednosti v; nepoznatim,
pa ih odredujemo iz uslova zadatka. Konacna kolona daje zavisnost £ od ulaza a,b, odnosno a, b, c.
Ako je u nekom redu dozvoljeno vise izlaznih vrednosti, to predstavlja slobodu pri izboru resenja.

Disjunktivna normalna forma (DNF) je disjunkcija konjunkcija iskaza i njihovih negacija. Iz
potpune tablice moze se dobiti tako $to za svaki red u kome je rezultat 1 napiSsemo konjunkciju koja
opisuje bas taj red, a zatim te konjunkcije spojimo sa V. Na primer, red (a,b,c) = (0,1, 1) odgovara
izrazu —a A b A ¢, odnosno skupu AN BN C.



2. Zadaci sa skupovnim operacijama

Zadatak 1. Dokazati da za sve skupove A, B, C vazi

|AN(BAC) = (AN B)A(ANC). |

Resenje. Leva strana sadrzi elemente koji pripadaju skupu A i tacno jednom od skupova B, C. Desna
strana sadrzi elemente koji pripadaju tacno jednom od skupova ANB i ANC. Ako element ne pripada
skupu A, ne pripada nijednoj strani. Ako pripada skupu A, oba uslova svode se na to da pripada
tacno jednom od skupova B, C. Ovim je veé¢ objasnjena sustina dokaza.

Da bismo ga zapisali pomocu logic¢kih ekvivalencija, za proizvoljan y € U ozna¢imo a : (y € A),
b:(ye B)ic:(yeC). Treba dokazati

aN(bVe) <= (aAb)V(aAc).

Stavimo L =a A (bVc)i R=(aAb)V(aAc),a F =L <« R. Za svaku valuaciju w; izracunavamo
obe strane i vrednost v; = w;(F). Potpuna tablica glasi:

w; a b ¢ bVe aANb anc L R vy
wp 0 0 0 O 0 0 0 0 1
wy 0 0 1 1 0 0 0 0 1
wg 0 1 0 1 0 0 0 0 1
wgy 0 1 1 0 0 0 0 0 1
ws 1 0 0 0 0 0 0 0 1
wg 1 0 1 1 0 1 1 1 1
wry 1 1 0 1 1 0 1 1 1
wg 1 1 1 0 1 1 0 0 1

U zaglavljima a, b, c, L, R podrazumevamo vrednosti pri valuaciji navedenoj u prvom stupcu. Kolone
L i R jednake su u svim redovima, pa je v; = vg = --- = vg = 1. Formula F je, dakle, tautologija.
Prema tome,

ye AN(BAC) <= aAN (bVc)
< (aAb)V(aAc)
<—yec(ANB)AANC).

Posto ovo vazi za svaki y, posmatrani skupovi su jednaki.

Zadatak 2. Dokazati ekvivalenciju

[AN(BUC)=(ANB)UC <= CCA

Resenje. Dokazujemo oba smera.

Prvi smer. Pretpostavimo da je AN(BUC) = (ANB)UC. Za proizvoljan y € C' vaziy € (ANB)UC.
Zbog pretpostavljene jednakosti tada je y € AN (B UC), pa posebno y € A. Dakle, svaki element
skupa C' pripada skupu A, odnosno C' C A. Isti argument kra¢e mozemo zapisati:

CC(ANB)UC =AN(BUC)C A.

Drugi smer. Pretpostavimo da je C C A. Tada je ANC = C, jer presecanjem sa A ne gubimo nijedan
element skupa C. Po distributivnosti dobijamo

AN(BUC) = (ANB)U(ANC) = (ANB)UC.



Time je ekvivalencija dokazana. Uslov C' C A potreban je zato Sto leva strana sadrzi samo elemente
iz A, dok se na desnoj strani ceo skup C neposredno dodaje uniji.

Provera tablicom. Za iskaze ¢lanstva a,b, ¢ stavimo L =a A (bV¢), D= (aAb)VeciF =L D.
U svakom redu oznacimo v; = w;(F):

w,; a b ¢ L D v, c—a
wp 0 0 0 0 0 1 1
wy 0 0 1 0 1 0 0
w3 0 1 0 0 0 1 1
wg 0 1 1 0 1 0 0
ws 1 0 0 0 0 1 1
wg 1 0 1 1 1 1 1
wy 11 0 1 1 1 1
wg 1 1 1 1 1 1 1

Dakle, v9 = v4 = 0, a ostale vrednosti v; jednake su 1. Kolone v; i ¢ — a podudaraju se: jednakost
¢lanstava vazi tacno kada vazi implikacija ¢ — a. Da bi skupovi bili jednaki, ovaj uslov mora vaziti
za svaki element y € U, sto upravo znacéi C C A.

Zadatak 3. Za date skupove A, B resiti jedna¢inu po nepoznatom skupu X:

AUX =(ANX)AB.

Resenje. Za proizvoljan y € U uvedimo iskaze a : (y € A),b: (y € B)i¢: (y € X). Trazimo formulu
& = &(a,b): njena istinitosna vrednost treba da bude odredena vrednostima a i b. Skupovna jednacina
zahteva da za svaki y bude istinita formula

F=(ave) e ((ang) V).
Za cetiri valuacije ulaza a,b oznacimo nepoznate izlaze sa
U1 25(0)0)7 V2 :g(o) 1)7 U3 25(1)0)7 V4 25(1)1)

Ovde £(0,1) znaci vrednost trazene formule kada je @ = 01 b = 1; to je isto Sto i wa(§). Najpre
popunjavamo tablicu pomoéu nepoznatih vrednosti v;:

wi a b €ab) aVE ant (aAEVL T(F)

w; 0 0 o o 0 0 ]
we 0 1 Vg Vg 0 1 ()
wg 1 0 V3 1 VU3 V3 U3
wy 1 1 Vg 1 o Uy Uy

Jednakost dveju strana zahteva vrednost 1 u poslednjoj koloni. Iz redova redom dobijamo uslove
-1 = 1, Vo = 1, v3 = 1, W4 = 1,

odnosno

v =v4 =0, v =vg = 1.

Sada izdvojimo konac¢nu tablicu trazene formule:



w; a b &(a,b) =
wy 0 0 0
w9 0 1 1
w3 1 0 1
wg 1 1 0

Van oba skupa A, B element ne sme biti u X; u B\ A mora biti u X; u A\ B takode mora biti u X;
u preseku AN B ne sme biti u X. Dobijene vrednosti 0, 1, 1,0 upravo su vrednosti formule a V b. Zato
je &(a,b) & a V. b. Zato je jedino moguce resenje

X = AAB =(A\B)U(B\ A).|

Provera. Za X = AAB vazi
AUX =AUB, ANX =A\B.
Skupovi A\ B i B su disjunktni, pa je njihova simetri¢na razlika jednaka uniji. Stoga
(ANX)AB=(A\B)AB=(A\B)UB=AUB=AUX.
Dakle, pronadeni skup zaista zadovoljava jednacinu. Jedinstvenost sledi iz toga $to je u svakom redu
tablice vrednost £ odredena.
Zadatak 4. Za date skupove A, B, C resiti jednacinu
(ANB)UX =(ANnBNX)UC,

uz dodatni uslov
ANBNCCX.

Resenje pomocdu tablice istinitosti. Za proizvoljan y € U oznaéimo clanstva u A, B,C, X sa
a,b,c,&. Ovde trazimo formulu £ = £(a, b, ¢). Stavimo

L=(aNnb)VE, D=(anbN&)Ve.

Jednacina zahteva da je F' = L < D istinita, a dodatni uslov zahteva da je istinita i formula H =
(a ANbAc)— £ Nepoznate vrednosti po redovima oznacimo sa

Dakle, v; = w;(§). Popunjavamo simboli¢ku tablicu:

w; a b ¢ &a,b,c) L D wi(F) wi(H)
wp 0 0 0 U1 vi; O -y 1
wey 0 0 1 Vo vy 1 Vs 1
w3 0 1 0 VU3 vy O U3 1
wy 0 1 1 Uy vg 1 V4 1
ws 1 0 0 Vs vs O 5 1
weg 1 0 1 Vg vg 1 Vg 1
wry 1 1 0 V7 1 vy U7 1
wg 1 1 1 Vg 1 1 1 or




Obe poslednje kolone moraju imati samo vrednost 1. Jednacina u prvih sedam redova daje
U1:U3:’U5:0, ’02:1}4:116:117:1.

U osmom redu sama jednacina vazi za obe vrednosti vs, jer je wg(F') = 1 nezavisno od izbora. To su
elementi iz AN BN C. Medutim, wg(H) = vs, pa dodatni uslov daje vg = 1. Konac¢na tablica zato
glasi:

w; a b ¢ &la,bc)=1v;
wp 0 0 O 0
wy, 0 0 1 1
wg 0 1 0 0
wyg 0 1 1 1
ws 1 0 0 0
wg 1 0 1 1
wy 1 1 0 1
wg 1 1 1 1

Tako je ¢lanstvo u X potpuno odredeno vrednostima a, b, c.

Prema redovima u kojima je & = 1, potpuna DNF glasi

£ <= (maN-bAc)V(maNbAc)
V(aAN=bAc)V(aAbA=c)V (aNbAec).

Prevodenjem nazad na skupove dobijamo oblik iz priloga:
X =(A°NB°NC)U(A°NBNC)
UANB NC)U(ANBNCY)U(ANBNO).

Prvi, drugi, treéi i peti ¢lan zajedno pokrivaju ceo skup C': za svaki element skupa C' postoje upravo
Cetiri moguénosti clanstva u A, B. Cetvrti ¢lan je (AN B) \ C. Zato se rezultat pojednostavljuje na

X=CU((ANB)\C) = |X=(ANB)UC.|

3. Dekartov proizvod, partitivni skup i broj elemenata
Uredeni par i Dekartov proizvod. U uredenom paru (a,b) bitan je redosled koordinata:
(a,b) =(c,d) <= a=cib=d.

Dekartov proizvod skupova A i B je skup svih uredenih parova ¢ija je prva koordinata iz A, a druga
iz B:
Ax B={(a,b)|a€ A, be B}.

Dakle, (z,y) € Ax B <= (z € ANy € B). U opstem slucaju A x Bi B x A nisu isti skup. Ako
jedan faktor nema elemenata, ne mozemo formirati nijedan par:

OxA=AXx 0 =0a.

Obrnuto, ako su oba faktora neprazna, mozemo izabrati po jedan element iz svakog, pa je njihov
proizvod neprazan. Zato
AXB#0 << A#90 i B#aJ.



Broj elemenata i princip proizvoda. Za konacan skup A, oznaka |A| predstavlja njegov broj
elemenata. Ako je |A| = m i|B| = n, onda

[|A x B| = mn.]

Za svaku od m moguéih prvih koordinata imamo n mogucéih drugih koordinata. Time dobijamo m
disjunktnih grupa po n parova, odnosno ukupno mn parova. Ovo je princip proizvoda.

Partitivni skup. Partitivni skup (ili skup svih podskupova) skupa A je
P(A)={B| B C A}.

Vazno je razlikovati a € Ai B € P(A): elementi partitivhog skupa su skupovi, konkretno podskupovi
skupa A. Prazan skup i ceo skup A uvek su medu tim podskupovima:

@ e P(A), A e P(A).

Ako je |A| = n, tada
|P(A)| = 2.

Dokaz. Za svaki od n elemenata odlucujemo da li ¢e pripadati izabranom podskupu. Postoje ta¢no
dve moguénosti: uklju¢ujemo ga ili ga ne ukljuc¢ujemo. Svaki niz tih odluka odreduje ta¢no jedan
podskup, a svaki podskup daje tacno jedan takav niz. Prema principu proizvoda ukupan broj izbora
je2-2.-.-2=2" Zan =0 postoji samo jedan podskup, sam prazan skup, pa je i tada formula tacna:

n faktora

P@)={o}i|P(@)|=1=2°

4. Zadaci sa partitivnim skupom i Dekartovim proizvodom

Zadatak 5. Naci P(S5) u sledeéim slucajevima:
a) S={a}, b S={a}}, o S={g{7}}

Objasnjenje oznaka. Skup @ nema elemenata. Skup {@} ima jedan element, a taj element je
prazan skup. Skup {{@}} takode ima jedan element, ali njegov jedini element je skup {@}. Zato su
ovi skupovi razli¢iti; dodatne zagrade menjaju koji objekat je element skupa.

a) Skup S = {@} ima jedan element. Njegovi podskupovi dobijaju se tako Sto taj element izostavimo
ili uklju¢imo:

(P({2}) = {2,{2}} |

Prvi navedeni podskup je prazan, a drugi je ceo skup S. Provera broja: |S| = 1, pa je |P(S)| = 2! = 2.

b) Sada je jedini element skupa S objekat {@}. Njegovim izostavljanjem dobijamo &, a uklju¢ivanjem
ceo skup {{@}}. Zato

P({{2}}) = {2, {{2}}} |

Ponovo je |S| =11 |P(S)| = 2. Skup {@} nije podskup ovog S: za to bi bilo potrebno @ € S, a jedini
element skupa S je {@}, koji nije jednak praznom skupu.

¢) Skup S = {@,{2}} ima dva razlicita elementa. MoZemo izabrati nijedan, samo prvi, samo drugi
ili oba. Dobijamo

P(S) = {2.{2}, {{a}} {2, {2}}}.

Cetiri navedena podskupa imaju redom 0,1,1,2 elementa. Provera broja: |S| = 2, pa je |P(S)| =
22 = 4.




Zadatak 6. Dokazati da za sve skupove A, B, C, D vazi

[(AxB)U(Cx D)< (AUC) x (BUD).]

Resenje. Neka je (z,y) € (A x B)U (C x D). Tada postoje dve moguénosti. Ako je (z,y) € A x B,
imamox € A C AUC iy € BC BUD. Akoje (z,y) € CxD,imamox € C C AUCiy e D C BUD.
U oba slucaja (z,y) € (AUC) x (BU D). Posto smo krenuli od proizvoljnog para sa leve strane,
inkluzija je dokazana.

Isti dokaz mozemo zapisati u logickom obliku:
(z,y) € (Ax B)U (C x D)
<~ (x€e ANyeB)V(xeCAyeD)
=€ AUCAye BUD
— (z,y) € (AUC) x (BUD,).

U sredini stoji implikacija, jer prelaskom na veéi skup mogu nastati dodatni parovi.

Zasto obrnuta inkluzija ne vazi u opstem slucaju? Na desnoj strani dozvoljeno je nezavisno
birati prvu koordinatu iz A ili C', a drugu iz B ili D. Zato vazi

(AUC) x (BUD)=(Ax B)U(Ax D)
U(C x B)U(C x D).

Leva strana zadate inkluzije sadrzi samo prvi i poslednji ¢lan ove unije; parovi iz preostala dva ¢lana
mogu biti novi. Na primer, uzmimo

A=B={0}, C=D={1}.

Tada je
(Ax B)U(C x D) =1{(0,0),(1,1)},

dok je
(AUC) x (BUD)=1{(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}.

Par (0,1) pripada desnoj strani, ali ne pripada levoj. Time je data konkretna potvrda da obrnuta
inkluzija nije opste pravilo.

Zadatak 7. Neka su A i B neprazni skupovi i neka vazi
(AxB)U(BxA)=CxD.

Dokazati da je

[ A=B=C=D.]

Resenje. Najpre ¢emo pokazati C = D = AU B, a zatim A = B. Oznac¢imo T'= AU B.

Prvi korak: C i D su neprazni. Po$to su A i B neprazni, njihov proizvod A x B je neprazan. Zato je
i njegova unija sa B x A neprazna. Iz zadate jednakosti sledi C' x D # @&, pa sui C' i D neprazni.

Drugi korak: C CT ¢ D CT. Na osnovu prethodnog zadatka,
CxD=(AxB)UBxA) C(AUB)x (BUA)=T xT.

Izaberimo dy € D. Za svaki ¢ € C vazi (¢,dp) € C x D CT x T, paje ceT. Dakle, C CT. Sli¢no,
izaberimo ¢y € C. Za svaki d € D vazi (cp,d) € T x T, pajed € T. Zato je D C T. Nepraznost
faktora ovde je potrebna da bismo mogli izabrati drugu koordinatu za svaki element koji posmatramo.

Treci korak: T C C' i T C D. Oba proizvoda na levoj strani sadrzana su u C' x D:

AxBCCxD, BxACC x D.



Za proizvoljan a € A izaberimo by € B. Iz (a,by) € C x D dobijamo a € C, a iz (by,a) € C x D
dobijamo a € D. Prema tome, A C C'i A C D. Za proizvoljan b € B izaberimo ag € A. Iz
(b,ap) € C' x D dobijamo b € C, a iz (ag,b) € C x D dobijamo b € D. Dakle, BC C'i B C D. Unijom
tih inkluzija sledi

T=AUBCC, T=AUBCD.

Zajedno sa drugim korakom zakljucujemo

C=D=T=AUB.

Ceturti korak: A = B. Sada zadatu jednakost mozemo zapisati kao
(AxB)U(BxA)=TxT.

Neka je t € T proizvoljan. Tada je (t,¢t) € T x T, pa (t,t) mora pripadati A x B ili B x A. U prvom
sluéaju imamo t € A it € B; u drugom takode imamo t € B it € A. Zato u oba slucaja t € AN B.
Prema tome,

AUB=TCANB.

Kako uvek vazi AN B C A,B C AUB, sledi A = B =T. Uz veé dobijeno C = D = T konac¢no
dobijamo A =B =C = D.

Pretpostavka da su A i B neprazni je bitna. Ako je, na primer, A = C = @, B = {1} i D = {2},
zadati proizvodi su svi prazni i jednakost vazi, ali skupovi nisu svi jednaki.

Karakteristicne funkcije skupova
Definicija i primer

Neka je U fiksirani univerzum, odnosno skup svih elemenata koje posmatramo. Svaki skup u ovom
delu je podskup skupa U. Ako je A C U, njegova karakteristicna funkcija, koja se naziva i
indikator skupa, jeste funkcija

1, z€A,

XA:U_>{071}7 XA(:I:):{O QZ¢A

Dakle, xa(x) odgovara na pitanje da li x pripada skupu A: vrednost 1 znaci da pripada, a vrednost
0 da ne pripada. Komplement A€ uvek se uzima u odnosu na izabrani univerzum, pa je A°=U \ A.

Primer. Za U =1{0,1,2} i A ={0,2} dobijamo

xa(0)=1,  xa(1)=0, xa(2)=1

Broj 0 jeste element skupa A, pa je vrednost funkcije u toj tacki 1. Treba razlikovati sam element
univerzuma od vrednosti njegove karakteristicne funkcije.

Skupovne operacije kao racunske formule

Sabiranje i mnozenje funkcija obavlja se tacka po tacka: za svako x € U ra¢unamo sa vrednostima
funkcija u istoj tacki x. U ovom pododeljku racunamo u obi¢noj aritmetici realnih brojeva. Radi
kraceg zapisa, za fiksirano z € U stavimo

a=xa(z), b= xp(x).



Posto su a,b € {0,1}, vazi a®> = a i b> = b. Osnovne formule su

= xa(z)(1 = x5(2)) = xa(z) — xa(z)xp(z),
xauB(z) = xa(r) + xB(r) — xa(z)xB(2),
= xa(z) + xB(7) — 2xa(2)xB(2).

Ovde je AAB = (A\ B)U(B\ A) simetri¢na razlika: ona sadrzi elemente koji pripadaju ta¢no jednom
od skupova A i B.

Zasto formule vaze? Za prazan skup nijedan element nije ¢lan, dok univerzumu pripada svaki
posmatrani element. Proizvod ab jednak je 1 upravo kada je a = b = 1, Sto je uslov za pripadnost
preseku. Izraz 1—a menja 0 u1lil u 0, pa predstavlja komplement. Razlika skupova je A\ B = ANB¢,
otuda

Xa\B(7) = a(l —b) = a—ab.

De Morganov zakon AU B = (A°N B€)¢ daje
XauB(z)=1—(1—-a)(1 —b) =a+b— ab.

Skupovi A\ B i B\ A su disjunktni: element ne moze istovremeno pripadati skupu A i ne pripadati
mu. Zato se njihovi indikatori pri uniji samo sabiraju, pa

xanB(x) = (a — ab) + (b — ab) = a + b — 2ab.
Na primer, kada x € AN B, u poslednjoj formuli dobijamo 1+ 1 — 2 = 0, kao S$to zahteva definicija

simetri¢ne razlike.

Sve navedene operacije mogu se izraziti pomocéu preseka i komplementa: razlika je presek sa kom-
plementom, uniju daje De Morganov zakon, a simetri¢na razlika je unija dve razlike. To odgovara
Cinjenici iz logike da su konjunkcija A i negacija — potpuni sistem veznika: pomodu njih mogu se
izraziti svi ostali logicki veznici.

Racunanje u Z,

Skup {0, 1} moZemo posmatrati kao Zg, skup ostataka pri deljenju sa 2. Rezultat sabiranja i mnozenja
uzimamo po modulu 2:

w; a b a+buZy abuZs
wp 0 0 0 0
wy 0 1 1 0
wg 1 0 1 0
wy 1 1 0 1

Oznacavanje redova sa w; prati prethodne tablice: svaki red predstavlja jedan izbor ulaznih vrednosti
a i b. Sabiranje i mnozenje su komutativni i asocijativni, a mnozenje je distributivno prema sabiranju.
Pritom za svaki a € Zo vazi

aQ:a, a+a=0, —a = a.
Zato su oduzimanje i sabiranje u Zy ista operacija: a — b = a + b. Posebno, 1 +1 = 0 u Zo, dok je u
obi¢noj aritmetici 1 + 1 = 2. Ta dva nacina racunanja ne treba mesati.



Formule u Z,. Ako karakteristi¢ne funkcije posmatramo kao funkcije U — Zs, prethodne formule
dobijaju oblik

XANB = XAXB,

Xae = 1+ x4,
XA\B = XA + XAXB;
XAUB = XA + XB + XAXB,
XAAB = XA + XB-

Jednakosti su jednakosti funkcija, odnosno vaze za svako x € U. Oznake 0 i 1 ovde predstavljaju
odgovarajuée konstantne funkcije. Clan 2xaxp iz realne formule za simetri¢nu razliku nestaje jer je
2=0u ZQ.

U svim resenjima koja slede racunske operacije nad karakteristicnim funkcijama obavljaju
se u Zy. Zato se dva jednaka sabirka poniStavaju, a x4 = xa.

Kako se dokazuje jednakost skupova?

Stav. Za A, B C U vazi
A=B <<= x4=XxsB-

Dokaz. Ako je A = B, za svaki ¢ € U vazi da element x pripada skupu A ako i samo ako pripada
skupu B. Zato su njihove karakteristicne funkcije jednake. Obrnuto, ako je x4 = xp, onda za svaki
x € U vazi

reA — xulx)=1 <= xplx)=1 <= =z€B.

Prema definiciji jednakosti skupova, A = B.

Metod rada. Skupovni izraz zamenimo njegovom karakteristicnom funkcijom, primenimo formule
za operacije i sredimo dobijeni racun. Ako dobijemo jednake funkcije, prethodni stav omogucéava da
zaklju¢imo da su i skupovi jednaki. Skra¢eno ¢emo pisati a = x4, b = xp i ¢ = x¢; svi racuni i dalje
se obavljaju tacka po tacka.

Zadatak 1: razlika sa razlikom
Zadatak. Dokazati identitet
A\ (B\C)=(A\B)U(ANC).

Resenje. Oznacimo levu stranu sa L, a desnu sa D. Posto je xp\c = b + be, dobijamo
XL =a+a(b+bc) = a+ ab+ abe.
Za desnu stranu koristimo formulu za uniju:

xp = (a+ ab) + ac + (a + ab)ac
= a+ ab+ ac+ a*c + a*be
=a+ ab+ ac+ ac+ abc
= a+ ab+ abc.

Koristili smo a® = a i ac + ac = 0. Dakle, xz, = xp, pa je L = D. Smisao identiteta je da iz skupa A

uklanjamo samo one elemente skupa B koji nisu u C; zadrzavaju se elementi izvan B i elementi koji
pripadaju istovremeno skupovima A i C.



Zadatak 2: kada se zagrade u razlici mogu promeniti?

Zadatak. Naéi potreban i dovoljan uslov za jednakost
(A\B)\C = A\ (B\C).
Resenje. Karakteristicne funkcije dveju strana su
X(a\B)\c = (a+ab) + (a + ab)c = a + ab + ac + abc,
Xa\(B\¢) = @+ a(b+bc) = a+ ab+ abe.
Zato vazi lanac ekvivalencija
(A\B)\C=A\(B\C) < ac=0

<~  X4AnC = Xo
— ANnC=0.

Trazeni uslov je, dakle, da su A i C' disjunktni. Uslov ne zavisi od skupa B. Razlika skupova uopste
nije asocijativna: zagrade se u ovom izrazu mogu promeniti upravo pod navedenim uslovom.

Zadatak 3: jednakost preseka i unije odreduje skup
Zadatak. Neka su A, X, Y C U takvi da
ANX =ANY, AUX = AUY.

Dokazati da je X =Y.

Resenje. Stavimo a = x4, p = xx 1 ¢ = xy. Prva pretpostavka daje

ap = aq.
Iz druge pretpostavke sledi
a+p+ap=a-+q+aq.

Sabiranjem sa a na obe strane ponistavamo ¢lan a. Zatim, zbog ap = aq, ponistavamo i te jednake
¢lanove. Dobijamo p = ¢, odnosno xyx = xy, pa je X =Y. Prva jednakost odreduje deo skupova X i
Y unutar A, a druga odreduje njihov deo izvan A; zajedno odreduju ceo skup.

Zadatak 4: unija i simetri¢na razlika
Zadatak. Dokazati da je
A=BUC <<= AAB=C\B.

Resenje. Koristeéi karakteristicne funkcije, dobijamo

AAB=C\B <= a+b=c+cb
< a=b+c+bc

<~ XA = XBuC
— A=BUC.

U drugom koraku sabrali smo obe strane sa b i primenili b + b = 0. Svaki korak je ekvivalencija, pa
racun istovremeno dokazuje oba smera.



Zadatak 5: poredenje unije i simetri¢ne razlike

Zadatak. Za A, B,C C U neka je
L=ANn(BUCQO), D=(ANB)A(ANCQC).
(a) Dokazati da je L = D ako i samo ako je ANBNC = @.

(b) Ispitati koje od inkluzija L C D i D C L vaze u opStem slucaju.

Resenje (a). U Zg vazi
XL = a(b+ ¢+ bc) = ab+ ac + abe, Xp = ab+ ac.
Prema tome,
L=D ab + ac + abc = ab + ac
abc =0
XANBNC = Xo
ANBNC =2a.

1ot

Elementi trostrukog preseka pripadaju skupu L, ali ne pripadaju skupu D: u skupu D iskljuc¢uju se
elementi koji su u oba preseka ANBi ANC.

Lema za inkluziju. Za bilo koja dva skupa E, F' C U vazi
FCF <«— FENF=F.

Ako je E C F, svaki element F veé¢ je u F, pa presek ne uklanja nijedan element . Obrnuto, iz
ENF = FE sledi da svaki element E pripada skupu F'.

Resenje (b). Izra¢unajmo indikator preseka L N D:
Xznp = (ab+ ac + abc)(ab + ac)
= a?b? + abe + a®be + a*c? + a®bPc + a’bc?
= ab + abc + abc + ac + abc + abe
=ab+ ac = xp-.

Svaki indikator je idempotentan, pa je a® = a, b*> = b i ¢® = ¢; Cetiri sabirka abc poniStavaju se u
parovima. Dakle, L " D = D, pa po lemi uvek vazi D C L.

Inkluzija L C D ne vaZi za proizvoljne skupove. Na primer, za A = B = C = {u} imamo L = {u}, a
D=g.

Zadatak 6: kada presek sa simetricnom razlikom daje B?

Zadatak. Dokazati ekvivalenciju

AN(BAC)=B <= (ANC=2 i BCA).

Dovoljan uslov: dokaz smera <. Pretpostavimo da je ANC =@ i B C A. Tada je ac =0, a
iz AN B = B sledi ab=b. Zato

XAN(BAC) = alb+c)=ab+ac=b+0=>b= xp.
Otuda AN (BAC) = B. Isti zakljucak daje distributivnost preseka prema simetri¢noj razlici:
AN (BAC)=(ANB)A(ANC)=BAY = B.

Koriséeni distributivni zakon sledi iz a(b+c¢) = ab+ac, a prazan skup je neutralni element za simetri¢nu
razliku.



Potreban uslov: dokaz smera =—>. Pretpostavimo sada da je AN (BAC) = B. Za svako x € U
vazi

xa(@)xs(x) + xa(z)xc(z) = x5(z). (*)
Najpre pokazimo da je AN C = @. Kada bi postojao y € AN C, imali bismo xa(y) = xc(y) = 1.
Jednakost (%) u tacki y tada bi dala

xB(y) +1=x5(y).

Sabiranjem sa xp(y) na obe strane dobili bismo 1 = 0 u Zgy, sto nije ta¢no. Takav element y zato ne
postoji, paje ANC = @.

Zatim pokazimo da je B C A. Kada to ne bi vazilo, postojao bi z € B\ A, pa bi bilo xp(z) =11
xA(2) = 0. Iz (%) u tacki z sledilo bi

0-140-xc(2) =1, odnosno 0 =1,

Sto je opet nemoguce. Prema tome, B C A. Dokazana su oba potrebna uslova i time cela ekvivalencija.



