Uvod u matematicku logiku - 5. ¢as

Matematicka indukcija

N=1{1,2,3,...}.

Princip matematicke indukcije

Ako je I(n) svojstvo nekog prirodnog broja, da bismo dokazali da to svojstvo vazi za svaki prirodan
broj, dokazujemo:

1° baza indukcije: I(1),
2° indukcijska hipoteza: pretpostavimo da vazi I(n),
3° indukcijski korak: dokazemo da vazi I(n + 1).

osnovni princip

matematicke indukcije

Zadatak 1
Dokazati:
1
1424 +n= n(n; )
1° Baza indukcije. Dokazujemo za n = 1:
1-2
L=1, D=—=1.
2
Dakle, leva i desna strana su jednake.
2° Indukcijska hipoteza. Neka vazi
1

3° Indukcijski korak. Treba dokazati:

1+2+-"+n+(n+1);w-

2
Koristeéi indukcijsku hipotezu, dobijamo:
142+ 4n+n+l) = ”(”;”Hnﬂ)
hipoTteza
_nn+1)+2(n+1)
N 2
(n+1)(n+2)

= 7

Prema principu matematicke indukcije, jednakost vazi za svako n € N.

Zadatak 2
Dokazati:

12422 4. 4n?= .

1° Baza indukcije. Za n = 1 proveravamo:

Dobijamo



2° Indukcijska hipoteza. Neka vazi

12+22+_”+n2_n(n—l—l)ﬁ(Qn—l—l).

3° Indukcijski korak. Treba dokazati:
2 (n+1)(n+2)(2n+3)
= c .

12422+ - 4 n? +(n + 1)

n(n+1)(2n+1)
6

Koristeéi indukcijsku hipotezu, levu stranu sredujemo:

_n(n+ 1)6(2n+ D 4 na1?
n(n+1)(2n +1) + 6(n + 1)?
(n 4 1)(2n? +F;z + 61 + 6)

_ (n+1)(2n? —? n +6)

(n+ 1)(71—?—2)(271-1— 3)

= 5 . v

Prema principu matematicke indukcije, jednakost vazi za svako n € N.

L

Indukcija sa korakom £k

Neka je k € N.
(1° baza indukcije:  I(1),1(2),...,I(k),
) - 2° hipoteza: pretpostavimo da tvrdenje vazi za
indukcija
I(n),I(n+1),....I(n+k—1),
sa korakom k
k uzastopnih
37 korak: dokazemo da vazi I(n + k).
Zadatak 3

Fibonacijev niz (F),)nen definisan je na slede¢i nacin:
F1:F2:]-a Fn+2:Fn+1+Fn‘
Prvi ¢lanovi niza su
1,1,2,3,5,8, ...

i :5<1+\/5)n_\/5<1—\/5)n

Dokazati da je

5 2 5 2

1° Baza indukcije.



Za n = 1 proveravamo:

<1+\f 1—@)

Analogno se proveri za Fy:

o815 85

27 5 2 5 2

2° Indukcijska hipoteza. Pretpostavljamo da vaze jednakosti:

bV (14vB)" V5 (1-vB\"
w5 \T2 ) T\ )

b VB (1B VB (1-vB)"T
T2 ER ‘

3° Indukcijski korak. Koriste¢i definiciju niza i indukcijsku hipotezu, dobijamo:

Fn+2:Fn+l+Fn

\/5— 1+\/5 n+ 1_\/5 n+1 1+\/5 n 1_\/5 n

ERAE 2 Tl L2
U () - (57) (5

= - +1
5) 2 2
FI07) (97)-(57) (57)
5) 2 2 '

Koristimo sledeée jednakosti:

3+v5 1+ V5 _1+2f+5 6+2v5  3++5H y
2 B 4 4 27
3— _( \/S> _1-2V545 _6-2V5_3-V5
2 B 4 42



Zato nastavljamo:

o VB[(1vB\" (14vE\T (1-vB)" (1-v5)\’
nt2 e 2 2 - 2 2
1+\/5 n+2 1_\/5 n+2

2 B 2
() ()

2 2

5

& & @l

Time je dokazan indukcijski korak. Prema principu indukcije sa korakom 2, formula vazi za svako n € N.

Zadatak 4
Niz prirodnih brojeva (an)nenuqoy definisan je sa
agp = 2, a1 = 3, apt+1 = 3ap — 2ap—1 (n>1).
Dokazati da je
anp =2"+ 1.

1° Baza indukcije. Proveravamo za n =01in = 1:
Y—ap =L 41=14+41=2 ¢
3=a;=2'41=2+1=3. vV
2° Indukcijska hipoteza. Pretpostavimo da vazi
Upo1 =21 41, an = 2"+ 1.
3° Indukcijski korak. Koristeéi rekurentnu vezu i indukcijsku hipotezu, dobijamo:
an+1 = 3an — 2a,-1
=327 +1)—2(2" 1 +1)
=3.2"4+3-2.2"1_9
=3.2"4+3-2"-2
=2.2"4+1
=2"tliq. v

Prema principu matematicke indukcije, formula a,, = 2" 4 1 vaZi za svako n € NU {0}.

Zadatak 1 — Deljivost
Dokazati da za svako n € N vazi
9| (n-4" — (n+1)-4" +1).
1° Baza indukcije. Za n = 1 dobijamo:
1-42-2.4'41=16-8+1=09,
9]9. v
2° Indukcijska hipoteza. Pretpostavimo da za neko n € N vazi

9| (n-4"" — (n+1)-4" +1).



3° Indukcijski korak. Dokazujemo tvrdenje za n + 1:
(n+1)-4"2 — (n+2) 4" +1
=n-4"T2 442 (1) 4T gt
=dn A" a2 _g(n 1) 4" 4Tl 443
=4(n- 4" —(n+1)- 4" +1) 4472 — 4"t 3.

u maloj indukciji

deljivo sa 9 je dokazano

po hipotezi

Dovoljno je jos dokazati da je izraz
4TL+2 _ 47’L+l _ 3
deljiv sa 9. To dokazujemo indukcijom.
1° Baza pomoéne indukcije. Za n = 1 vazi
43 — 42 —3=64—16 — 3 = 45,
sto je deljivo sa 9.
2° Hipoteza pomoéne indukcije. Pretpostavimo da vazi
9 | (4TL+2 _4TL+1 o 3)
3° Korak pomoéne indukcije. Dokazujemo za n + 1:
4n+3_4n+2_3:4_4n+2_4_4n+1_4'3+9
— n+2 _ n+l
=44 4 3+ 9

deljivo sa 9

~
deljivo sa 9
po hipotezi

Oba sabirka su deljiva sa 9, pa vazi
9| (4mF3 — 42 - 3).
Time je pomoc¢na indukcija zavrSena.
Vracajuéi se na glavni indukcijski korak, zaklju¢ujemo da su oba sabirka deljiva sa 9, pa je

9| (n+1)-4"2 — (n+2) 4" 4+1).

Prema principu matematicke indukcije, pocetno tvrdenje vazi za svako n € N.

Zadatak 2
Niz (an)n>0 zadat je sa
(10:07 al:]-) CL2:4,
(py3 = 3ap42 — 3apy1 + apn (n > O)
Dokazati da je
an =n.

Koristimo indukciju sa korakom 3.

1° Baza indukcije. Proveravamo prva tri ¢lana:
ag = 02, ay = 12, as = 22. v

2° Indukcijska hipoteza. Pretpostavimo da je

an = n?,
an+1 = (TL + 1)27
ans2 = (n+2)%.



3° Indukcijski korak. Koristeéi rekurentnu vezu i indukcijsku hipotezu, dobijamo:
(py3 = 3apg2 — 3apy1 + apn

=3(n+2)?-3(n+1)*+n?
=3(n? +4n+4) —3(n® +2n+ 1) + n?
=3n%+12n+ 12 — 3n? — 6n — 3 + n?
=n?+6n+9
= (n+3)°

Prema principu indukcije sa korakom 3, formula a,, = n? vazi za svako n € NU {0}.

Napomena. Ponekad neko tvrdenje treba dokazati pocev od nekog prirodnog broja n. U tom slucaju
modifikujemo bazu indukcije.

Zadatak 3
Dokazati da za svako n > 5 vaii

2" > n?2.
1° Baza indukcije. Za n = 5 proveravamo:

2% > 52, 32 > 25. v

2° Indukcijska hipoteza. Pretpostavimo da za neko n > 5 vazi
2" > n?,
3° Indukcijski korak. Dokazujemo tvrdenje za n + 1:
L=2"tl=9.9" > 92p2

1
hipoteza

D=(mn+12=n?+2n+1.
Dovoljno je joS dokazati da za n > 5 vazi
2n? >n’4+2n+1e=n*-2n—1>0
—n?>2+1
Ovo ponovo dokazujemo indukcijom.
1° Baza pomo¢ne indukcije. Za n = 5 vazi

52>2.541, 25>11. v

2° Hipoteza pomoéne indukcije. Neka je

n?>2n+ 1.

3° Korak pomoéne indukcije. Dokazujemo:
n+1)?%>2n+1)+1<=n’+2n+1>2n+3

—n’+1>3
—=n?>2

Poslednja nejednakost jeste ispunjena, jer je za n > 5

n% > 25> 2.
Time je pomoé¢na indukcija zavriena.
Vracajuéi se na glavni indukcijski korak, dobijamo

2"l > op? > p? 420+ 1= (n+1)>%

Prema principu matematicke indukcije, nejednakost 2 > n? vazi za svako n > 5.



Zadatak 4

Dokazati da za svaki prirodan broj n > 2 vazi

n 1
—<1l4+-4+---+

2 2 gn 1 ="
Qn
1° Baza indukcije. Za n = 2 proveravamo:
2 1 1
—<1l4+=4--- <2 ?
2 +2+ +22—1
1 1
1<l+-+-<2 ?
+2+3
11
1< —<2 ?

6
6 <11 < 12. v

2° Indukcijska hipoteza. Pretpostavimo da za neko n > 2 vazi

’I’L< <
- a n.
9 n

3° Indukcijski korak. Dokazujemo za n + 1:

an+1=1+%+---+ﬁ
:1_|_1_|_..._|_ +i+...+4 .
2 m—1 " om ontl 1
C;; 2™ sabiraka

Oznac¢imo novi blok sabiraka sa Sj:

1 1
(41 Zan+27+"‘+m'
Sn
Svaki sabirak u S, strogo je veéi od Qn%:
1 1
o~ gurl
1 1 1
: - Sn>ﬁ+“.+2n+1:2n'2n+l
1 1
on+l _ > on+1
Koristeéi indukcijsku hipotezu i dobijenu procenu, sledi
n 1 n+1
(pt1 = Qp + Sp ? 5"’_5: 9
po hipotezi
Za gornju granicu vaze procene:
1 1
— < —,
2n = 2n
1 < 1
o1 2 L S
. = Sn<2n+ 2n_2” 2n_l.
1 1 2™ sabiraka
onil 1 " on J

Nejednakost za zbir je stroga jer su sve procene osim prve stroge.

N | —



Stoga, koriste¢i indukcijsku hipotezu, dobijamo
nt+1 = Gn + Sy ? n+ 1.
po hipotezi

Zajedno sa prethodno dokazanom donjom granicom sledi
n+1
2

Time je indukcijski korak zavrSsen. Prema principu matematicke indukcije, zadate nejednakosti vaze za
svaki prirodan broj n > 2.

< p+1 <n+ 1.

Princip transfinitne indukcije (potpune)
Ako je I(n) neko tvrdenje koje treba dokazati za svaki n € N, radimo sledece:

1° Baza: proveravamo I(1).
2° Hipoteza: pretpostavimo da tvrdenje vazi za

I(1),...,I(n).
3° Korak: dokazemo I(n + 1).

Zadatak 5

Niz (an)n>0 zadat je sa
n—1
ap =1, an:Zak+2ag (n>1),
k=1

odnosno, u razvijenom zapisu,

ap = Ap—1+ ap—2 + -+ a1 + 2ag.
Za n =1 suma je prazna, pa je a1 = 2ayg.
Dokazati da je

n za svako n € N.

ap = 2
Koristimo potpunu indukciju, poéev od n = 0.
1° Baza indukcije. Vazi
ap=1=20. v
2° Indukcijska hipoteza. Pretpostavimo da tvrdenje vazi za sve prethodne ¢lanove:
ag = 2°, a; =21, e Ap_q =21,
3° Indukcijski korak. Koristeéi rekurentnu vezu i indukcijsku hipotezu, dobijamo:
n = Ap—1+ -+ a1 + 2aqg
—on-ly ... 49491
=2""1 .42l 41+
geometrijska suma
=2"—-1+1
= 2",

Koriséenu geometrijsku sumu rac¢unamo na sledeéi nacin:
S=2""14. 4241,
MnoZenjem sa 2 dobijamo
28 = 2" 4 ... 422 4+ 2.
Oduzimanjem sledi

§S=25-§=2"_1,



odnosno
S=2"—-1|

Prema principu potpune indukcije, formula a,, = 2" vazi za svako n € NU {0}.

Zadatak 6 — Bernulijeva nejednakost
Dokazati da za svako x > —1 vazi
(1+2)">14nx za svako n € N.
1° Baza indukcije. Za n = 1 proveravamo:
A+a)!>1+1-x, l+z>1+2. Vv
2° Indukcijska hipoteza. Pretpostavimo da vazi
(14+2)" > 1+ nx.

3° Indukcijski korak. Dokazujemo za n + 1. Posto je 1 +x > 0, dobijamo:
A+z)" M =0+2)" (1+2)
—_—— —— ——

>0 >0

> (1+nx)(1+x)

hipoteza

=1+2z+ nz + na?

=1+ (n+ 1)z + na?
>0

>1+4(n+1)z.
~—_—

Time je indukcijski korak zavrSen. Prema principu matematicke indukcije, Bernulijeva nejednakost vazi
za svako n € N 1 svako x > —1.

Zadatak 7

Nad alfabetom {a, b, ¢} data su pravila:

(a) Nadci jedno izvodenje re¢i aaab iz redi c.
(b) Dokazati da su reéi izvodive iz re¢i ¢ bas reéi iz skupa
{a"c|n>0}U{a"b|n >0}
Resenje.
(a) Jedno trazeno izvodenje je

C ﬂ) ac Q) aac ﬂ) aaac Q) aaab.

Ovo je izvodenje duzine 4.
(b) Dokaz razdvajamo na dva dela:
(1) Dokazujemo da su sve reci a™c i a™b, za n > 0, izvodive iz redi c.
(2) Dokazujemo da nista osim ovih re¢i ne mozemo dobiti.
(1) Indukcijom po n.
1° Baza indukcije. Za n = 0 vazi
a’c=c.

Ova recC je izvodiva iz reci ¢ izvodenjem duzine 0.



Takode je a’b = b, a izvodenje

ima duzinu 1.
2° Indukcijska hipoteza. Pretpostavimo da su reci a"c i a”b izvodive iz reci ¢, odnosno da postoje
izvodenja
c— - —a’c, c—> - —>a"b.
T T
+1

3° Indukcijski korak. Dokazujemo da su re¢i a"tlc i a™t1b izvodive iz reéi c:

(1)

¢c—> - —>a"c ~— a"ac = a""

1o B gty

Ty dobili smo dobili smo
(Ln+1c a”+1 b

Time je dokazan prvi deo tvrdenja.
(2) Dokazujemo indukcijom po duzini izvodenja.
1° Baza indukcije. Izvodenje duzine 0 daje rec¢
c=ac,
Sto jeste u trazenom skupu.
2° Indukcijska hipoteza. Pretpostavimo da kad god je izvodenje duzine n, dobijamo re¢ oblika
afe ili @*b,  keNu{0}.
3° Indukcijski korak. Posmatrajmo neko izvodenje duzine n + 1, kojim dobijamo re¢ w:

c— - — (x) — w.

n koraka

Po indukcijskoj hipotezi, re¢ (*) moze biti samo a”c ili a*b.
Ako je (x) = a¥c, moguce su sledece transformacije:

1
afe <5 aFac = d* e,

ake ﬂ akv.

U oba slucaja dobijena re¢ pripada trazenom skupu.

Ako je (¥) = a*b, ne mozemo primeniti nikakvu transformaciju, jer re¢ ne sadrzi slovo c¢. Ovaj slucaj
zato ne dolazi u obzir kao pretposlednja re¢ posmatranog izvodenja, jer smo krenuli od izvodenja duZzine
n+ 1.

Prema tome, iz reci ¢ izvodive su bas reci iz skupa

{a"c|n>0}U{a"b|n >0}

Zadatak 8

Dokazati da n > 3 pravih u ravni koje se nalaze u opstem polozaju (nikoje dve nisu paralelne i nikoje
tri se ne seku u istoj tacki) dele ravan na oblasti od kojih je bar jedna oblast trougao.

1° Baza indukcije.

Za n = 3 tvrdenje je trivijalno ispunjeno: tri prave u opstem
polozaju obrazuju trougaonu oblast.

2° Indukcijska hipoteza. Neka tvrdenje vazi za neki n > 3.
3° Indukcijski korak. Proveravamo za n + 1.

Raspored od n + 1 pravih posmatramo kao n pravih kojima dodajemo jo§ jednu pravu. Po indukcijskoj

10



hipotezi, n pravih odreduje oblast koja je trougao.

Razlikujemo dva slucaja:

1° Dodata prava ne seCe dati trougao.
Tada trougao ostaje jedna od oblasti, pa tvrdenje i dalje vazi.

2° Dodata prava sece dati trougao.
Dodata prava ne prolazi kroz temena datog trougla, jer su prave u

opStem polozaju. Stoga ona se¢e unutrasnjost neke dve stranice
trougla.
Bez umanjenja opstosti (BUO), neka se¢e AB i BC' u tackama

M i N. Tada je M BN trougao, odnosno jedna od oblasti novog 122200075022
rasporeda. A M R

U oba slucaja postoji trougaona oblast. Prema principu matematicke indukcije, tvrdenje vazi za svako
n > 3.

Zadatak 9
Dokazati da n pravih u ravni koje su u opstem polozaju deli ravan na
1
TL(TL;—) + 1

oblasti.

1° Baza indukcije.

Za n =1 jedna prava deli ravan na dve oblasti. Zaista,

1-2
T+1:1+1:2.

2° Indukcijska hipoteza. Pretpostavimo da n pravih u opStem polozaju deli ravan na
1
n(n;— ) 1

oblasti.
3° Indukcijski korak. Dokazujemo tvrdenje za n + 1 pravih.

Imamo n pravih i dodajemo jos jednu pravu.

Dodata prava seCe sve ostale prave u n razli¢itih tacaka, jer su prave u
opstem polozaju.

Te tacke dele dodatu pravu na n + 1 delova. Ona zato prolazi kroz n + 1
postojeéih oblasti i svaku od tih oblasti deli na dva dela. Dakle, dobili
smo joS n + 1 novih oblasti.

Stoga, po indukcijskoj hipotezi, sada imamo

1 1) +2(n+1
n(n;)+1+n+1:"(wr ); 1)
1 2
_ (n+ )2(n+ )+1

oblasti.

Time je indukcijski korak zavrsen. Prema principu matematicke indukcije, tvrdenje vazi za svako n € N.

Zadatak 5.28
Niz formula «aq, s, ag, . . . definisan je induktivno:

ar = (p = p1), ant1 = an A (Pn = Pnt1), n>1.

11



Dokazati da je za svako n > 1 formula
(=pn A an) = —p
tautologija.
Resenje. Dokazujemo indukcijom po n.
1° Baza indukcije. Za n = 1 posmatramo formulu
(=p1 A (p = p1)) = —p.

Ako je pretpostavka implikacije ta¢na, onda je p; netacno, a p — p; tatno. Zato p mora biti netacno,
odnosno —p je ta¢no. Ako je pretpostavka netac¢na, implikacija je svakako tacna. Dakle, formula je
tautologija.

2° Indukcijska hipoteza. Pretpostavimo da je formula
(_‘pn A an) = P
tautologija.
3° Indukcijski korak. Treba dokazati da je
(=Pnt1 A Q1) = —p
tautologija.
Posmatrajmo proizvoljnu valuaciju u kojoj je =pn+1 A apy1 tacno. Kako je
n+1 = an A (Pn = Pnt1),
u toj valuaciji tacne su formule
Pn+1, A, Pn — Pnt1-
Posto je pp1 netatno, a p, — ppy1 tacno, sledi da je p, neta¢no. Prema tome, —p, A o, je tacno.
Po indukcijskoj hipotezi tada je i —p ta¢no. Zato je trazena implikacija tautologija za n + 1.

Prema principu matematicke indukcije, tvrdenje vazi za svako n > 1.

Zadatak 5.29

Niz formula oy, as, as, . .. definisan je induktivno:
ap =p, ant1 = (ap < p), n>1.
Dokazati da je o, tautologija ako i samo ako je n paran broj.
Resenje. Dokazacéemo jace tvrdenje:
Qok_1 =P, oo =T, k>1.
Ovde = oznacava logicku ekvivalentnost, a T tautologiju, odnosno formulu koja je uvek tacna.
1° Baza indukcije. Za k = 1 vazi
ap=p, m=(@ep=pPcp =T
Dakle, oba tvrdenja vaze.

2° Indukcijska hipoteza. Pretpostavimo da za neko k& > 1 vazi
Qok—1 =D, ag, = T.
3° Indukcijski korak. Prema definiciji niza i indukcijskoj hipotezi:

Qo1 = (Qgp ¢ p)

12



Zatim dobijamo

agpt2 = (Qak+1 4> p)
=<+ p)
=T.
Time su oba tvrdenja dokazana za k + 1.

Prema principu matematicke indukcije, svi parni ¢lanovi niza su tautologije, dok su svi neparni ¢lanovi
logicki ekvivalentni formuli p.

Ako je n neparan, za netacno p i formula «;, je netacna, pa nije tautologija. Prema tome,

o, je tautologija <= n je paran.
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