Uvod u matematicku logiku — 4. cas
Predikatska logika

Predikatska logika

Progirenje iskazne logike; uvodimo nove simbole:

1. Kvantifikatori

a) univerzalni (V) — ,za svaki”, ,za proizvoljni”, ,za bilo koji”, ...
b) egzistencijalni (3) — ,postoji”, ,za neki”, ...
c¢) jedinstveni egzistencijalni (3!) — ,postoji jedinstveni”.

Ako je P(z) neko svojstvo objekta x, tada:

1) (Vx) P(x) — svaki ima svojstvo P.
2) (3x) P(z) — neki ima svojstvo P.
3) (3z) P(x) — ta¢no jedan ima svojstvo P.

Za jedinstveni egzistencijalni kvantifikator vazi:
(Alz) P(z) <= (3z) (P(x) A (¥y) (P(y) = y = g;)).

Stoga, d! je izveden iz 31 V.

2. De-Morganovi zakoni

3. Redosled kvantifikatora

Ukoliko je P(x,y) neko svojstvo objekata x i y, tada:
(Vo)(Vy) P(z,y) <= (Vy)(Vz) P(z,y),
(32)(3y) P(z,y) <= (Fy)(Ex) P(z,y),
(3z)(Vy) P(z,y) = (Vy)(3z) P(z,y).

4. Primeri zapisivanja iskaza
1) Kvadrat svakog realnog broja je nenegativan.

(Vz)(z € R = 2® > 0).
2) Jednaédina 5z + 7 = 0 ima reSenja u skupu racionalnih brojeva.

(Fz)(z € QABz +7=0).
3) Postoji najveéi realan broj.
(Elfz:)(x ERA(Vy)(yeR=y < :c))
Napomena. Ne moZe y < z, jer za y = = dobijamo = < z, §to je neta¢no (L).
4) Negacija prethodnog iskaza.
—|(E|x)(:1: ERA(VWy)(yeR=y< x)) = .-

Naveli smo ranije:

(p=q) =(pVa.

“(pANq)=-pV g,

De-Morganovi zakoni.
~(pVa)=-pA—q
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Nastavak 4. zadatka.

,Od svakog realnog broja postoji veéi realni broj.”

5) Postoji najvise jedan objekat sa svojstvom P.

)

— (Vx)(V (—|(P T ) V(x = y))

— (Va)(V (—| (P(z) (y)) V——(z = y))

= (Ya)(¥ %(P( ) AP(y) A~z =1))
= (¥2)

va)~(3y) (P(2) A Py) A ~(z = y))
= ~(32)(3y) (P(@) A P(y) Az £ y).

,Ne postoje dva razli¢ita objekta sa svojstvom P.”

6) Postoje taéno dva realna broja ¢iji je kvadrat jednak 2.

(EIx)(Ely)(xE]R/\yER/\x2:2/\y2:2/\x7éy

/\(Vz)((zG]R/\zQ:Q):>(z:m\/z:y))).

2° Promenljive

Promenljive ozna¢avamo simbolima x, ¥, z,

3° Predikatski simboli

Simboli za oznacavanje:

konstanti (2 iz prethodne recenice),
funkcija,

operacija (+ iz recenice 2),
relacija (= u prethodnoj recenici).

Veéina matematike se moze iskazati jezikom predikatske logike.

Slobodne i vezane promenljive

Definicija. Ako je o neka formula predikatske logike, kazemo da je pojavljivanje promenljive z slobodno
u « ukoliko nije pod dejstvom kvantifikatora koji vezuje x. Inace je to pojavljivanje vezano.

Primeri.



vezana glohodna

(F)Q( z_)ANNVy)(V2)R( & , y. 2 ).

~~ ~~

vezano slobodno vegzani

Formalni jezici

1. (N, +,)
Komutativnost
a) sabiranja:  (Vz)(Vy)(z +y =y +z),
b) mnozenja:  (Vz)(Vy)(z -y =y ).
Asocijativnost
a) sabiranja:  (Vz)(Vy)(V2)((z +y) + z =z + (y + 2)),
b) mnozenja:  (Vz)(Vy)(V2)((z-y) -z =z - (y - 2)).
Distributivnost

(Vz)(vy)(V2) (2 (y + 2) = (- y) + (2 - 2)).
Drugi nacin zapisivanja

Drugi nac¢in da se ovo odradi jeste uvodenjem formalnog jezika u kom uzimamo sve iz iskazne logike,
kvantifikatore, promenljive i dva pomoc¢na predikatska simbola S i P, u znacenju:

S(z,y,z) je tacno ako i samo ako je z +y = z,
P(x,y,z) je tatno ako i samo ako je x -y = z.

Komutativnost
(V) (Vy) (V2) (S (2,y,2) = S(y,z,2)),
(V) (y) (¥2) (P (.1, 2) = P(y,z, 2)).
Asocijativnost
(Vz)(Vy)(V2)(Vs)(Vt)(Vu)
( (2,9, 8) A S(s, 2,t) A S(y, z,u) = S(z,u t))
(Vz)(Vy)(V2)(Vs)(VE)(Vu)
( (2,9, 8) A P(s,2,8) A P(y, z,u) = Pz, u t))
Distributivnost

(V) (Vy) (V2) (Ys) (VE) (Vu) (Vo)
(S(y, z,8) N P(x,s,t) N P(x,y,u) \ P(x,z,v) = S(u,v,t)).

Ovo je korisno jer sada za ove reenice mozemo traziti druge modele u kojima vaze (iz geometrije,
analize, verovatnoce, ... ).

Od znacaja je traZenje re¢enica koje uvek vaze (u svakom modelu) — to su valjane formule predikatske
logike.



2. (R% €)

Kreiramo opet formalni jezik u kom uzimamo sve iskazne simbole, kvantifikatore, promenljive i dodajemo
tri predikatska simbola: M, V i D.

M(x) je tatno ako i samo ako je x tacka,
D(z)

(

V(z,y) je tatno ako i samo ako tatka z pripada pravoj y (z € y).

je tac¢no ako i samo ako je x prava,

1) Za svake dve razli¢ite tacke postoji prava koja ih sadrzi.

(v) (7y) ((M () A M(y) A ~(z = 1))
= (32)(D(2) AV (z,2) AV (y, z)))

2) Postoje paralelne medusobno razli¢ite prave.
Napomena. U ravni smo, pa nemamo mogué¢nost da su dve prave mimoilazne. Stoga, prave su
paralelne i razli¢ite ako i samo ako nemaju zajednickih tacaka.

(32)(3y) (D(@) A D(y) A =(w = y)
A=(32)(M(2) AV (2,2) AV (z, y))).

3) Za svaku tacku i svaku pravu koja je ne sadrzi postoji jedinstvena prava kroz zadatu
tacku koja je paralelna sa zadatom pravom.

3’ (N7 |7 S)

Formiramo formalni jezik uzimanjem logic¢kih veznika, kvantifikatora, promenljivih i dva predikatska
simbola V' i L, u znacenju:

V(x,y) je tacno ako i samo ako x | v,

L(z,y) je tatno ako i samo ako x < y.
Ovde uzimamo N = {1,2,3,...}.

1) Zapisati formulu koja definiSe broj 1.

e(x): (My)Vix,y) (tacno ako i samo ako x = 1),
Y(x):  (Vy) L(z,y) (tatno ako i samo ako x = 1).
Napomena. Formule ¢ i ¥ su tu kako bismo izbegli koriséenje predikatskog simbola za konstantu 1.

2) Napisati definiciju prostog broja.

P(x): =p(@) A () (Vg 2) = (ew)V (5 = 2) ).
3) Od svakog prirodnog broja postoji prost koji je od njega vedi.

(Vx)(3y) (P(y) A L(z,y) A =(x = y)).

Primena predikatske logike

1. Definisanje elemenata dijagrama

Neka g(z,y) oznacava z — y, a r(x) da je x uokviren ([z]).

a) Za svaki element sledeceg dijagrama napisati formulu koja ga definige.



. va(z): r(x) A (3y) 9(y,2),
300(33) : T(x) A _‘@a(x)a
/ \b SOe(x) : _'(Ely)g y,$) A _'T(x)7
f i wa(®): (F)(9(y,2) Age(y)),
\ c er(@): Gy (9(y, 2) Apaly)) A -r(z),
e op(z) 1 ~pa(T) A —pe(T)

e——>(

A =pe(x) A —pa(x) A =@ ().
b) Koji elementi zadovoljavaju formulu

(vy) (r(z) = =g(x,y))?
Kada je r(z) netacno, formula je ta¢na. Stoga, formulu zadovoljavaju b,d, f,e.

Za c: r(x) je tacno, pa mora za svako y biti i —g(z,y) tacno, tj. g(z,y) netacno. Medutim, za y = d je
g(z,y) tacno, pa ¢ ne zadovoljava formulu.

Za a: Mora g(z,y) biti netacno za svako y, §to jeste ispunjeno. Dakle, a zadovoljava formulu.

2. Opisivanje elemenata dijagrama

Sa g(x,y) oznacavamo x — y, a sa r(x) da je x uokviren ([x]).

sve elemente.

sve elemente.

0 @c(x): —r(x) A—g(z, 2),
d ep(z): (Fy)(9(z,y) A eey)),
(v ea(x): ) (g(z,y) Aesy)),
L ‘ or(x) @) (9 2) A po() A ~el),
l / \ pal@): g(x,a) Apa(@) A —ps(a),
o ) p @e(x): r(z) A=(Fy)9(y, ),
¢ Pg(x) 1 2pe(T) A =pp(T) A =pa(T)

A =pp(@) A =pa(x) A —pe(x).

3. Opisivanje elemenata dijagrama

Sa g(z,y) oznatavamo = — y, a sa r(z) da je x uokviren ([z]).

Opisati sve elemente.

ealz):  r(x) A By)(32)(9(z,9) Agly, 2))
- ; pa(e) s 1() A pala),
py(x) s (@) A Gy)(32) (g9(x,y) Agly, 2)),
/\ /\ es(@): Fy)(gly,z) Aey(y)),
e(x): By)(9(y,z) Aps(y)),
[t eo(@): —pal®) A () A~y ()

A =ps(x) A —pe().



4. Opisivanje elemenata dijagrama

ep(z): (Fy)(3B2)(Ew) (9(y, 2) Ag(z,z

ANglw,z) N=(y=2) AN—=(z =w) A~ w:y))
0 po(): glz,x) ACy)(9(x,y) Agly, ) A=z =y)),
a Q%C J pa(@): By (9(z,9) A py(y) A=l =),
t [ pal@) s g(z,z) Apy(e) A py(a),
/ / v pe(®): (Fy)(9(y,2) A va(y)) A ~pa(@),
¢ T pe(z) s (y)(g9(a,y) A en(y))

A _'cpe(x) N ﬁ9017(x)a
er(x) s 2pp() A —pg(x) A —pq(T)
A =9a(T) A —pe(T) A —pe(T).

b) Koji elementi zadovoljavaju sledeée formule?

1) (Vy) ~g(z,y).

2) (3y)(32)(9(y,z) A g(x,2)).

3) (3y)(32)(Iw) (9(y, x) A g(z,2) A g(w, z)
/\y#z/\y;ﬁw/\z#w).

4) (Yy)(9(z,y) <= g(y,z)).

5. Opisivanje elemenata dijagrama

Ca(x):  glz,x) A Cy)(g9(z,y) A-(z =y)),
pa(z) s gz, 2) A —pa(z),
v ev(@) s )9, %) A galy)) A ~palx),
pe(x) s (Fy)(9(x,y) A paly) A—(z =1y)),
l / J pe(): (F)(32)(9(y,x) A on(v)
e f Aglx,z) A goc(z)),

er(x): —pa(x) Aopa(z) A —pp(x)
A =@pe(T) A ~pe(T).
b) Koji elementi zadovoljavaju formule?
1)

(Vy) (9(z,2) = g(y,2)).
Kad god je g(x,z) neta¢no, formula je ta¢na, pa je formula taéna za b, c,e, f.
Za a: g(x,x) je taéno, pa za svako y mora g(y,z) biti taéno. To nije ispunjeno (recimo
y=e).
Za d: Nije ispunjeno (recimo y = e).

2)
(Fy)(32) (9(,y) A gl 2) Ny # 2).
1° x#y#z#x 2° rx=y#z ¥ x=zH#y
bic a a
4‘y Qy—>. QV—>.
° 2 x z x Y

T

Odgovor: a,b,c.



6. Opisivanje elemenata dijagrama

ep(z): (Vo) (z #y = g(z,9)),

(Vy TFY)
pe() _‘@b(x) (Hy)(HZ)(( ) A gy, 2)),
a b ¢ er(@) s Fy) (g9, x) A ee(y)),
J / l\T eol@): By (9(:2) A wr(y),
! Xy Pa(x) ( y) g(z,y)
A =(Fy)(32)(Fw) (oY) A 9(y, 2)

A g(z,w) A g(w,z)),
Pa(z) () A ope(x) A —pp(2)
A =pe() A =pa().
b) Koji elementi zadovoljavaju formule?
1)
(Vy) g(z,y).
Nijedan, jer za y = x formula zahteva petlju u z, a u dijagramu nema petlji.
2)
(By)(3B2)(9(y, ) A g(z,y)).

1° z#£y#z+#=x 2° rx=y=z
c,d, f Nijedan element.
2 Y Q
x [
x
z
3 y=ux#z.
g(y,x) postaje g(x,z). Nijedan element.
4° y =z # x.
9(z,y) postaje g(y,y). Nijedan element.
5° x=2z#y.
“ e
£z Yy

Nijedan element.

Odgovor: c,d, f.

7. Opisivanje elemenata dijagrama

ep(x): (By)3B2)(9(y, ) A gly, x)
) " Ng(2,2) Ng(z:2) A ~(y = 7)),
a——>h—>C pa(x): gz, 2) A Gy)(9(z,y) A es(y)),
] l ule): glea) 1 (3 )( 2) A ely ),
Feoe va(@) (T (9(y, @) Apely)) A —pe(z)
pe(z): (By)(pa A 9(y,2)),
pr(z): Gy)(e (y) Ag(@,y) A=(z =1y)).

b) Koji elementi zadovoljavaju formulu

Fy) (g(z,y) A gly,y))?



