Uvod u matematicku logiku — 2. cas

Tablice istinitosti, tautologije i normalne forme

Osnovni pojmovi

Dodela istinitosnih vrednosti svakom iskaznom slovu pridruzuje jednu od vrednosti t (istinito) ili n
(neistinito). Na osnovu tih vrednosti i pravila za logicke veznike odreduje se istinitosna vrednost cele
formule.

o Formula je tautologija ako je istinita za svaku dodelu istinitosnih vrednosti. U poslednjoj
koloni njene tablice istinitosti nalaze se samo vrednosti t.

e Formula je poreciva ako je neistinita za bar jednu dodelu istinitosnih vrednosti. U poslednjoj
koloni njene tablice postoji bar jedna vrednost n.

e Formula je zadovoljiva ako je istinita za bar jednu dodelu istinitosnih vrednosti. U poslednjoj
koloni njene tablice postoji bar jedna vrednost t.

e Formula je kontradikcija ako je neistinita za svaku dodelu istinitosnih vrednosti. U poslednjoj
koloni njene tablice nalaze se samo vrednosti n.

Primeri. Formula p V —p je tautologija, a formula p A —p je kontradikcija. Formula p je istovremeno
zadovoljiva i poreciva: istinita je za p = t, a neistinita za p = n.

Napomena. Svaka tautologija je zadovoljiva, a svaka kontradikcija je poreciva.

Kako se popunjava tablica. Za k razli¢itih iskaznih slova postoji 2¥ dodela istinitosnih vrednosti,
pa tablica ima 2¥ redova. U svakom redu najpre ra¢unamo vrednosti najmanjih podformula, a zatim
slozenijih, sve do cele formule. Poslednja kolona daje vrednost cele formule; kod implikacije ona je
neistinita tacno kada je pretpostavka istinita, a posledica neistinita.

Zadatak 1.56, 1.

Formirati tablicu istinitosti formule:
F=(pA-r)V(gn-r) = ((pVae) —r).

Utvrditi da li je formula tautologija.

Resenje. Radi preglednosti tablice, oznac¢imo:

A= (pA-r)V (gA ),
B=(pVgqg) —r.

Tada je F = A — B. Izrac¢unavanjem vrednosti podformula dobijamo:

p g r —r pA-r gA-r A pVq B F
t t t n n n n t t t
t t n t t t t t n n
t n t n n n n t t t
t nn ¢t t n t t n n
n t t n n n n t t t
n t n ¢t n t t t n n
n n t n n n n n t t
n nn ¢t n n n n t t




Formula je zadovoljiva, jer postoji dodela istinitosnih vrednosti za koju je istinita. Na primer, za
p =q =1 =t dobijamo F' =t.

Formula je poreciva, jer postoji dodela istinitosnih vrednosti za koju je neistinita. Na primer, za
p=¢q=t1ir =n dobijamo F' = n.

Formula nije tautologija.

U poslednjoj koloni tablice postoje vrednosti n, pa formula nije istinita za svaku dodelu istinitosnih
vrednosti.

Zadatak 1.58, 5.
Utvrditi da li je formula tautologija:
G=@—a) > (pVr)—=(aVvr).
Resenje pomocu tablice istinitosti. Radi preglednosti oznacimo:
H=(pVr)—(qgVr).

Tada je G = (p — q) — H. Dobijamo sledeéu tablicu:

p g r p—q pVvVr qVr H G
t t t t t t t ot
t t n t t t t ot
t n t n t t t t
t n n n t n n ¢t
n t t t t t t ot
n t n t n t t t
n n t t t t t t
n n n t n n t ot

U poslednjoj koloni nalaze se samo vrednosti t. Dakle, formula je istinita za svaku dodelu istinitosnih
vrednosti:

’Formula G je tautologija.

Valuacija i interpretacija formule

Neka je S skup iskaznih slova, a F skup svih iskaznih formula nad tim slovima. Valuacija iskaznih
slova je funkcija:
v: § — {t,n},

koja svakom iskaznom slovu pridruzuje jednu istinitosnu vrednost. Na primer, v(p) = t znaci da je
slovu p dodeljena istinita vrednost.

Interpretacija formula pri valuaciji v je jedinstveno prosirenje te valuacije na funkciju:

v: F — {t,n}.



Vrednost U(A) jeste istinitosna vrednost formule A pri valuaciji v. Za iskazno slovo p vazi v(p) = v(p),
a vrednosti slozenih formula odreduju se rekurzivno, prema pravilima za logicke veznike:

(-A)=t <= ©U(A)=n,
W(AANB)=t <= 9(A)=ti9(B)=t,
9(AVB)=t <= ©(A)=tilio(B)=t,

(A — B) = < ©U(A)=niliv(B)=t,
(A< B)=t <= ©v(A) =19(B),
1(AVB)=t <= ©(A)#9(B).

U svim ostalim slucajevima vrednost odgovarajuée slozene formule je n.

Primer. Ako je v(p) =t i v(g¢) = n, onda je:

(p — q) =, v(—gq) = t.

Dakle, izbor vrednosti iskaznih slova potpuno odreduje vrednosti svih formula pri toj valuaciji.

Zadatak 1.58, 6.

Utvrditi da li je formula tautologija:

K=((p—=9AN(r—s)—=(pvr)—(qVs).

Resenje svodenjem na protivreénost. Za Cetiri iskazna slova tablica bi imala 2* = 16 redova.
Umesto tablice, pretpostavicemo da formula nije tautologija i pokazati da ta pretpostavka vodi u
protivrec¢nost.

Pretpostavimo da postoji valuacija v za koju je 7(K) = n. Implikacija je neistinita samo kada je njena
leva strana istinita, a desna neistinita. Zato mora vaziti:

((p = @ A (r—s)) =t,

Iz prvog uslova dobijamo:

Iz drugog uslova, ponovo po pravilu za neistinitu implikaciju, sledi:
o(pVr)=t, (g V s) =n.
Disjunkcija je neistinita samo kada su oba njena ¢lana neistinita, pa je:
v(q) = n, v(s) = n.

Posto je U(p V r) = t, bar jedno od iskaznih slova p i r ima vrednost t. Razmatramo oba moguéa
slucaja:

o Ako je v(p) = t, poSto je v(q) = n, dobijamo v(p — ¢) = n. To je protivrecno uslovu v(p — q) =
t.

o Ako je v(r) = t, posto je v(s) = n, dobijamo ¥(r — s) = n. To je protivrecno uslovu v(r — s) =
t.

U svakom slucaju dobijamo protivrecnost. Zato ne postoji dodela za koju je K neistinita, pa zakljucu-
jemo:

Formula K je tautologija.




Stav o zameni logicki ekvivalentnih formula

Neka su 1 = @1(p1,---,0n), 2 = ©2(P1y---,Pn), V1,..., Uy 1 61,...,0, iskazne formule takve da
vazi:

p1 & P9, Vv 0; zasvei=1,...,n.
Tada vazi:
lwl(wla R 71/}71) <~ (102(917 ey an) ‘
Ovde < oznacava logicku ekvivalentnost formula, a ¢(t1,...,%,) formulu dobijenu istovremenom

zamenom svakog iskaznog slova p; formulom ;.

Zadatak 1.66: ekvivalentne formule

Dokazati da su sledeée formule ekvivalentne:
L (mpVg) = (r<s)i=(p—=q)V(ser);

2. (pVg A=(pA-g)ip—q.

1) Resenje

Uoc¢imo formule:
v1(u,v) =u — v, w2(u,v) = —u V.

One su logicki ekvivalentne, jer vazi (u — v) < (—u V v). Formule iz prvog dela zadatka mozemo
zapisati kao:
w1(-pV g, T+ s) i wa(p = q, s ).

Po istom zakonu za implikaciju i po komutativnosti ekvivalencije imamo:
(~pVaq) & (p—q), (res)s (ser).
Primenom prethodnog stava o zameni logicki ekvivalentnih formula zakljuc¢ujemo:
pr(-pV g, 7> 5) & pa(p =g, s ).

Dakle:

(FpVa) = (res) & (Hp—a Vise)|

2) Resenje
Koristeéi zakon za implikaciju, De Morganov zakon i zakon dvostruke negacije, dobijamo:
(pVa) < (p—q) & ~(pA-a)
Primenom prethodnog stava zato imamo:
(V@ A=pA=q) = (=) APp—q).
Po zakonu idempotencije (u A u) < u sledi:
(=A@ —q) e @ q).

Dakle, polazna i krajnja formula su logicki ekvivalentne:

(~pVa) A=(pA—q) < (p—q)|




Zadatak 1.67: dokazivanje tautologija ekvivalentnim transformaci-
jama

Koristeci ekvivalentne transformacije dokazati da su sledeé¢e formule tautologije:

L. p—(qg—Dp);
2. (p @) V(p e —g).

Oznaka T predstavlja stalno istinitu formulu. Simbol V oznacava isklju¢ivu disjunkciju: formula je
istinita samo kada je ta¢no jedan od njena dva ¢lana je istinit.

1) Resenje
Imamo:

p—(¢g—p)s-pVig—Dp)
& V(=g Vp)
& (tpVp)V g
& T Vg
& T.
U prva dva koraka koristili smo zakon (u — v) < (—uVwv). U treéem koraku koristili smo asocijativnost

i komutativnost disjunkcije, u ¢etvrtom zakon iskljucenja treéeg (—p V p) < T, a u poslednjem zakon
(T Vu) < T. Kako je polazna formula ekvivalentna stalno istinitoj formuli, i sama je tautologija:

P (g—p) e T

2) Resenje
Koristimo zakone:
(u 4> ) & =(u ¢ v), (uV ) < (u<v).
Primenom ovih zakona i prethodnog stava o zameni logicki ekvivalentnih formula dobijamo:
Pegdvpege@egdya(peq

SAVASX )RR R)
& T.

U poslednjem koraku koristili smo zakon (u <> u) < T. Dakle, i ova formula je tautologija:

(per Ve —q)eT|

Konjunktivna i disjunktivna normalna forma

Literal je iskazno slovo ili njegova negacija. Na primer, p, —=p, ¢ i —r su literali.

Konjunktivna normalna forma (KNF) je konjunkcija disjunkcija literala, odnosno formula oblika:

m ki
i=1 \j=1

gde su /;; literali, a m > 11 k; > 1. Svaka disjunkcija literala u ovoj konjunkciji naziva se klauzula.
Na primer, formula
(PV-g)A(=pVT)Ag



je u KNF.

Disjunktivna normalna forma (DNF) je disjunkcija konjunkcija literala, odnosno formula oblika:

l\z (351 Eij) ’

gde su ¢;; literali, a m > 11i k; > 1. Na primer, formula

(PA=q)V(=pAT)Vq

je u DNF.

Dozvoljeni su i ¢lanovi koji sadrze samo jedan literal, kao i normalne forme sa samo jednim c¢lanom.
Zato je svaki literal istovremeno i u KNF i u DNF. Kao grani¢ne sluc¢ajeve dopustamo i stalne formule
Til.

KNF, odnosno DNF, date formule jeste formula odgovarajuéeg oblika koja je logicki ekviva-
lentna datoj formuli. Normalne forme nisu jedinstvene. Ne zahteva se da se svako iskazno slovo
pojavi u svakoj klauzuli KNF ili u svakom ¢lanu DNF.

Algoritam transformacije u KNF i DNF

U slede¢im zakonima A, B i C' oznacCavaju proizvoljne formule. Svaki korak postupka ¢uva logicku
ekvivalentnost.

1. Eliminisati implikaciju, ekvivalenciju i iskljuc¢ivu disjunkciju. Koristiti zakone:

(A— B) & —-AV B,

(A« B) < (nAV B)A(=BV A),
(A< B)< (AANB)V (mAA-B),
(AVvB)< (AN-B)V (-AAB).

Pri odredivanju KNF pogodniji je prvi prikaz ekvivalencije, a pri odredivanju DNF' drugi.

2. Spustiti negacije do iskaznih slova. Ponavljati primenu De Morganovih zakona i zakona
dvostruke negacije dok se negacije ne pojavljuju samo ispred iskaznih slova:

-(AAB) < —-AV B,
-(AVB) < -AN-B,
-—A & A

Tada formula sadrzi samo literale povezane veznicima A i V.

3. Primeniti distributivnost u odgovarajuéem smeru. Za KNF distribuirati disjunkciju
preko konjunkcije:
AV(BANC)<= (AVB)A(AVO).

Ponavljati dok se ne dobije konjunkcija disjunkcija literala. Za DNF distribuirati konjunkciju
preko disjunkcije:
ANBVC)= (AANB)V(ANQC).

Ponavljati dok se ne dobije disjunkcija konjunkcija literala. Asocijativnost i komutativnost
omogucavaju potrebno preuredivanje clanova i zagrada.

4. Po potrebi pojednostaviti rezultat. Koristiti idempotenciju, apsorpciju i zakone (AV—-A4) <
Ti(AAN-A) < L. UKNF moze se ukloniti cela klauzula koja sadrzi literal i njegovu negaciju,
a u DNF ceo konjunktivni ¢lan koji ih sadrzi. Oznaka | predstavlja stalno neistinitu formulu.



Primer: KNF i DNF iz tablice za a(p,q,r)

Normalne forme mozemo dobiti i neposredno iz tablice istinitosti. Ovim postupkom dobijamo kanon-
sku DNF (KDNF) i kanonsku KNF (KKNF): svaki konjunktivni ¢lan KDNF, odnosno svaka
klauzula KKNF, sadrzi sva iskazna slova formule, svako tatno jednom, pozitivno ili negirano. Kanonske
forme su poseban slucaj DNF i KNF; obi¢ne normalne forme ne moraju sadrzati sva slova u svakom
¢lanu.

Pravilo izbora literala. U DNF biramo redove u kojima je formula istinita i za svaki gradimo
konjunkciju ¢iji su svi literali u tom redu istiniti. U KNF biramo redove u kojima je formula neistinita
i za svaki gradimo disjunkciju ¢iji su svi literali u tom redu neistiniti. Zato su pravila za izbor znaka
razlicita:

Vrednost slova p  Literal u ¢lanu DNF Literal u klauzuli KNF

t D -p
n -p D

Isto pravilo primenjujemo na svako iskazno slovo.

Neka formula o = a(p, ¢,r) ima sledeéu tablicu:

=
)
[
=
Q
<
R

O J O Ot i W N =
5 B B B e o o ot
5 B & BB o
5 a4 B a4 B B
5 B &+ B s+ BB o

Izgradnja DNF. Formula je istinita u redovima 1, 4 i 6. Za svaki od tih redova zapisujemo kon-
junkciju svih slova: slovo ostaje bez negacije ako ima vrednost t, a negira se ako ima vrednost n.

(t,t,6) —> DA g AT,

(t,n,n) — p A =g A -,

(n,t,n) — =p A g A .
Na primer, konjunkcija p A =g A —r istinita je ta¢no u cetvrtom redu: tada su sva tri literala istinita.
U svakom drugom redu bar jedan od njih je neistinit.

Dobijene konjunkcije povezujemo disjunkcijom:

Do =((pAgAT)V(pPA=gA-T)
V (mpAgA-r).

Svaki ¢lan prepoznaje jedan izabrani red, pa je cela disjunkcija istinita ta¢no u redovima 1, 41 6. Zato
jea< Dy i D, je KDNF formule a.

Izgradnja KNF. Formula je neistinita u redovima 2, 3, 5, 7 i 8. Za svaki od tih redova zapisujemo
disjunkciju svih slova: slovo negiramo ako ima vrednost t, a ostavljamo bez negacije ako ima vrednost



(t,t,n) — —pV g Vr,
(t,n,t) — =pVqV -,

)

)

(n,t,t) —> pV gV -,

(n,n,t) —> pVaqV-r,
)

(n,n,n) —>pVaqgVr.

Na primer, klauzula =p V —¢q V r neistinita je tatno u drugom redu: tada su sva tri literala neistinita.
U svakom drugom redu bar jedan od njih je istinit.

Dobijene klauzule povezujemo konjunkcijom:

Ky=(—pV-qVr)AN(-pVaqV-r)
ANV —gV-r)A(pVqV-r)
ANpVaqgVr).

U svakom neistinitom redu formule « jedna od klauzula je neistinita, pa je cela konjunkcija neistinita.
U redovima 1, 4 i 6 sve klauzule su istinite. Zato je a« & K, i K, je KKNF formule a.

Ovaj postupak pokazuje da se svaka kolona istinitosnih vrednosti moze predstaviti formulom. Dobijene
forme mogu se dalje pojednostavljivati; pri tome ostaju ekvivalentne formuli «, ali ne moraju ostati
kanonske.

Posebni slucajevi. Ako nema istinitih redova, DNF zapisujemo kao L ; ako nema neistinitih redova,
KNF zapisujemo kao T. To odgovara konvencijama da je prazna disjunkcija 1, a prazna konjunkcija
T.

Zadatak: odredivanje KNF i DNF

Odrediti KNF i DNF formule:
F=(pAqg) < (rVvs).

1) Odredivanje KNF

Ekvivalenciju zapisujemo kao konjunkciju dve implikacije, zatim eliminiSemo implikacije i primenju-
jemo De Morganove zakone:

Fa((pAg) = (rVs)A((rvs)— (pAq)

& (HpAg) V(rVs)A(=(rVs)V(pAg))
S (-pVgVrVs)A((-rA=s)Vi(pAg)).

Prvi ¢lan je veé¢ disjunkcija literala. Na drugi ¢lan primenjujemo distributivnost:

(=r A=)V (P A Q) & ((mr A=s) Vp) A((=r A=s) V q)
S (pV-r)ApV-s)A(gV-r)A(gV —s).

Zato je jedna KNF date formule:

KNF(F)=(-pV-qVrVs)
AV 1) A (pV =s)
A(gV=r)A(qV —s).

Dobijeni izraz je konjunkcija pet disjunkcija literala.



2) Odredivanje DNF
Ekvivalencija je istinita kada su oba njena ¢lana istinita ili kada su oba neistinita. Zato:

Fe ((pA)ArVs)V(m(pAg A=(rVs))
S (pAgNAN (V) V((=pV—g)A-rA-s).

Primenom distributivnosti konjunkcije preko disjunkcije dobijamo:

PAGA(rVs) e (PAGAT)V(PAGAS),
(—=pV=g) A1 A=s<s (-pA-rAas)V (g A—rA-s).

Zato je jedna DNF date formule:

DNF(F)=(pAgAT)V(pAgAs)
V (mp A=r A=s) V(=g A—r A =s).

Dobijeni izraz je disjunkcija cetiri konjunkcije literala. Obe normalne forme su logicki ekvivalentne
polaznoj formuli.

Zadatak 1.73

Odrediti sve medusobno neekvivalentne formule ¢ = ¢(p, q,r) takve da je formula:

0= (pNq) <) = (gnr)

tautologija.

Resenje. Odredimo moguée tablice formule ¢. Sa v; oznac¢imo valuaciju iz i-tog reda tablice, a sa
x; = U;(p) vrednost formule ¢ pri toj valuaciji, za ¢ = 1,...,8. Svako x; pripada skupu {t,n}; —z;
oznacava suprotnu istinitosnu vrednost.

Pri racunanju koristimo pravila za istinitosne vrednosti:

trz=u, n< =, Tr—n=-, r—t=t.
Dobijamo:
p g r ¢ pAg (PAg e qghr 8
t t t x t T t t
t t n xo t T2 n X2
t n t x3 n -3 n T3
t n n x4 n Xy n X4
n t t x5 n x5 t t
n t n xg n —Xg n Tg
n n t a7 n Xy n X7
n n n g n —xg n Ts

Da bi 0 bila tautologija, sve vrednosti u poslednjoj koloni moraju biti t. Zato:
T2 =1, T3 =24 =T =T7 =Ty =1,

dok su z; i x5 proizvoljni. U prvom i petom redu konsekvens g A r veé je istinit, pa je implikacija
f istinita bez obzira na vrednost . Zato x; i x5 mozemo birati nezavisno. Imamo 22 = 4 moguce
tablice:



p qg T Y1 Y2 $¥3 P4
t t t t t n n
t t n n n n n
t n t t t t t
t n n ¢t t t t
n t t ¢ n t n
n t n ¢t t t t
n n t ¢t t t t
n n n ¢t t t t

Predstavnike konstruiSemo pomocu prethodnog postupka za KNF: biramo redove u kojima je odgo-
varajuca formula neistinita. Na primer, 9 je neistinita u redovima (t,t,n) i (n,t,t). Njima odgovaraju
klauzule =p V =q V r i p V =g V —r; njihova konjunkcija ima upravo tablicu formule 5. Na isti nacin
dobijamo:

p1="-pV-qVr,

p2=(pV g Vr)A(pV =gV ),

p3=("pV gV -r)A(=pV g Vr),

pa=(=pV =gV -r)A(-pVgVr)
A(pV —qV—r).

) A
) A

Dve formule su logicki ekvivalentne ta¢no kada imaju iste vrednosti u svim redovima tablice. Zato
ove cetiri razli¢ite kolone odreduju tacno Cetiri klase ekvivalentnih formula:

’Postoje cetiri medusobno neekvivalentna predstavnika.

Zadatak 1.74

Odrediti sve medusobno neekvivalentne formule ¢ = ¢(p, q,r) takve da je formula:

0=(peoq) <o) A=)

kontradikcija.

Resenje. Ponovo ozna¢imo sa x; = 0;(¢) vrednosti formule ¢ u odgovarajué¢im redovima tablice:

p g v ¢ poqg pogeoe roe 6
t t t o t 1 T 1
t t n xy t x9 t x9
t n t a3 n T3 T3 n
t n n x4 n Ty t Ty
n t t x5 n s Ts5 n
n t n xzg n g t —ZTg
n n t ax t X7 Ty X7
n n n Iy t Ts t xs

U tre¢em i petom redu koristili smo —x; A z; = n, a u prvom i sedmom z; A x; = x;.

Da bi 0 bila kontradikcija, sve vrednosti u poslednjoj koloni moraju biti n. Zato:

1 =19 =27 =28 =1, Ty =g =1,



dok su x3 i x5 proizvoljni. U treéem i petom redu 6 je neistinita za obe moguée vrednosti x;, jer

se javlja konjunkcija —x; A x;.

mogucénosti:

Zato ti redovi ne postavljaju dodatne uslove na .

p qg T Y1 Y2 ¥P3 P4
t t t n n n n
t t n n n n n
t n t ¢t t n n
t n n t t t t
n t t ¢ n t n
n t n t t t t
n n t n n n n
n n n n n n n

Imamo cetiri

Za prvu formulu mozemo uzeti 1 = pV ¢. Njena vrednost zavisi samo od toga da li se p i ¢ razlikuju,
pa promena vrednosti slova r ne menja rezultat. Za ostale biramo DNF dobijene iz redova u kojima

je vrednost odgovarajuée formule t:

p1=pVg,

po=((A=gAT)V(PA-gA-T)V (ZpAgA-r),
3= PAgAN-T)V(pAgAT)V (ZpAgA—T),
wa=((PAgA-T)V(mpAgA-T).

Na primer, ¢4 je istinita samo u redovima (t,n,n) i (n,t,n). Prvi red daje konjunkciju p A =g A —r,
a drugi —-p A g A —r. Njihova disjunkcija zato ima tacno zeljene istinite redove. Ove formule imaju
razliéite tablice i iscrpljuju sve moguénosti:

Zadatak 1.75

’Postoje ¢etiri medusobno neekvivalentna predstavnika.

Koliko ima neekvivalentnih parova formula ¢ = ¢(p, q) i ¥ = ¥(p, q) takvih da je formula:

tautologija? Ako je v kontradikcija, odrediti sve formule ¢ takve da je 6 tautologija.

1) Broj neekvivalentnih parova

0=(@—=p)V{WAq)

Oznacimo sa z; = 0;(¢) 1 y; = 0;(¢0) vrednosti formula u odgovarajué¢im valuacijama. Moguce tablice

imaju oblik:

p g ¢ ¥ o—=p YAg 0

t t =z oy t U1 Y1

t n x2 Yo t n t

n t x3 ys T3 Y3 -3V ys
n n T4 Y4 Xy n T4




Da bi 0 bila tautologija, mora biti:
Y1 =1, 4 =1, I3 = ys3.

Poslednji uslov sledi iz toga Sto je —x3 V y3 = t ta¢no kada je x3 = y3. Zajednicku vrednost z3 = y3
mozemo izabrati na dva nacina, a x1, x2, y2 i y4 potpuno su proizvoljni. Uslov x3 = y3 predstavlja
jedan slobodan izbor: dozvoljeni su samo parovi (t,t) i (n,n). Ne biramo x3 i y3 nezavisno. Dakle,
imamo pet nezavisnih izbora izmedu dve vrednosti:

2° = 32|

Isti broj dobijamo brojanjem po redovima tablice: redom imamo 2, 4, 2 i 2 moguénosti za par (x;,y;),
paje2-4-2.-2=32

2) Slucaj kada je ¢ kontradikcija
Tada je y1 = y2 = y3 = y4 = n. Prethodni uslovi daju:
T3 = T4 = N,

dok su x1 i xo proizvoljni. Imamo Cetiri moguce tablice formule (:

p q Y1 Y2 Y3 P4
t t ot t n n
t n ¢t n t n
n t n n n n
n n n n n n

Mozemo uzeti predstavnike:

Y1 =D, w2 =pAg, w3 =pA g, w4 = 1|

Sve trazene formule ¢ logicki su ekvivalentne jednoj od ove cetiri formule.

Potpuni sistemi veznika

Definicija. Skup veznika S je potpun sistem veznika ako se svaka iskazna formula moze izraziti

koriséenjem iskljucivo veznika iz skupa S. Preciznije, za svaku formulu ¢(p1,...,p,), gde je n > 1,
postoji formula ¥ (p1,...,p,) koja koristi samo veznike iz S i za koju vazi:
P =

Dakle, trazimo formulu sa istom tablicom istinitosti. Zapis formule moze se promeniti, ali vrednost
pri svakoj valuaciji mora ostati ista.

Pri ispitivanju potpunosti formule gradimo od dostupnih iskaznih slova i veznika iz posmatranog
skupa. Oznake T i L nisu nezavisno dopustene konstante: mogu se koristiti kao skracenice tek kada
odgovarajucu tautologiju i kontradikciju izrazimo pomocu dozvoljenih veznika. Pretpostavljamo da
imamo bar jedno dostupno iskazno slovo.

Oznake. U ovom odeljku koristimo 1 za istinitu vrednost t, a 0 za neistinitu vrednost n. I dalje
razlikujemo valuaciju v na slovima i njeno prosirenje ¥ na formulama.



Primeri potpunih sistema veznika

Posledica 1. Skup {—, A,V} je potpun sistem veznika.

Objasnjenje. Svaka iskazna formula ima ekvivalentnu KNF i DNF, a u tim normalnim formama
koriste se samo negacija, konjunkcija i disjunkcija. Zato se svi ostali veznici mogu eliminisati. Stalno
istinitu i stalno neistinitu vrednost mozemo izraziti formulama p VvV —p i p A —p.

Posledica 2. Skup {—, A} je potpun sistem veznika.

Dokaz. Posto je prethodni sistem potpun, dovoljno je pokazati da disjunkciju mozemo izraziti pomocu
negacije i konjunkcije. Po De Morganovom zakonu i dvostrukoj negaciji:

AV B < —(=AN-B).

U normalnoj formi zamenimo svako pojavljivanje disjunkcije ovim izrazom. Dobijena formula koristi
samo — i A, a ostaje ekvivalentna polaznoj formuli.

Posledica 3. Skup {—, V} je potpun sistem veznika.
Dokaz. Dovoljno je izraziti konjunkciju pomocéu negacije i disjunkcije:
ANB < =(-AV -B).
Zamenom svih pojavljivanja konjunkcije dobijamo ekvivalentnu formulu koja koristi samo — i V.

Ovi dokazi daju i postupak prevodenja: najpre formulu zapisemo pomoc¢u poznatog potpunog sistema,
a zatim svaki nedozvoljeni veznik zamenimo odgovarajuc¢om ekvivalentnom formulom. Zamene vrsimo
i unutar podformula, dok ne ostanu samo dozvoljeni veznici.

Zadatak 1: primer nepotpunog sistema

Dokazati da {A, <>} nije potpun sistem veznika.

Ideja dokaza. Dovoljno je pronadi jednu formulu koja se ne moze izraziti pomoéu navedenih veznika.
Pokazaéemo da je takva formula —p. Posmatramo valuaciju v; koja svakom iskaznom slovu dodeljuje
vrednost 1.

Dokazacemo da za svaku formulu F' izgradenu koriséenjem samo A i <> vazi:
vi(F) = 1.
Koristimo indukciju po slozenosti formule, gde je slozenost broj pojavljivanja veznika.

Baza indukcije. Formula slozenosti 0 jeste iskazno slovo, recimo g. Po izboru valuacije:
vi(q) =vi(g) = 1.

Indukcijska pretpostavka. Pretpostavimo da tvrdnja vazi za sve formule slozenosti manje od n.

Indukcijski korak. Neka je F' formula sloZenosti n. Posto su dozvoljena samo dva veznika, ona je
oblika AA B ili A<+ B, gde su A i B manje slozenosti. Po indukcijskoj pretpostavci:

v1(4) =vi(B) = 1.
U oba mogucéa slucaja dobijamo:
(AAB)=01(A)Avi(B)=1A1=1,
Ti(A & B) = 5i(A) & 5i(B) = (16 1) = 1.
Time je indukcija zavrsena.
Medutim, pri istoj valuaciji:
v1(=p) = i (p) = 1 =0.

Zato nijedna formula izgradena samo pomocu A i <> nije ekvivalentna formuli —p: veé¢ pri valuaciji vy
njihove vrednosti se razlikuju. Prema tome:

’ {A, <>} nije potpun sistem veznika.




Jednoclani potpuni sistemi binarnih veznika

Da li je dovoljan samo jedan veznik? Posmatra¢emo binarni veznik *, ¢ija se tablica sastoji od cetiri
vrednosti.

Stav. Ako je {*} potpun sistem veznika, onda vazi:

0x0=1, 1x1=0]

Dokaz prvog uslova. Pretpostavimo suprotno, da je 0% 0 = 0. Neka vg svakom iskaznom slovu do-
deljuje vrednost 0. Indukcijom po slozenosti pokazacemo da za svaku formulu F' izgradenu koriséenjem
samo * vazi vo(F) = 0.

U bazi, za svako slovo p vazi vg(p) = vo(p) = 0. U indukcijskom koraku formula ima oblik F' = A x B.
Ako za podformule vazi v9(A) = v9(B) = 0, onda:

vo(F) =v9(A) *v9(B) =0%0=0.
Dakle, sve tako izgradene formule imaju vrednost 0 pri vg. Ali vg(—p) = -0 = 1, pa se —p ne moze

izraziti pomocu *. To protivrec¢i potpunosti. Zato mora biti 0 %0 = 1.

Dokaz drugog uslova. Ako bi bilo 1 %1 = 1, posmatrali bismo valuaciju v; koja svim slovima
dodeljuje vrednost 1. Baza indukcije daje v1(p) = 1, a indukcijski korak:

(A% B)=01(A)x01(B)=1*x1=1.
Zato bi svaka formula nad * imala vrednost 1 pri vy, dok je v1(—p) = 0. Ponovo ne bismo mogli izraziti

negaciju, pa mora biti 1% 1 = 0.

Cetiri kandidata. Dokazani uslovi su nuzni. Prvi i poslednji red tablice su odredeni, a dve preostale
vrednosti mogu se birati proizvoljno. Zato postoje samo 22 = 4 kandidata:

P q plg —p —q ptyq
0 0 1 1 1 1
0 1 0 1 0 1
1 0 0 0 1 1
1 1 0 0 0 0

Prva kolona kandidata daje veznik ,,niti” (NOR):

Al B & —(AV B).
Poslednja daje Seferov veznik ,,ni” (NAND):

A+ B & ~(AAB).

NOR je istinit samo kada su oba argumenta neistinita, a NAND je neistinit samo kada su oba argu-
menta istinita.

Dva kandidata u sredini nisu potpuni. Jedan veznik samo negira prvi argument i zanemaruje
drugi, a drugi samo negira drugi argument i zanemaruje prvi. Svaka formula izgradena koris¢enjem
samo jednog takvog veznika ekvivalentna je nekom iskaznom slovu ili njegovoj negaciji. Zaista, u
svakom koraku samo negiramo vrednost izabranog argumenta; ponavljanjem ovog postupka dolazimo
do jednog iskaznog slova. Zato ne mozemo izraziti p A ¢, ¢ija vrednost zavisi od oba slova. Ovo
pokazuje i da dva nuzna uslova iz stava sama po sebi nisu dovoljna za potpunost.



Zadatak 2: potpunost veznika NOR i NAND

Dokazati da su {}} i {1} jednoc¢lani potpuni sistemi veznika.

Ideja dokaza. Veé znamo da su {—,V} i {—, A} potpuni sistemi. Dovoljno je pomoéu NOR izraziti
negaciju i disjunkciju, a pomoéu NAND negaciju i konjunkciju.

1) Sistem {]}. Najpre dobijamo negaciju:
AlA& -(AVA) & -A.
Posto je AV A ekvivalentno A, rezultat je negacija A.
Disjunkciju dobijamo tako sto negiramo rezultat A | B, ponovo koristeé¢i samo NOR:

(ALB)} (AL B) & —~(A|B)

< ——(AV B)
< AV B.
Dakle, imamo zamene koje koriste samo NOR:
[-AeALAl |AVBe (ALB)L(ALlB)]

Svaku formulu moZemo prvo zapisati pomoéu =iV, a zatim primeniti ove zamene. Zato je {|} potpun
sistem.

2) Sistem {1}. Negaciju dobijamo analogno:
ATA& -(ANA) & —A.
Konjunkciju dobijamo negiranjem rezultata A 1 B:

(A1 B)1(A1B) < ~(A1B)
& ——=(ANAB)
< ANB.

Zato vaze zamene:

~Ae AT A

: ’A/\B@(ATB)T(ATB)‘.

Posto se pomoéu NAND mogu izraziti oba veznika poznatog potpunog sistema {—, A}, sistem {1} je
potpun.

Provera negacije tablicom. Oba izraza sa ponovljenim argumentom imaju istu tablicu kao negacija:

p plp ptp —p

0 1 1 1
1 0 0 0

Primer prevodenja formule. Implikaciju mozemo zapisati koriste¢i samo NAND:

p—qe(pA—g)
e ANCARE
Unutrasnji izraz ¢ 1 ¢ daje —q, a spoljasnji NAND negira konjunkciju p A =q. U zavrsnom izrazu nema
ni negacije ni implikacije kao zasebnih veznika: obe su izrazene pomoéu NAND.

Prema tome, medu binarnim veznicima postoje taéno dva koja sama ¢ine potpune sisteme:

{3 i{1})



