Uvod u matematicku logiku

6. cas Prirodna dedukcija

U prirodnoj dedukciji dokaz gradimo korak po korak. Svaki red je premisa, privremena pret-

postavka ili formula izvedena primenom pravila.

U semi pravila iznad crte pisu formule ili poddokazi koji su potrebni za primenu pravila, a ispod
crte stoji zakljucak. Slova A, B i C oznacavaju proizvoljne formule, a | oznacava kontradikciju.
Zapis I' + C znadi da se C moze izvesti iz skupa premisa I'. Zapis - C oznacava dokaz bez

premisa.

U oznakama pravila E znaci eliminaciju, a u uvodenje. Gornje oznake 1 i d odnose se na levi i

desni ¢lan.

Konjunkcija i dvostruka negacija

1) AT

ANB

_\_|A

Implikacija i negacija

A= B A
©) — B
A= B -B
@ A
A
B
(8) A= B
A -A
(9) -
A
L
(10) -A

(Ak)

(AR)

(_‘u)

Eliminacija konjunkcije, levi ¢lan
Eliminacija konjunkcije, desni ¢lan
Uvodenje konjunkcije

Eliminacija dvostruke negacije

Uvodenje dvostruke negacije

Eliminacija implikacije (modus ponens, MP)

Modus tollens

Uvodenje implikacije. Zatvaramo pretpostavku

A.

Eliminacija negacije (izvodenje kontradikcije)

Uvodenje negacije. Zatvaramo pretpostavku A.

Uspravna crta s leve strane oznacava poddokaz. Prvi red je privremena pretpostavka. U pod-
dokazu mozemo koristiti premise i ranije redove dostupne na mestu gde ga otvaramo. Posle
zatvaranja koristimo rezultat odgovarajuceg pravila.



Disjunkcija, kontradikcija i ekvivalencija

(11)

(12)

A
AV B
B
AV B
A | B
AV DB |: :
cC | C
C
1
A
AV B —-A
B
AV B -B
A
A= B B= A
As B

Uvodenje disjunkcije iz levog ¢lana

Uvodenje disjunkcije iz desnog ¢lana

Eliminacija disjunkcije. Isti zakljucak C
izvodimo u oba slucaja i zatvaramo obe pret-
postavke.

Eliminacija kontradikcije (ex falso quodlibet,
efq)

Disjunktivni silogizam
Disjunktivni silogizam

Uvodenje ekvivalencije

Dodatna pravila prirodne dedukcije

(18)

(19)

A< B

A= B
A< B

B=A
A= B B=C

A=C
Av-A

-(AAB)

—~AV-B
-~AV-B

-(A A B)
-(AV B)

—AN-B
-AN-B

-(AV B)

Teorema dedukcije

T,Al B

Eliminacija ekvivalencije sleva nadesno
Eliminacija ekvivalencije zdesna nalevo

Tranzitivnost implikacije

Zakon iskljucenja treéeg (tertium non datur).
Zakljucak se izvodi bez premisa.

De Morganov zakon za konjunkciju

De Morganov zakon za konjunkciju, obrnuti
smer

De Morganov zakon za disjunkciju

De Morganov zakon za disjunkciju, obrnuti
smer

akoisamoako T'F A= B.

Zapis I', A znadi da premisama iz I" dodajemo formulu A.



Primeri

1. Izvodenje konjunkcije

Dokazimo sekvent
(pAgq)ANs, TAtELtAg.

1. (pAg)As premisa

2. rAt premisa

3. pAgq /\%E iz reda 1

4. q /\dE iz reda 3

5. t /\dE iz reda 2

6. tAq Ay iz redova 51 4

2. Izvodenje implikacije

Dokazimo sekvent
p=¢q, —Tr=-q Tr=skp=s.

Prvi nacin. Privremeno pretpostavimo p i izvedimo s.

1. p=g¢q premisa
2. —r=—gq premisa
3. r=s:s premisa
4. |p privremena pretpostavka
5 | q MP iz redova 114
6. | -q -y iz reda 5
7. | MT iz redova 21 6
8 |r - iz reda 7
9. |s MP iz redova 3 i 8
10. p=s =, iz poddokaza 4-9

Drugi nacin. Primenimo teoremu dedukcije. Dovoljno je dokazati sekvent
p=gq, —T=-q Tr=35 pks.

Uzmemo p kao ¢etvrtu premisu i koracima iz redova 5-9 izvedemo s. Po teoremi dedukcije, iz
prve tri premise sledi p = s.



3. Dokaz po slucajevima

Dokazimo sekvent
Flp=aqV=r)=@=(qVr).

1. |{(p=q¢Vp=r) privremena pretpostavka
2. p=q pretpostavka za prvi slucaj
3. P privremena pretpostavka
4. q MP iz redova 2 i 3
5. gVvr V6 iz reda 4
6. [|p=(¢qVr) = iz poddokaza 3-5
7. p=T7 pretpostavka za drugi slucaj
8. P privremena pretpostavka
9. r MP iz redova 71 8
10. qVvr vd iz reda 9
11. [|p=(qVr) = iz poddokaza 8-10
12. |p=(qVvr) VE iz reda 1 i poddokaza 26 i 7-11

13. (p=q)Vp=r)=(p=(¢Vr)) =iz poddokaza 1-12

Leme o implikaciji

Lema 1

Prvi smer
—aVpka=p.

1. -aVp premisa

2 « privremena pretpostavka
3. e’ -y, iz reda 2

4 I5; DS iz redova 11 3

5. a=0 =, 1z poddokaza 2—4

Drugi smer
a=pBF-aVvp.

1. a=p premisa
2. aV -« tnd
3. |« pretpostavka za prvi slucaj
4. | B MP iz redova 11 3
5. | maV g vd iz reda 4
6. | "« pretpostavka za drugi slucaj
7. | aVvp V5 iz reda 6
8. —aVvp VE iz reda 2 i poddokaza 3-5 i 6-7
Lema 2
—(a=p)Fa.



1. =(a=p) premisa

2. e’ privremena pretpostavka

3. |~aVvp VL iz reda 2

4. |a= 0 prvi smer Leme 1, primenjen na red 3
5. | L —g iz redova 411

6. —« -y iz poddokaza 2-5

7. « - iz reda 6

Domacéi zadatak. Analogno dokazati sekvent

—(a=p)F 4.

4. Primena lema u dokazu po slucajevima

Dokazimo sekvent

p=(q={per)) =t

(p=(g=@er)) =t
(sNt)=(qgNT)
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(snt) = (gAT),

premisa

premisa

premisa

prvi smer Leme 1, iz reda 3
tnd

pretpostavka za prvi slucaj
MP iz redova 41 6

Ay iz redova 71 6

MP iz redova 21 8

/\}3 iz reda 9

pretpostavka za drugi slucaj
MT iz redova 11 11

drugi deo Leme 2, iz reda 12
prvi deo Leme 2, iz reda 13

-tVshkaq.

Vg iz reda 5 i poddokaza 6-101i 11-14



5. Dokaz ekvivalencije

Dokazimo sekvent

(pAr) = (gAr), (pVr)e(@Vr)Fpeq.

Prvi smer. Izvedimo p = q.

10.
11.
12.
13.
14.

1
2
3
4
5.
6
7
8
9

pAT) & (gAT)
pVr)e (qVr)
pAT)=(qAT)
pVr)=(qVr)
p

pVr

qVvr

q

(
(
(
(

r
pPAT
gnNT
q

q

pP=4q

premisa

premisa

@Ed iz reda 1

<:>}§1 iz reda 2

privremena pretpostavka

V6 iz reda 5

MP iz redova 41i 6

pretpostavka i zakljucak prvog slucaja

pretpostavka za drugi slucaj

Ay iz redova 51 9

MP iz redova 3 i 10

/\}E iz reda 11

VE iz reda 7 i poddokaza 8 i 9-12
= iz poddokaza 5-13

Drugi smer. Izvedimo g = p, pa uvedimo ekvivalenciju.

15.
16.
17.
18.
19.
20.

21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.

(gAhr)=(pAT)
(qvr)=(pVr)
q

qVvr

pVvVr

| p

r
qgnNT
pAT
p

p

q=0p

P=q

<:>%1 iz reda 1

<:>%1 iz reda 2

privremena pretpostavka

V6 iz reda 17

MP iz redova 16 i 18

pretpostavka i zakljucak prvog slucaja

pretpostavka za drugi slucaj

Ay iz redova 17 1 21

MP iz redova 151 22

/\}E iz reda 23

Vg iz reda 19 i poddokaza 20 i 21-24
=, iz poddokaza 17-25

<y iz redova 14 1 26

6. Uvodenje implikacije

Dokazimo sekvent

10.

© 0N oW

p= (-r = —q)
—pVq

p

—=p

q

—-r = —q

=g

—r

r
p=r

p=(—-r=-q), -pVgkp=r.

premisa

premisa

privremena pretpostavka
-y, iz reda 3

DS iz redova 21 4

MP iz redova 11i 3

—=y, iz reda 5

MT iz redova 6 i 7

TR iz reda 8

=, iz poddokaza 3-9



7. Dokaz kontradikcijom

Dokazimo sekvent

be(eVf), fe(a=-b)Fb.
1. be(eVvy) premisa
2. fe(a=-b) premisa
3 —b privremena pretpostavka
4. |(evf)=1D &4z reda 1
5 | —(eVf) MT iz redova 4 i 3
6. | "eN—f De Morganov zakon (24) iz reda 5
7. | f /\dE iz reda 6
8 |(a=-b)=f <4l iz reda 2
9. | =(a= —b) MT iz redova 8 i 7
10. | == drugi deo Leme 2, iz reda 9
11. | L —g iz redova 31 10
12. ——b -y iz poddokaza 3-11
13. b ——g iz reda 12

8. Dokaz ekvivalencije uz premisu

Prirodnom dedukcijom dokazimo sekvent

r=pk((pAgVr)e (A (V).

Prvi smer

10.
11.
12.
13.

14.
15.
16.
17.
18.
19.

20.
21.
22.
23.
24.

1
2
3
4.
D.
6
7
8
9

r=7p
(pAg)Vr
pPAq
p
q
qVvr
pA(qVr)

T

qVvr

P
pA(qVr)
pA(qVrT)

(pA@VT)=(PA(qVT))

Drugi smer

pA(gVr)
p

qVvr

q

pPAq
(pAg)Vr

(pAg)Vr
(pAg)Vr

(pA(@vr)=(pAg) V)
(pA@)Vvr) e (pA(gVT))

premisa

privremena pretpostavka
pretpostavka za prvi slucaj
/\}E iz reda 3

/\dE iz reda 3

V6 iz reda 5

Ay iz redova 41 6

pretpostavka za drugi slucaj
vd iz reda 8

=g iz redova 11 8
Ay iz redova 101 9

Vg iz reda 2 i poddokaza 3—7 i 811

=, iz poddokaza 2-12

privremena pretpostavka
/\{3 iz reda 14

/\%1 iz reda 14
pretpostavka za prvi slucaj
Ay iz redova 151 17

Vvl iz reda 18

pretpostavka za drugi slucaj
vd iz reda 20

Vg iz reda 16 i poddokaza 17-19 i 20-21

=, iz poddokaza 14-22
<, 1z redova 13 1 23



9. Zadatak

a) Iskazni racun

Dokazimo sekvent

(pAgq) = s
qg/N—r
-p=(s=r)

—=is

~(p A q)

—pV g

q

)

-p

s=r

s

r

—r

1L

—/S

S

(pAq)=—s, qA-,

premisa

premisa

premisa

privremena pretpostavka
MT iz redova 11 4

De Morganov zakon (22) iz reda 5
/\}E iz reda 2

Ty iz reda 7

DS iz redova 61 8

MP iz redova 319

——g iz reda 4

MP iz redova 101i 11

/\% iz reda 2

—g iz redova 121 13

-y iz poddokaza 4-14
——g iz reda 15

-p=(s=r)k s



