Relacije poretka - 4. cas
Def. Neka je < relacija poretka na skupu A, BC Aia€ A.

1. a je gornje ogranicenje skupa B ukoliko je b < a za svako b € B.

2. a je donje ogranicenje skupa B ukoliko je a < b za svako b € B.

3. a je najveli element skupa B ukoliko je a € B i a je gornje ogranicenje za B.

4. a je najmanji element skupa B ukoliko je a € B i a je donje ogranicenje za B.

5. a je maksimalni element skupa B ukoliko je a € B i ne postoji b € B takav da je a < b.
6. a je minimalni element skupa B ukoliko je a € B i ne postoji b € B takav da je b < a.
7. a je supremum skupa B ako je a najmanje gornje ogranicenje.

8. a je infimum skupa B ako je a najvece donje ogranicenje.

Primer:

1) Neka je A = R sa relacijom < i neka je

B=10,1).

Tada imamo:

e gornje ogranicenje: 2;

¢ donje ogranicenje: 0;

o najveci element: ne postoji;

e mnajmanji element: 0;

o maksimalni element: ne postoji;

e minimalni element: 0;

e supremum: 1;

e infimum: 0.

Napomena. Zapis 0,99... ne oznacava broj koji je manji od 1, ve¢ vazi

0,99...=1.

Zaista, ako je x = 0,99..., onda je
102 =9,99...,

pa oduzimanjem prve jednakosti od druge dobijamo 9z =9, odnosno = = 1.
2) Neka je X skup takav da je |X|=n > 2 i posmatrajmo na skupu P(X) relaciju C. Neka je

B=PX)\ {2, X}.

Tada imamo:
e gornje ogranicenje: X;

e donje ogranicenje: &;



e najveci element: ne postoji;
e najmanji element: ne postoji;

o maksimalni elementi: svi oni sa n — 1 elemenata, kojih ima

n
(n—l) =

e minimalni elementi: svi jednoclani skupovi, kojih ima n > 2;
e supremum: X;

o infimum: &.
Primer. Ako je X = {a,b}, onda je
P(X) = {@7 {a}> {b}> {a7 b}}7

pa je

B=PX)\{2, X} = {{a}, {b}}.
Elementi {a} i {b} su istovremeno i maksimalni i minimalni elementi skupa B.

3. Ako su p i o relacije poretka na skupovima A i B redom, dokazati da je i p X o, zadata na A x B

sa
(a,b)(p x 0)(c,d) akko apcibod,

takode relacija poretka.

(R): Kako su p i o refleksivne, vazi apa za svako a € A i bob za svako b € B.

Dakle,
(a,b)(p x o)(a,b).

(ANS): Pretpostavimo da vazi
(@b)(px o)ed) i (e.d)(px o)(a.b)

Tada imamo
apc, bod, cpa, dob.

Kako su p i o antisimetri¢ne, sledi

Dakle,

(T): Pretpostavimo da vazi
(@,b)(p % 0)ed) i (e.d)(px o)(uv)

Tada je
apc, bod, cpu, dow.

Zbog tranzitivnosti p i ¢ dobijamo
apu i bov.

Prema tome,

(a.b)(p x o) (1, ).



Dakle, p x o je refleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna, pa je relacija poretka na A x B.
Napomena. Ako su p i o relacije totalnog poretka, p X ¢ ne mora biti totalan poredak.
4. Neka je na [0, 7] x [0, 7] data relacija p sa

(z,y)p(z,w) akko cosz <cosziy<w.

Dokazati da je p poredak i odrediti minimalne, maksimalne, najveéi i najmanji element skupa [0, 7] x
[0, 7] i kruga sa centrom u
(33)
272

Stav. Najveli, najmanji, supremum i infimum su jedinstveni ukoliko postoje.

poluprecnika 5.

Ako imamo jedinstveni minimalni element, tada je on i najmanji.

Ako imamo jedinstveni maksimalni element, tada je on i najveéi.

Imamo
(z,y)p(z,w) akko cosz<cosziy < w.

Kako je cos opadajuca funkcija na [0, 7], to je uslov cosz < cos z ekvivalentan uslovu x > z.

Dakle,
(x,y)p(z,w) akko z>ziy<w.

Stoga, relacija p je zapravo proizvod poredaka > i < (notacija iz prethodnog zadatka), pa kako su >
i < relacije poretka, to je i p relacija poretka po prethodnom zadatku.

Najmanji element skupa [0, 7] x [0, 7].

Element (z,y) treba da zadovoljava

(z,y)p(z, w)
za sve (z,w) € [0, 7] x [0, 7].
Dakle,
x>zzasve z€[0,1] = xz=m,
i
y<wzasvew € [0,71] = y=0.
Dakle,

(m,0)
je najmanji element. To je i jedini minimalni element.

Najvedi element skupa [0, 7] x [0, 7].

Element (z,w) treba da zadovoljava

(z,y)p(z,w)
za sve (x,y) € [0, 7] x [0, 7].
Dakle,
x>zzasvez € [0,1] = 2z2=0,
i
y<wzasvey€[0,7r] = w=m.
Dakle,

(0,7)



je najvedi element, pa i jedini maksimalni element.

.  om\ s . .
Posmatrajmo sada krug sa centrom u (%, %) i polupre¢nikom 7.
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Minimalni elementi (z,y) treba da budu $to vise desno i Sto vise dole. Zato se minimalni elementi
nalaze na donjem desnom luku kruga, tj. na luku AB.

Maksimalni elementi (z,w) treba da budu sto vise levo i Sto vise gore. Zato se maksimalni elementi
nalaze na gornjem levom luku kruga, tj. na luku C'D.

Kako minimalni elementi nisu jedinstveni, ne postoji najmanji element.
Kako maksimalni elementi nisu jedinstveni, ne postoji najveéi element.
Zasto su upravo tacke na luku C'D maksimalne?
Neka je (z,w) proizvoljna tacka luka C'D. Da bi postojao element (u,v) koji je strogo veéi od (z,w),
moralo bi da vazi
(2, w)p(u,v),

odnosno

z > u, w < v,
pri ¢emu je bar jedna od ovih nejednakosti stroga.

Dakle, tacka (u,v) morala bi da se nalazi levo i/ili iznad tacke (z,w). Medutim, kako je (z,w) na
gornjem levom luku kruznice, svako takvo pomeranje vodi van kruga. Zato ne postoji strogo veci
element od (z,w), pa je svaka tacka luka C'D maksimalna.

Analogno, neka je (x,y) proizvoljna tacka luka AB. Da bi postojao element (u,v) koji je strogo manji
od (z,y), moralo bi da vazi

(u, v)p(z, y),
odnosno
u>x, v <y,
pri ¢emu je bar jedna nejednakost stroga.

Dakle, (u,v) bi morala da se nalazi desno i/ili ispod tacke (z,y). Kako je (z,y) na donjem desnom
luku kruznice, svako takvo pomeranje vodi van kruga. Zato ne postoji strogo manji element od (z,y),
pa je svaka tacka luka AB minimalna.

5. Neka je na skupu
A=1{1,2,3,4,5,6,7,8} x [gw]

data relacija p sa
(m,z)p(n,y) akko m|ni sinz <siny.



Naéi najveéi, najmanji, minimalne i maksimalne elemente.

Kako je sin opadajuca funkcija na [, 7], uslov sina < siny ekvivalentan je uslovu > y.

2
Dakle,
(m,x)p(n,y) akko m|niz>y.

Najmanji element. Element (m,x) treba da ispunjava
m|n zasvakon € {1,...,8},
odakle jem =1, 1i
™
x>y zasvako y € |:2,7T:| ,

odakle je z = .
Dakle,
(1,m)

je najmanji, pa i jedini minimalni element.
Najvedi element. Element (n,y) treba da ispunjava
m|n zasvakom € {1,...,8},

ali takav n € {1,...,8} ne postoji.
Takode, iz uslova

T
x>y zasvako x € [2,4

dobijamo

y:§.

Dakle, najveéi element ne postoji, pa trazimo maksimalne elemente.

Za maksimalni element (n,y) ve¢ smo dobili da mora biti

oo
Yy = 9"
Dalje, n ne sme deliti nijedan drugi element skupa {1,...,8} osim sebe, jer bi u suprotnom postojao
strogo veci element. Zato je
n € {5,6,7,8}.

Stoga su maksimalni elementi

Zadatak 2.15
Na skupu R? zadato je uredenje < sa
(a,b) X (¢,d) <= a<cib<d.
Odrediti najmanji, najveéi, minimalne i maksimalne elemente (ako postoje) skupa

T={(z,y) eR*|z>-1, y> -2, x+2y <3}

Resenje.

Skup T je zatvorena trougaona oblast sa temenima (—1,—-2), (—1,2) i (7,-2).



maksimalni
elementi

@

min(7T)
Skup T = {(z,y) € R* |z > -1, y > =2, z + 2y < 3}.

Najmanji i minimalni elementi. Za svako (x,y) € T vazi x > —1 iy > —2, pa je

(=1,-2) 2 (z,y).

Kako je (—1,—2) € T, zakljucujemo da je

iminT = (~1,-2).|

Ujedno je (—1,—2) jedini minimalni element skupa 7.

Maksimalni elementi. Neka je (z,y) € T'i  + 2y < 3, odnosno

3—x
y < .

Tada tacka

pripada skupu 7' i vazi

@)= (o°57) @ #(a757).

Zato (z,y) nije maksimalni element.

Sa druge strane, neka je (z,y) € T i  + 2y = 3. Pretpostavimo da postoji (a,b) € T takav da je
(z,y) 2 (a,),  (z,9) # (a,b).
Tada je x < aiy <b, pri éemu je bar jedna nejednakost stroga. Zato je
a—+2b>x+2y =3,

sto protivreci uslovu (a,b) € T

Dakle, maksimalni elementi su sve tacke kose ivice trougla:

G s

Najveéi element. Posto skup 7 ima vise razli¢itih maksimalnih elemenata, najveéi element ne
postoji.

Zadatak 2.18

Na skupu R definisana je binarna relacija p sa

zpy <= 2y +1) <ylz?+1).



a) Dokazati da relacija p nije antisimetri¢na na R.
ja p nij
b) Dokazati da je p relacija poretka na skupu |1, +00).
p

(v) Dali je p relacija totalnog poretka na skupu [1, +00)?

(g) Dokazati da je 1 maksimum skupa [1,+00) u odnosu na relaciju p.
Resenje.
(a) Za x> 01y > 0, deljenjem sa pozitivnim brojem zy dobijamo

1 1
rpy < y+-<z+-—.
Y x

Ako stavimo y = %, obe strane poslednje nejednakosti su jednake. Zato za svako x > 0 vazi

1 . 1

1

Za x # 1 brojevi x i  su razli¢iti. Prema tome, p nije antisimetricna na R.

(b) Neka su x,y € [1,400). Na osnovu prethodnog dobijamo

1 1
rpy=y+-<z+-
Yy X

1 1
<:>(y—a:)—(—><0
r oy
(:>(y—m)—y_x§0
Ty
1
— (y—=x) (1—) <0
Ty
Kako je z,y > 1, vazi xy > 1, pa je
1
1——>0.
Ty

Ako z i y nisu oba jednaka 1, onda je xy > 1, te mozemo deliti strogo pozitivnim faktorom 1 — ngy
Dobijamo
zpy <<= y—zz<0 = z>y.

I za z = y = 1 vaze obe strane ove ekvivalencije. Dakle, na skupu [1, +00) vazi

(zpy <= x>y

Relacija p se na ovom skupu poklapa sa relacijom >, pa je refleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna.
Prema tome, p je relacija poretka na [1,400).

(v) Za svaka dva broja x,y € [1,4+00) vazi x > y ili y > =, odnosno
zpy ili ypz.
Zato je p relacija totalnog poretka.

(g) Za svako z € [1,4+00) vazi > 1, odnosno x p1. Posto 1 € [1,+00), sledi da je 1 najveéi element
ovog skupa u odnosu na p:

Ingx[l, +00) = 1.




