1.7. Dokazati da vazi
CCAUB <+« B°NnCCA.

Dokaz.
(=) Pretpostavimo da je C' C AU B. Dokazimo da je BN C C A.

Neka jez € B°NC. Toznacidajex ¢ Biz e C C AUB. Dakle, x € AUB iz ¢ B, te zakljucujemo
da je z € A.

Prema tome,

B°nC C A.

(<) Pretpostavimo da je BN C C A. Neka je x € C.
Ukoliko je z ¢ B, onda imamo da je x € BN C, pa po pretpostavci x € A, a stogaixz € AU B.
Ukoliko pak =z € B, onda svakako x € AU B.
Dakle, u oba slucaja je z € AU B, pa je
C CAUB.

Prema tome,

\CQAUB <~ B°NCCA

1.10. Primetimo da je x € A\ B ako i samo ako je x € A i nije x € B, sto moZzemo zapisati kao

reA i zeB°

pa je
A\ B =An B

Dalje, posmatrajmo skup (A°N B¢)°. Prema De Morganovim zakonima i osobini (A€)¢ = A, vazi
(A°NB°)“=(A)°U(B°)*=AUB.
1.11. Neka su skupovi
A=1{1,2}, B ={2,3}, C ={2,4}.

Tada je
ANB={2}=ANC,

ali je ocigledno

B+C.

1.12. Posmatrajmo Venove dijagrame skupova

AU (BAC) i (BNC)UA.

o9 N®

AU (BAC) (BNC)UA

Uporedujuéi osencane delove dolazimo do zakljucka koji je predstavljen na narednom dijagramu:



o

A=aUbUcUd, B=bUc, C=cuUd,
gde a, b, ¢, d predstavljaju potencijalno neprazne skupove.

Prema tome, zaklju¢ujemo da skupovni identitet
AU(BAC)=(BNC)UA

vazi pod uslovom da je
BUC C A.

Za kraj, proverimo da li smo dosli do korektnog zakljucka. Pretpostavimo da vazi
BUCCA

i dokazimo da je tada
AU (BAC)=(BnC)UA.

Sledi da je
BAC CBUC C A,
pa je
AU (BAC) = A.
Takode je
BNCCBUCCA,
pa je

(BNC)UA = A.

Prema tome,

|AU(BAC) = (BNC)UA.|

1.13. Posmatrajmo skupove
(AN B)AX i AN (BAX).
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(ANB)AX AN (BAX)
Poredenjem odgovaraju¢ih Venovih dijagrama dolazimo do zakljucka da jednakost
(ANB)AX = AN (BAX)

vazi ako je

X C A
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Dokazimo to i formalno. Neka je X C A. Tada, za proizvoljan element x, vazi:

re€(ANB)AX <=z (ANB)\Xilize X\ (ANB)

< (€ ANz eBAz ¢ X)
V(zre X Nx ¢ AN B)

<= (re ANz e BNz ¢ X)
Vire XNze€e ANz ¢ B)

< (reANxeB\X)V (€ ANz e X \B)

< zrecAN(zxeB\X V z€ X\B)

< rvec ANz e BAX

<z € AN (BAX).

U trecoj ekvivalenciji koristili smo pretpostavku X C A: ako je x € X, onda je automatski z € A, pa
uslov z ¢ AN B postaje ekvivalentan uslovu = ¢ B.

Prema tome,

(ANB)AX = AN (BAX)|

za X C A.

Dakle, vazi skupovni identitet
(ANB)AX = AN (BAX).

Drugim re¢ima, svako

XCA

je resenje date jednacine.

Proverimo jo$ da li za sva resenja X date jednacine vazi da je X C A.

Pretpostavimo suprotno, neka je X resenje jednacine
(ANB)AX = AN (BAX)

ineka X ¢ A.
Kako X ¢ A, postoji x € X takav da = ¢ A. Tada je

reX\(ANB)C (AN B)AX.
Sa druge strane, posto x ¢ A, imamo
x ¢ AN (BAX).

Dakle,
(ANB)AX # AN (BAX),
sto je kontradikcija.

Prema tome, za svako resenje mora vaziti



Na osnovu prethodnih razmatranja, jedina resenja date jednacine su skupovi X za koje vazi
xca)

Definicija 2.1. Neka su A i B skupovi. Relacija p sa skupa A u skup B je svaki podskup od A x B.
Dakle,
pCAxB.

Ako je A = B, onda kazemo da je p binarna relacija na skupu A.

Za (a,b) € p koristimo i zapis
apb.

Primer 2.2. Neka su skupovi

A={1,2,3,4} i B ={a,b,c}.

Relacije
p=1{(1,0),(2,a),(2,¢),(3,0)} CAx B

o=1{(1,2),(3,1),(3,3),(4,1),(4,2)} C A®

pomocu dijagrama predstavljamo na sledeéi nacin:
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Definicija 2.3. Domen relacije p C A x B je skup
Dom(p) = {a € A | postoji b € B takav da je (a,b) € p}.

Slika relacije p je
Im(p) = {b € B | postoji a € A takav da je (a,b) € p}.

Definicija 2.4. Inverzna relacija relacije p C A x B je

p~t={(b,a) e Bx A|(a,b)€p} CBxA

Primetimo da je
Dom(p™) = Im(p),
kao i da je
Im(p~") = Dom(p).
Definicija 2.5. Kompozicija relacija p C A x Bio C B x C je relacija
gop={(a,c) € AxC |postoji b € B takav da je (a,b) € pi (b,c) e o} C AxC.
Dakle, za relacije p C A x Bio C B x C vazi da je

a(cop)c akko apbiboczanekob € B.

Tvrdenje 2.9. Za relacije p,oc C A x B vazi:



1. Ako je p C o, onda je

Dokaz.
1. Neka je (a,b) € p~t. Tada je (b,a) € p. Prema pretpostavci je p C o, pa jei (b,a) € o, to jest

(a,b) € o~ 1.

Dakle,

2. Vazi

Prema tome,

Tvrdenje 2.10. Ako su date relacije
pCAXB i o CBxC(C,

tada vazi

(0op) " =p oo ]

Dokaz. Primetimo prvo da je
copC AxC

(cop)™tCCxA.

Vazi:
(c;a) € (cop)™' <= (a,c) €Edop
<= postoji b € B takav da je (a,b) € pi (b,c) € 0
< postoji b € B takav da je (b,a) € p~11i(c,b) € 071
> (c,a) €ptooh
Dakle,

(0op) " =p oo ]

Kako je relacija skup, jasno je sta je presek ili unija dve relacije.

Tvrdenje 2.11. Ako su

p,0 CAx B,
tada vazi:
1.
(cup)t=0tup™
2.



Dokaz.

1.
(b,a) € (cUp) ™t <= (a,b) €oUp
= (a, )EUIII(&b)Gp
< (b,a) € 111(ba)€,01
< (ha) e tup L.
Dakle,
(cup)t=ctupt|
2.
(b,a) € (cNp)~t < (a,b) €oNp
< (a,b) € 0i(a,b) €p
> (bya)€o i (ba)ep!
<« (b,a) Tnpt.
Dakle,

Tvrdenje 2.12. Neka su
pl,pggAXB i JQBXC.

Tada vazi:

1. Ako je p1 C po, onda je
gop; € oops.

2. Ako je A= B i p; C po, onda je
p1op1 € p2opo.

3.
o (p1Upz) = (o 0p1)U(oopa).
4.
o (p1Np2) € (o0p1)N (00 pa)
Dokaz.
1. Neka je

(a,c) € g op;.

Tada postoji b € B takav da je
(a,b) € p1 i (b,c) €0

Kako je p1 C po, imamo
(CL, b) € p2.

Dakle, postoji b € B takav da je (a,b) € p2 i (b,c) € o, pa je
(a,c) € oo pa.

Prema tome,

‘GOplgaopg.
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2. Neka je

Tada postoji b € A takav da je

Kako je p1 C po, sledi

Zato je

Dakle,

3. Dokazaé¢emo obe inkluzije.
Kako je

iz prvog dela sledi

Isto tako, iz

dobijamo

Stoga,

Za obrnutu inkluziju, neka je

Tada postoji b € B takav da je

Ako je (a,b) € p1, onda je

Ako je (a,b) € p2, onda je

U oba slucaja,

Dakle,

Prema tome,

4. Kako je

iz prvog dela sledi

Isto tako, posto je

(aab)EPlUp2 i

(a,c) € p1ops.

(a> b) €p1 i (b7 C) € p1-

(a7 b) € p2 i (b7 C) € p2.

(a,c) € p2o pa.

’Plopl C p20p2|

p1 € p1U p2,

gop; Coo(prUpa).

p2 € p1Up2

gops Coo(prUpa).

(cop1)U(gopz) Coo(prUpz).

(a,c) € oo (p1Up2).

(b,c) € 0.

(a,c) € g op;.

(a,c) € oo ps.

(a,¢) € (g0 p1) U (00 pa).

oo (p1Up2) C(o0p1)U(oops).

(o0 (p1Ups) = (g0p1)U(00p)l

p1 0 p2 € p1,

ogo(piNp2) Coopi.

p1 0 p2 € po,



dobijamo
oo (p1Np2) Coops.

Prema tome,

[0o(pnp) Coop)n(oop)|




