Diskretne strukture 1 — 6. c¢as

Karakteristicne funkcije

Neka je X ambijentalni skup i A C X. Definisemo

1, z€A,

Xa: X — {071}7 XA(:C) = {0 " ¢ A

Funkcija x4 naziva se karakteristi¢na funkcija skupa A (ili indikator-funkcija skupa A).

Primer. Neka je

X =1{1,2}, A= {1}.
Tada je

xa(l)=1,  xa(2)=0.

Osobine. Neka su A, B C X. Tada vazi:

1. xg(x) =0 za svako z € X.

2. xx(x) =1 za svako x € X.
xanp(®) = xa(x)xs(@).

Xac(z) =1—xa(x).

5. Za razliku skupova:

XA\B(iL") = XAnBe(T)
= xa(z)xpe(x)
= xa(z)(1 - xp(@))
= xa(r) — xa(z)xs(z).

6. Za uniju, koriste¢i De Morganov zakon AU B = (A°N B¢)¢, dobijamo:

XAuB(T) = X(aenBeye (T)
=1— xacnpe(x)
=1— xac(®)xpe()
=1-(1-xa(@)(1l—-x5(2))
=1— (1 —xa(x) = xB(®) + xa(z)xp(r))
= xa(@) + xB(x) — xa(®)xB(z).

7. Za simetri¢nu razliku, posto je AAB = (A\ B)U (B \ A), imamo

xanB(T) = X(a\B)u(B\4)(T)
=xa8@) +xp\a(®) — xa\B@)xB\A(T)
= xa(z) — xa(z)xs(z) + xB(z) — xB(T)XA(T)
— (xa(@) — xa(z)xs(2)) (xB(2) — XB()XA(2))
= xa(z) — xa(z)x (95) +xB(7) — xa(z)xB(T)



Kako karakteristicne funkcije uzimaju samo vrednosti 0 i 1, vazi

2

Xa(@) =xalz),  xp@)=xs()

Zato

xanB(r) = xa(z) — xa(z)xs(®) + x5(z) — xa(r)x5(2)

— xa(@)xs (@) + xa(@)xp (@) + xa(@)xB(2) — xa(®)xB(7)

= xa(z) + xp(x) — 2xa(*)x5(z).

Racunanje u Z,

Posmatrajmo skup
Zo ={0,1}

i operacije + i - definisane na slede¢i nacin:

+10 1

010 1

111 0
Dakle,

0+0=0, 0+1=1, 1+0=1,
dok je

0-0=0, 0-1=0, 1-0=0,
U Z, sabiranje je isto Sto i oduzimanje. Zaista,
a—b=a+(-b)=a+0,

jer je —b element suprotan elementu b, a u Zo vazi

U Zs vazi

za svako a € Zs.

Stoga dobijamo pojednostavljene formule:

XANB = XAXB,

XAe =1+ x4,
XA\B = XA T XAXB;
XAUB = XA + XB + XAXB,
XAAB = XA + XB-

U nastavku koristimo ove formule.
Stav. Ako su A i B podskupovi ambijentalnog skupa X, tada je

A=DB <= xa=XxB

= o
S OO
=l

1+1=0,

-1 =1.



1. Dokazati skupovni identitet
AN(BUC)=(ANnB)UAnA0O).

Resenje. Oznacimo
L=ANn(BUCO), D=(ANB)U(ANCO).

Za levu stranu dobijamo

XL = XAn(BuC) = XAXBUC
=xalxs + xc + xBXC)
= XAXB + XAXC + XAXBXC-

Za desnu stranu:

XD = X(ANB)U(ANC)
= XAnB T XAnC + XAnBXANC
= xaxB + xaxc + (xaxs)(xaxc)
= XaXB + xaXC + XaxBXC
= XAXB + XAXC + XAXBXC,
jer je X,24 = XA-
Dakle,
XL = XD-
Po prethodnom stavu sledi
L=D|

odnosno

AN (BUC) =(ANB)U(ANC)|

2. Dokazati skupovni identitet
A\ (B\C)=(A\B)U(An<QO).

Resenje. Oznacimo

L=A\(B\CO), D=(A\B)U(ANnCQO).
Za levu stranu dobijamo

XL = XA\(B\C) = XA T XAXB\C
= x4 +xalxs + xBXC)
= XA+ XAXB + XAXBXC-

Za desnu stranu:

XD = X(A\B)U(ANC)
= XA\B T XAnC + XA\BXANC
= X4 + XxaxXB + xaxc + (x4 + xaxB)xaxc
= XA+ XAXB + XaXC + Xaxc + XaxsXxc
= XA+ XAXB T XAXC + XAXC + XAXBXC
= XA + XAXB + XaXBXC-



Kako je xr. = xp, po prethodnom stavu sledi

L=D

i

odnosno

A\ (B\C)=(A\B)U(ANC).|

3. Nadi potreban i dovoljan uslov da vazi
(A\B)\C = A\ (B\C).
Resenje. Vaii
(A\B)\C = A\ (B\C) <> Xx(a\B)\C = XA\(B\C)-
Za levu stranu imamo

X(A\B)\C = XA\B T XA\BXC
= xa+xaxs + (xa + xaxs)xc
= XA+ XAXB T XAXC + XAXBXC-

Za desnu stranu:

XA\(B\C) = XA T XAXB\C
= x4+ xalxB+ xBXC)
= XA + XAXB + XAXBXC-

Prema tome,

(A\B)\C = A\ (B\C) <= xa+ XAXB + XAXC + XAXBXC
= XA+ XAXB + XAXBXC
<~ xaxc =0
= XANC = Xo
— ANC=2.

Dakle, potreban i dovoljan uslov je

[Anc=2]

4. Ako je A proizvoljan skup, a X i Y skupovi za koje vazi
ANX=ANnY i AUuX =AUY,

dokazati da je X =Y.
Resenje. 1z prve jednakosti dobijamo

XANX = XAnY,
odnosno

XAXX = XAXY -

Iz druge jednakosti sledi
XAUX = XAUY,

pa je
XA+ Xx +XAXX = X4+ Xy + XAXY-



Kako je xaxx = xaXxy, ovi ¢lanovi se ponistavaju, a ponistava se i xy4. Ostaje
XX = Xy-

Po prethodnom stavu zaklju¢ujemo

5. Dokazati da vazi
A=BUC <<= AAB=C\B.
Resenje.

(=) Pretpostavimo da je
A=BUC.

Tada je
XA = XBuc = XB + Xc + XBXC-

Za levu stranu jednakosti koju treba dokazati dobijamo
XAAB = XA T XB

=XBt+Xc +XBXC +XB
= Xc + XBXC-

Sa druge strane,
Xc\B = XC T XCXB-

Dakle,

XAAB = XC\B>
pa je

AAB =C\ B.
(<) Pretpostavimo sada da je

AAB =C\ B.
Tada

XAAB = XC\B>
odnosno

XA+ XB = XC + XCXB-
Sabiranjem yp sa obe strane dobijamo
XA = XB tXc +XBXC-

Ali
XB + Xc + XBXC = XBuUC,

pa je
XA = XBuUC-

[A=BuC]

Prema prethodnom stavu,

Dakle,

|A=BUC <+ AAB=C\B|

6. Neka su A, B, C proizvoljni skupovi i neka je
L=An(BUCQO), D=(ANB)A(ANC).



a) Dokazati da je
L=D <= AnNnBNC=2.

b) Ispitati da li u opstem sluéaju vazi bar jedna od inkluzija
LCD ili D C L.

Resenje.

a) Koristedi karakteristi¢ne funkcije u Zy, imamo

L=D <+ XL = XD
<= XAN(BUC) = X(ANB)A(ANC)
<= XAXBUC = XAnB *+ XAnC

< xa(XB + XC + XBXC) = XAXB + XAXC
< XAXB + XAXC + XAXBXC = XAXB + XAXC

< xaxBxc =0
< XANBNC = Xo
<~ ANBNC=0.

Dakle,

L=D << AnBnNnC=g.

b) Prvi naéin.
Koristimo ¢injenicu
EFCF <«<— FENnF=F.

Da bismo utvrdili da li je L C D ili D C L, posmatrajmo L N D. Imamo

XL = XAXB + XAXC + XAXBXC

dok je
XD = XAXB + XAXC-

Zato

XLND = XLXD

= (xAXB + xaXxc + xaxsxc)(xaxs + xaxc)

= xAxE + XAxsxe + Xaxsxe + Xax:
+xAxExe + XAxexE

Kako u Zg vazi X% = XA, XQB =xB i X%v = X¢, dobijamo

XLND = XAXB + XAXBXC + XAXBXC + XAXC

+ XAXBXC + XAXBXC

= XAXB + xXAXc
= XD-
Dakle,
LND=D,
pa je
DCL

Prema tome, inkluzija D C L vazi uvek.



Drugi nacin.
Za skupove F, F' vazi
ECF << xg(r)<xr(r) zasvako .

Imamo
XL = XAXB T XAXC T XAXBXC; XD = XAXB + XAXC,
odnosno
XL = XD + XAXBXC-

Jedini potencijalno kriti¢an slucaj za inkluziju D C L bio bi
xp(x)=1 i  xa(@)xs@)xc(@) =1,
jer bi tada u Zg bilo x(z) =1+1=0.

Medutim, ako je
xa(x)xs(x)xe(r) =1,

onda je
xa(z) = xB(z) = xo(z) =1,
pa je
xp(x) = xa(@)xB(@) + xAl@)xc(z) =1+1=0
u ZQ.

Dakle, kritican slucaj se nikada ne desava. Zato za svako x vazi

xp(z) < xr(z),

pa ponovo zaklju¢ujemo
DCL|

7. Dokazati da vazi
AN(BAC)=B <+ AnC=giBCA.
Resenje.
(<) Pretpostavimo da je
ANC =9 i B C A.

Kako je BC A, vazi AN B = B, pa je

XAXB = XB-
Takode, iz ANC = @ sledi

xaxc =0.

Zato

XAN(BAC) = XAXBAC
= xalxs + xc)
= XAXB T XAXC
=xB+0
= XB-

Prema tome,

| AN (BAC) = B,

(=) Pretpostavimo sada da je
AN (BAC) = B.



Tada je
XAXB + XAXC = XB-

Najpre pokazimo da je B C A.
Pretpostavimo suprotno. Tada postoji x € B takav da x ¢ A, pa je
xB(z) =1, xa(z) =0.
Uvrstavanjem u prethodnu jednakost dobijamo
0-140-xc(z) =1,

odnosno
0=1,

sto je kontradikcija. Dakle,
B C A.

Sada pokazimo da je ANC = @.
Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji x € AN C. Tada je

Imamo dve moguénosti.

Ako je z € B, onda je xp(x) =1, pa iz

XAXB + XAXC = XB

dobijamo
1-14+1-1=1,

odnosno u Zs
0=1,

sto je nemoguce.

Ako je = ¢ B, onda je xp(z) = 0, pa dobijamo

1-0+1-1=0,
odnosno
1=0,
sto je ponovo nemoguce.
Dakle, takav x ne postoji, pa je
ANnC =o.

Prema tome,

[AN(BAC)=B <« ANC=@iBCA




Direktna i inverzna slika skupa

Def. Akoje f: X - Y i AC X, tada pod direktnom slikom skupa A pri funkciji f podrazumevamo

skup
JIA = {f(@) |ac A} C Y.

Def. Akoje f: X - Y i BCY, tada pod inverznom slikom skupa B pri funkciji f podrazumevamo
skup
f[B] = {z€ X | f(z) € B} C X.

Primer. Neka je

f:{1,2,3} = {a,b}

zadata sa
fA)=f2)=a,  f(3)=b
Tada je
fH1, 2} ={a},
dok je
SN ={8%, e} = {12}
2. Neka je
fR—=R, f(x):acQ.
Yy
,,,,,,,,,, 9,,,,,,,,,,,,
N T 4 iiiiiiii 1
3 -2 1 1 2 3 "
a)
fl=2,1]] = [0,4]
b)
FH=3,9] = [-3,3]
c)

Dakle, u opstem slucaju



S 2] = YL 4)) = [=2, -1 u[1,2).
Dakle, u opstem slucaju
FHAA] # A
Osobine. Neka je f: X - Y, A,A1,As C X i B,By,By; CY. Tada vazi:

1.
AC LA

Jednakost vazi ako je f injektivna.

FLFHBY € B.

Jednakost vazi ako je f surjektivna.

i FTAIU As] = fTAI] U flAs).

' F1AL N Ag] € f[AL] N £l As).

’ FIAD flA2] € F1A\ A,

§ FBIUB) = B U S [Ba.
" FBIN By = £ (B N (B,
8.

BN Ba] = fH B\ £ [Ba).
1. Dokazati da je funkcija f : X — Y injektivna ako i samo ako za sve A, B C X vazi
fIAAB] = fIA]Af[B].

Resenje.
(=) Pretpostavimo da je f injektivna. Znamo po 3)
fIAAB] = f[(A\ B)U (B\ A)]
= fIA\BJU f[B\ A].
Pokazac¢emo da za injektivnu funkciju vazi
fIAN\ B] = f[A]\ f[B].
Po osobini direktne slike ve¢ znamo da
FIAI\ f[B] € flA\ BI.

Za obrnutu inkluziju, neka je y € f[A\ B|. Tada postoji a € A\ B takav da je y = f(a). Dakle, a € A i
a ¢ B, pajey € f[A].

Pokazimo da y ¢ f[B]. Kada bi bilo y € f[B], postojao bi b € B takav da je f(b) =y = f(a). Kako je
f injektivna, sledilo bi a = b, $to je nemoguce jer je a ¢ B, a b € B.
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Prema tome,

y € flA]\ fIB],
pa je
fIAN\ B] C fIA]\ f[BI.
Dakle,
fIAN\ B] = fIA]\ f[B].
Analogno,

fIB\ A] = f[B]\ f[A].
Sada dobijamo

fIAAB] = fIA\ BlU f[B\ A]
(

FIATN F[B]) U (f[B]\ f[A])
fTAIAfIB].

(<) Pretpostavimo da za sve A, B C X vazi
fIAAB] = fIA]JAf[B].
Pretpostavimo suprotno, da f nije injektivna. Tada postoje x1,x2 € X, x1 # xo, takvi da je
f(@1) = f(z2) = y.
Uzmimo

A ={x1}, B = {x3}.

Kako je x1 # x2,
AAB = {x1,x2},

pa je
fIAAB] = {y}.

Sa druge strane,

fAl =A{y},  fIBl={y},
pa je

fIAIAfIB] ={y} Dy} = 2.
Dakle,

fIAAB] # fIAJAf[B],

sto je kontradikcija.

Prema tome, f je injektivna.

\ f je injektivna <=  f[AAB] = f[A]Af[B] za sve A, B C X.

2. Nekaje f: X =Y, AC X i B CY. Dokazati da vazi

FIANFUBY = flAIn B.

Resenje.

Najpre, po osobini direktne slike preseka imamo

FIANFYBI C fAIN FIFYBI).
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Kako vazi

dobijamo

Dakle, dokazali smo jednu inkluziju.

Za obrnutu inkluziju, neka je
y € f[A] N B.

Tada je y € f[A] iy € B. Iz y € f[A] sledi da postoji a € A takav da je
y = fla).
Posto je y € B, odnosno f(a) € B, po definiciji inverzne slike dobijamo
ac 1B

Kako je istovremeno a € A, sledi
ac AnflB).

Prema tome,

y=fla) € fl[AN fHB]].

Dakle,
fIAINB C f[ANn fB]].

Iz obe inkluzije zakljucujemo

flAnfUB] = f14] N B.|

3. Nekaje f: X =Y, AC X iBCY. Dokazati da je f injektivna ako i samo ako vazi
FHAAIN (FIAINB)] = A\ f7HB).

Resenje.

(<) Pretpostavimo da za sve A C X i B CY vazi

FHITAIN (FIAIN B)] = A\ f71(B].

Pretpostavimo suprotno, da f nije injektivna. Tada postoje z1 # zo takvi da je
f(z1) = f(a2) = .

Uzmimo

A= {1‘1}, B=g.

Za desnu stranu dobijamo

AN SUB) = {aa )\ f719] = {an ).

Sa druge strane,

FAAN (FIAIN B)] = {y}h\ ({y} n2)]
-

Kako je
f(z1) = f(z2) =y,
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imamo
z1,22 € T {y},

pa leva strana sadrzi najmanje dva elementa, dok je desna strana {x;}. To je kontradikcija.

Prema tome, f mora biti injektivna.

(=) Pretpostavimo da je f injektivna. Neka je

€ fTHFIAN (f[AIN B)].

Tada
f(z) € fFIAJ\ (f[A]N B) <= f(z) € f[A]i f(z) & f[A]NB

> f(z) € f[A]i f(z) € (f[AINB)*
= f(z) € flA]i f(z) € fA]"UB°
> f(z) € fIA]N (f[A]"U B°)
> f(z) € (f[Al N fIA]) U (f[A] N BY)
— f(x) € f[A]N B¢
« f(z) € f[A]i f(z) ¢ B

Posto je f injektivna, mora biti a = z, pa je

x € A
Takode, iz f(x) ¢ B sledi
z ¢ [B].
Prema tome,
ze A\ f7[B)].

Prema tome,

FHAAN (FIAl N B)] = A\ f7'[B].

3. Akosu f,g: X — Y, dokazati da je

ako 1 samo ako za svaki A C X vazi

Resenje.
(=) Pretpostavimo da je f = g. Tada je
Kako za svaku funkciju vazi

dobijamo

(«<=) Pretpostavimo da za svaki A C X vazi
AC fHglA]L
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Pretpostavimo suprotno, da je f # g. Tada postoji x € X takav da je

f(z) # g().
Uzmimo
A= {x}.
Tada je
glA] = {g(x)},

pa bi po pretpostavci moralo da vazi
{z} € T {g(@)}].
Odavde sledi
z € [T {g(2)}] == f(z) € {9(2)} <= [(z) = g(),
sto je kontradikcija.

Dakle,
=g}

Prema tome,

f=g <= AC [ !g[A]] zasvaki A C X.

4. Dokazati da je funkcija f : X — Y surjektivna ako i samo ako za svaki skup Z i sve funkcije
g,h:Y — Z vazi
gof=hof = g=h

Resenje.

(=) Pretpostavimo da je f surjektivna i neka su g,h: Y — Z takve da je
gof=hof.
Neka je y € Y proizvoljan. Kako je f surjektivna, postoji x € X takav da je

f(z) =y.

Tada
9(y) =g(f(@)) = (go f)(z) = (ho f)(x) = h(f(z)) = h(y).

Kako ovo vazi za svako y € Y, sledi
g=nh|

(<) Pretpostavimo da za svaki skup Z i sve funkcije g,h : Y — Z vazi
gof=hof=—g=h.
Pretpostavimo suprotno, da f nije surjektivna. Tada postoji y € Y takav da
y ¢ fX].

Uzmimo, na primer,
Z ={a,b,c}

i definisimo funkcije g,h : Y — Z sa

g(t)z{b’ o h<t>={c’ o

a, t#uy,
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Ocigledno je
g#h,

jer je g(y) = b, a h(y) = c.
Medutim, posto je y ¢ f[X], za svako x € X vazi f(z) # y. Zato je
9(f (@) = a = h(f(z)),
pa je
gof=hof.

Dobili smo
gof=hof, —ali  g#h,
sto je kontradikcija sa pretpostavkom.

Prema tome, f mora biti surjektivna.

‘fjesurjektivna — (gof:hof:g:h)‘

za svaki skup Z i sve funkcije g, h: Y — Z.
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