Skupovi
- I nedelja -
» Pojam skupa uvodi se aksiomatski (ZFC sistem).
e Prethodni sistem, Kantorova naivna teorija skupova, daje neke paradokse, na primer Raselov

paradoks: {z | x ¢ x}.

Neka su A i B neki skupovi. Kazemo da je A C B ukoliko svako x € A takode pripada skupu B,

odnosno:
Vr(xr € A=z € B).

Kazemo da je A = B ukoliko imaju iste elemente, odnosno ukoliko je A C Bi B C A.

Osnovne operacije na skupovima:

AUB={zx|zecAilize B} ={x |z € AVz € B},
ANB={zx|zve€cAizeB}={z |z e ANz € B},
A\B={z|zecAix ¢ B}={x|z€ AN—(z € B)}.

AAB = (A\ B)U (B\ A).

Ako je A C X, gde je X neki ambijentalni skup, tada je komplement skupa A:

A= X\ A
Osnovne osobine operacija:

AUA=A ANA=A,
AUB=BUA ANB=BNA,
AU(BUC)=(AUuB)UC AN(BNC)=(AnB)NnC,
AN(BUC)=(ANB)U(ANCO) AU(BNC)=(AuB)N(AUQ),

(ANB) = A°UB° (AUB)¢ = A°N B¢,
Aug=A ANg =02,
AAB = BAA AAN(BAC) = (AAB)AC,
ANBCA ANBCB,
ACAUB BCAUB.

Zadatak 1: dokaz skupovnog identiteta

Dokazati da vazi:
AN (BAC)=(ANB)A(ANC).

Dokaz. Oznacimo levu i desnu stranu sa:
L=AnN(BAC), D=(ANB)A(ANCQC).

Treba dokazati da je L = D, odnosno da vaze obe inkluzije L C D i D C L. Sve komplemente u
dokazu uzimamo u odnosu na isti ambijentalni skup X, pri ¢emu su A, B,C C X.



1. Dokaz inkluzije L C D

Neka je x € L. Po definicijama preseka i simetricne razlike:

r€L<=xec AN (BAC)
<= rv € ANz e BAC
< zxeAAze (B\C)U(C\ B)
< zeAAN(xeB\CVzeC\B)
<~ (r€e ANz eB\C)V(rec ANz e C\B)
<~ (reANzeBANz¢C)V(xe ANzeCAx ¢ B).

Akojex ¢ C, tadaje x ¢ ANC. Ako je z ¢ B, tada je v ¢ AN B. Zato sledi:

zrel= (r€e ANBAz¢ ANC)V (e ANCAx¢ ANB)
<= ze(ANB)\(ANC)vze (ANC)\ (AN B)
<= ze((ANB)\(ANC)U((ANC)\ (AN B))
ez (ANB)A(ANC)
= zeD.

Posto je x proizvoljan element skupa L, dokazali smo L C D.

2. Dokaz inkluzije D C L

Neka je z € D. Po definiciji simetri¢ne razlike i komplementa, a zatim po De Morganovim pravilima:

re€D<—zxec(ANB)A(ANC)
—zrze(ANB)\(ANC)vze(ANnC)\ (ANB)
< (e ANBAx ¢ ANC)V (x€e ANC Az ¢ ANB)
< (€ ANBAze(ANC))V (zx € ANC Az e (AN B)°)
< (€ ANBAze€ A°UC)V(ze ANC Az e A°U B°).

Razvijanjem pripadnosti uniji i primenom distributivnosti dobijamo:

re€D < (r€ ANBAzc A
V(zeANnBAze ()
V(ze ANC Az e A
V(zeANC Az e BY).
Prvi i treéi ¢lan su neistiniti: u oba bi vazilo z € A i x € A, odnosno z € AN A° = &. Preostaju
drugi i Cetvrti ¢lan, pa dobijamo:
zreD< (re ANz eBANz¢C)V(xe ANz eCAx ¢ DB)
<~ (re ANz e B\C)V(re ANz e C\B)
< reAN(xeB\CVvzeC\B)
< zecANze(B\C)U(C\B)
—zxze€ ANz € BAC
<z € AN(BAC)
<z € L.

Posto je x proizvoljan element skupa D, dokazali smo D C L.

Iz obe inkluzije sledi L = D, ¢ime je dokazan identitet:

| AN (BAC) = (AN B)A(ANC)].




Zadatak 2: jednakost skupova pod uslovom
Dokazati da vazi:
AN(BUC)=(ANB)UC <+ CCA.

Odnosno, navedena jednakost vazi ako i samo ako je C' C A.

Smer —

Pretpostavimo da je:
AN(BUC)=(AnB)UC.

Pretpostavimo suprotno, tj. da C' ¢ A. Tada postoji neki element y takav da:
yeC i y ¢ A.

Posto je y € C, sledi da je y € (AN B)UC. S druge strane, iz y ¢ Asledidajey ¢ AN (BUC).
Dakle, y pripada desnoj strani jednakosti, ali ne pripada levoj, $to je protivre¢nost sa pretpostavljenom
jednakoséu. Zato mora vaziti C' C A.

Smer <=

Pretpostavimo da je C' C A. Tada je AN C = C, pa primenom distributivnosti dobijamo:

AN(BUC)=(ANB)U(ANC) = (ANB)UC.
L C D

Dakle, vazi AN (BUC)=(ANB)UC.

Time su dokazana oba smera, odnosno:

[AN(BUC)=(ANB)UC <+ CCA4|

Dekartov proizvod i partitivni skup

Dekartov proizvod
Dekartov proizvod skupova A i B je:
Ax B=1{(a,b)|a€ A, be B}.

Napomena. Za skupove vazi {a,b} = {b,a}, dok je kod uredenog para (a,b) redosled elemenata
bitan.

Stav (kombinatorni princip proizvoda). Ako su A i B kona¢ni skupovi, pri ¢emu je |A| = m i
|B| = n, tada je:
|A x B| = mn.
Partitivni skup
Partitivni skup skupa A je skup svih njegovih podskupova:
P(A)={B| B C A}.
Stav. Ako je A konacan skup i |A| = n, tada je:

P(4)] = 2"



Dokaz. Ako je B neki podskup skupa A, tada za svaki element a € A imamo ta¢no dve moguénosti:
a € Bili a ¢ B. Stoga za izbor podskupa B C A, po principu proizvoda, imamo:

2.92...9=29"
—
n puta

moguénosti.

Zadatak 3: odredivanje partitivnog skupa

Naéi P(S) ukoliko je:

a) S={o};
b) S={{a}}
c) S={9,{a}}.

Napomena. Za svaki skup S vazi:
g C S, SCS.

Resenje.
a) Za S = {@} jedini element skupa S je prazan skup. Zato je:
S|=1 = [P(9)|=2"=2

Dobijamo:

P(S) = {@j{@}},
b) Za S = {{@}} jedini element skupa S je skup {@}. Zato je:
S|=1 = [P(S)|=2"=2

Dobijamo:

P(S) = {2, {{z}}}.
c) Skup S = {@,{@}} ima dva razli¢ita elementa: @ i {@}. Zato je:
S|=2 = [P(9)|=2"=4

Dobijamo:

P(S) = {2, {2}, {{}},{2,{2}}}.

Zadatak 4: partitivni skup preseka i unije
Dokazati da vazi:

a) P(ANB)=P(A)NP(B);

b) P(A)UP(B) C P(AUB).



a) Dokaz jednakosti
Za proizvoljan skup z, po definiciji partitivnog skupa i preseka, vazi:

re€PANB)<=zxCANB
<—xCAANxCB
< x€P(A) ANz € P(B)
< x € P(A)NP(B).

Dakle, oba skupa imaju iste elemente, pa je:

'P(ANB) = P(A) N P(B)]

b) Dokaz inkluzije
Neka je z € P(A) UP(B). Tada vazi:

x € P(A)UP(B) <=z € P(A)Vz e P(B)
<~—xCAvzCB
—xCAUB
<=z P(AUB,).

U oba slucaja dobijamo x C AU B, jersu A C AUB i B C AU B. Posto je x proizvoljan element
polaznog skupa, sledi:

'P(A)UP(B) C P(AUB)].

Napomena: obratna inkluzija

Obratna inkluzija u delu b) ne vazi u opstem sluc¢aju. Uzmimo skupove A i B za koje su obe razlike
A\ B i B\ A neprazne i izaberimo:

ac A\ B, be B\ A
Posmatrajmo skup {a,b}. Vazi:
{a,b} CAUB <= {a,b} € P(AUB,).
Medutim, posto je b ¢ Aia ¢ B, imamo:
{a,b} ¢ A, {a,b} ¢ B.

Zato je:
{a,b} ¢ P(A),  {a,b} ¢ P(B),

odnosno:

{a,b} ¢ P(A)UP(B).

Dakle, u ovom sluc¢aju postoji element skupa P(AU B) koji ne pripada skupu P(A) UP(B), pa obratna
inkluzija ne vazi.

Zadatak 5: unija Dekartovih proizvoda

Dokazati da za sve skupove A, B, C, D vaizi:

(Ax B)U(C' x D) C (AUC) x (BUD).



Dokaz inkluzije
Neka je (z,y) € (A x B)U (C x D). Po definicijama unije i Dekartovog proizvoda:

(,y) € (AxB)U(C x D) <= (z,y) € AXx BV (z,y) € C x D
< (reAANyeB)V(xeCAyeD,).

Postoje ACAUCiIiCCAUC, kaoi BC BUDiDC BUD, uoba slucaja sledi:
re AUC i y€e BUD.

Prema tome, (z,y) € (AUC) x (BU D). Posto je (z,y) proizvoljan element polaznog skupa, dokazali
Smo:

[(AxB)U(C x D)< (AUC) x (BUD)|

Napomena: obratna inkluzija

Obratna inkluzija ne vazi u opstem slucaju. Uzmimo skupove A, B,C, D za koje su razlike A\ C i
D\ B neprazne i izaberimo:
ae€ A\C, de D\ B.

Tadajeae AUC ide BUD, pa je:
(a,d) € (AUC) x (BUD,).
Medutim, vazi:

(a,d) ¢ A x B, jer je d ¢ B,
(a,d) ¢ C x D, jerjea ¢ C.

Zato je:
(a,d) ¢ (Ax B)U(C x D).

Dakle, u ovom slucaju postoji element skupa (AUC) x (BUD) koji ne pripada skupu (A x B)U(C x D),
pa obratna inkluzija ne vazi.

Zadatak 6: jednakost skupova

Neka su A i B neprazni skupovi i neka vazi:
(AxB)U(BxA)=CxD.

Dokazati da je A= B =C=D.

Dokaz. Najpre primetimo da su C' i D neprazni. Posto su A i B neprazni, skup (A x B)U (B x A)
je neprazan, pa je i C' x D # &. Ako bi neki od skupova C'i D bio prazan, onda bi bilo C' x D = &,
sto je protivrecnost.

1. Dokaz dajeC=D=AUB
Po rezultatu prethodnog zadatka imamo:
CxD=(AxB)U(BxA)C(AUB) x (AUB).

Posto su C'i D neprazni, sledi:
C CAUB, D C AUB.



Zaista, za svaki ¢ € C' mozemo izabrati dy € D. Tada (¢, dp) pripada proizvodu (AU B) x (AU B), pa
je ¢ € AU B. Analogno, izborom ¢y € C dobijamo da svaki d € D pripada skupu AU B.

S druge strane, iz polazne jednakosti sledi:
AxBCCxD, BxACCxD.
Kako su A i B neprazni, prva inkluzija daje AC Ci BC D, adruga BCC i AC D. Otuda je:
AUBCC, AUBCD.
Kombinovanjem inkluzija u oba smera zakljucujemo:
C=AUB, D=AUB.
Zato polazna jednakost postaje:

(Ax BYU(Bx A)=C x D= (AUB) x (AU B). ()

2. Dokaz da je A=B

Dovoljno je dokazati da je A C B i B C A. Pretpostavimo suprotno, tj. da A ¢ B. Tada postoji neki
a € A takav da a ¢ B. Posto je a € AU B, imamo:

(a,a) € (AUB) x (AU B).
Medutim, vazi:

(a,a) ¢ A x B, jer je a ¢ B,
(a,a) ¢ B x A, jer je a ¢ B.

Dakle:
(a,a) ¢ (Ax B)U (B x A),

sto je protivrecnost sa jednakoséu (k). Zato je A C B.
Domadéi zadatak. Potpuno analogno ispisite dokaz inkluzije B C A.

Primenom analognog argumenta dobijamo i B C A, pa je A = B. Zatim:
C=AUB=AUA=A, D=AUB=AUA=A.

Prema tome:

[ A=B=C=D|




