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1. Dokazati da funkcija f(x) = 5x ln tg x+ x− 5 ima bar jednu realnu nulu.

Rexe�e. Oblast definisanosti funkcije je Df =
⋃
k∈Z

(
kπ, kπ +

π

2

)
. Dokaza�emo

da postoji nula funkcije na
(
0, π

2

)
. Va�i slede�e

lim
x→π

2−

f(x) = lim
x→π

2−

(5x ln tg x+ x− 5) = +∞⇒ ∃x2 ∈ (0,
π

2
) f(x2) > 0,

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

(5x ln tg x+ x− 5) = −5⇒ ∃x1 ∈
(
0,
π

2

)
f(x1) < 0.

Prema tome, primenom Bolcano-Koxijeve teoreme dobijamo f ∈ C[x̂1, x2]
f(x1) < 0
f(x2) > 0

B.K.T.︷︸︸︷⇒ ∃c ∈ [x̂1, x2] tako da je f(c) = 0.

4

2. Ako je xo ∈ A taqka nagomilava�a skupa A i neka za nizove (x′n) ∈ Q ∩ A i
(x′′n) ∈ I ∩ A koji konvergiraju ka x0 va�i lim

n→∞
f(x′n) = lim

n→∞
f(x′′n) = f(x0), onda je

funkcija f neprekidna u x0.

3. Ispitati neprekidnost Rimanove funkcije

f(x) =

{
1
n
, x = m

n
,m ∈ Z, n ∈ N, (m,n) = 1;

0, x ∈ I, x = 0.

Rexe�e. Ispitajmo neprekidnost u x0 = p
q
∈ Q \ {0}. Za niz xn =

pn

qn+ 1
koji

konvergira ka
p

q
= x0 va�i lim

n→∞
f(xn) = lim

n→∞
f

(
pn

qn+ 1

)
= lim

n→∞

1

qn+ 1
= 0 6= 1

q
=

x0. Funkcija je prekidna u x0 ∈ Q \ {0}.
Ispitajmo neprekidnost u x0 = 0. Uzmimo niz (xn) ∈ Q koji konvergira ka x0 = 0.

Takav niz je oblika xn =
pn
qn
, gde qn →∞ i zadovo	ava

lim
n→∞

f(xn) = lim
n→∞

1

qn
= 0 = f(0).
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Uzmimo niz (xn) ∈ I koji konvergira ka x0 = 0. Takav niz zadovo	ava

lim
n→∞

f(xn) = 0 = f(0).

Odavde sledi, na osnovu zadatka 2, da za svaki niz (xn) koji konvergira ka x0 = 0
va�i lim

n→∞
f(xn) = 0 = f(0), pa je f neprekidna u x0 = 0.

Ispitajmo neprekidnost u x0 ∈ I. Neka niz (xn) ∈ Q konvergira ka x0. Takav niz

je oblika xn =
pn
qn
, gde qn →∞ i zadovo	ava

lim
n→∞

f(xn) = lim
n→∞

1

qn
= 0 = f(x0).

Neka niz (xn) ∈ I koji konvergira ka x0. Takav niz zadovo	ava

lim
n→∞

f(xn) = 0 = f(x0).

Odavde sledi, na osnovu zadatka 2, da za svaki niz (xn) koji konvergira ka x0
va�i lim

n→∞
f(xn) = 0 = f(x0), pa je f neprekidna u x0 ∈ I.

Funkcija je neprekidna na I ∪ {0}. 4

4. Za koje vrednost realnih parametara α i β funkcija

f(x) =


(
4 4
√
1 + x− 3

) 1
x , x > 0

α, x = 0
−x3 + β, x < 0

je neprekidna na R? Za takve α i β, da li je funkcija ograniqena na (0,+∞) i
da li postoji rexe�e jednaqine f(x) + x5 + 20152015 = 0? Obrazlo�iti odgovor.

Rexe�e. Iz neprekidnosti funkcija
(
4 4
√
1 + x− 3

) 1
x i−x3+β sledi da je funkcija

f je neprekidna na (−∞, 0) ∪ (0,+∞). Ispitajmo neprekidnost u nuli. Iz

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

(
4 4
√
1 + x− 3

) 1
x
= lim

x→0+
e

1
x
ln(4 4√1+x−3)

= lim
x→0+

e
1
x
ln(4(1+ 1

4
x+o(x))−3) = lim

x→0+
e

1
x
ln(1+x+o(x))

= lim
x→0+

e
1
x
(x+o(x)) = lim

x→0+
e(1+o(1)) = e,

lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

(−x3 + β) = β,

f(0) = α,

sledi da je za β = α = e funkcija f neprekidna na R.
Za α = β = e funkcija je neprekidna na [0,+∞). Zbog postoja�a konaqne
graniqne vrednosti

lim
x→+∞

1

x
ln
(
4 4
√
1 + x− 3

)
= lim

x→+∞

ln
(
4 4
√
1 + x− 3

)
x

= lim
x→+∞

ln 4 4
√
x+ ln

(
4

√
1
x
+ 1− 3

4√x

)
x

= lim
x→+∞

ln 4 4
√
x

x
+

ln
(

4

√
1
x
+ 1− 3

4 4√x

)
x

= lim
x→+∞

ln 4 + 1
4
lnx
x

x
+

ln 4
√
x

x
+

ln
(

4

√
1
x
+ 1− 3

4 4√x

)
x

= 0,
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pri qemu je lim
x→+∞

ln 4
x

= 0, lim
x→+∞

lnx
x

= 0 i lim
x→+∞

ln
(

4
√

1
x
+1− 3

4 4√x

)
x

= 0, sledi da je

lim
x→+∞

(
4 4
√
1 + x− 3

) 1
x
= e

lim
x→+∞

ln(4 4√1+x−3)
x = 1.

Prema tome, funkcija je ograniqena na nekom skupu [M,+∞). Iz neprekidnosti
na [0,M ], na osnovu Vajerxtrasove teoreme, sledi da je funkcija ograniqena na
[0,M ]. prema tome, funkcija f je ograniqena na [0,+∞).

Formirajmo pomo�nu funkciju F (x) = f(x) + x5 + 20152015. Na osnovu graniqne
vrednosti lim

x→−∞
F (x) = lim

x→−∞
(−x3+1+x5+20152015) = −∞ sledi da postoji a < 0

za koje je F (a) < 0. Imamo da je F (0) = e+ 20152015 > 0. Funkcija je neprekidna
na [a, 0] i va�i F (a)F (0) < 0, pa na osnovu Bolcano Koxijeve teoreme, sledi da
postoji x1 ∈ [a, 0] za koje je F (x1) = 0, odnosno f(x1) + x51 + 20152015 = 0. 4

5. Neka je data funkcija f : (a, b)→ R, gde je (a, b) mo�e biti i beskonaqan interval.
Ako postoje nizovi (x′n) i (x′′n) u (a, b) tako da va�i lim

n→∞
|x′n−x′′n| = 0 i lim

n→∞
|f(x′n)−

f(x′′n)| 6= 0, onda funkcija f nije ravnomerno neprekidna na (a, b).

6. Ako je funkcija f(x) ravnomerno neprekidna na (a, b) i na (c, d), gde skupovi
imaju neprazan presek, onda je ravnomerno neprekidna i na (a, b) ∪ (c, d).

7. Neka je funkcija f neprekidna na konaqnom intervalu (a, b). Tada je f ravnomerno
neprekidna na (a, b) akko postoje graniqne vrednosti lim

x→a+
f(x) i lim

x→b−
f(x).

Rexe�e. Neka je lim
x→a+

f(x) = A i lim
x→b−

f(x) = B. Dodefiniximo funkciju

F (x) =


A, x = a;
f(x), x ∈ (a, b);
B, x = b.

Funkcija F je neprekidna na [a, b], pa je na osnovu Kantorove teoreme i ravnomerno
neprekidna na [a, b].

Doka�imo tvr�e�e u drugom smeru. Ako je f ravnomerno neprekidna na (a, b),
onda za svako ε > 0 postoji δ > 0 tako da je

|f(x′)− f(x′′)| < ε za svako x′, x′′ ∈ (a, b),

za koje je |x′ − x′′| < δ.
Za sve x′ i x′′ koji zadovo	avaju nejednakosti

0 < |x′ − a| < δ

2
i 0 < |x′ − a| < δ

2
,

imamo

|x′ − x′′| = |x′ − a+ a− x′′| ≤ |x′ − a|+ |x′′ − a| < δ

2
+
δ

2
= δ

i pri tome va�i nejednakost |f(x′)− f(x′′)| < ε. Sledi, ispu�en je Koxijev uslov
postoja�a graniqne vrednosti kada x→ a, to jest postoji graniqna vrednost A =
lim
x→a+

f(x). Sliqno se dokazuje da postoji graniqna vrednost B = lim
x→b−

f(x). 4
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8. Neka je funkcija f neprekidna na [a,+∞). Ako postoji lim
x→+∞

f(x), onda je funkcija

ravnomerno neprekidna na [a,+∞).

Rexe�e. Iz postoja�a graniqne vrednosti sledi, za svako ε > 0 postoji M tako
da je |f(x′) − f(x′′)| < ε kad god je x′, x′′ > M . Fiksirajmo takav broj M . Iz
neprekidnosti funkcije na segmentu [a,M ] sledi �ena ravnomerna neprekidnost
(Kantorova teorema), odnosno za proizvo	no ε > 0 postoji δ tako da je

|f(x′)− f(x′′)| < ε, ∀x′, x′′ ∈ [a,M ],

ako je |x′ − x′′| < δ. S obzirom da je nejednakost |f(x′)− f(x′′)| < ε taqna za svako
x′, x′′ > M, to je ona taqna i za svako x′, x′′ ≥ a, koji ispu�avaju nejednakost
|x′ − x′′| < δ, odakle je f ravnomerno neprekidna na skupu [a,+∞). 4

9. Ispitati ravnomernu neprekidnost funkcije f(x) =
√
|x|e−x na:

a) (0,+∞);

b) (−∞,+∞).

Rexe�e. a) Zbog

lim
x→0

f(x) = lim
x→0

√
|x|e−x = 1,

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

√
|x|e−x = lim

x→+∞

√
|x|
ex

= 0

posmatra�emo ravnomernu neprekidnost na (0, 2] i [1,+∞).

Ispitajmo ravnomernu neprekidnost na (0, 2]. Funkcija f je neprekidna na (0, 2] i
postoji lim

x→0
f(x), pa na osnovu zadatka 7 imamo da je f(x) ravnomerno neprekidna

na (0, 2].

Ispitajmo ravnomernu neprekidnost na [1,+∞). Funkcija f je neprekidna na
[1,+∞) i postoji lim

x→+∞
f(x), pa na osnovu zadatka 8 imamo da je f ravnomerno

neprekidna na [1,+∞).

Dokazali smo da je funkcija ravnomerno neprekidna na (0, 2] i na [1,+∞), a
korix�e�em zadatka 6 dobijemo da je ravnomerno neprekidna na (0,+∞).

b) Posmatrajmo nizove x′n = −n i x′′n = −n − 1
n
. Oba niza te�e ka −∞, �ihova

razlika |x′n − x′′n| = 1
n
te�i nuli, a

|f(x′n)− f(x′′n)| =

∣∣∣∣∣√| − n|en −
√∣∣∣∣−n− 1

n

∣∣∣∣en+ 1
n

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣√nen −

√
n+

1

n
en+

1
n

∣∣∣∣∣
= en

√
n

∣∣∣∣∣1−
√

1 +
1

n2
e

1
n

∣∣∣∣∣ = en
√
n

∣∣∣∣1− (1 + 1

2

1

n2
+ o( 1

n2 )

)(
1 +

1

n
+ o( 1

n
)

)∣∣∣∣
= en

√
n

(
1

n
+ o( 1

n
)

)
= en

1√
n
+ o(en 1√

n
)→ +∞.

Na osnovu prethodnog sledi da funkcija nije ravnomerno nerekidna na (−∞,+∞).
4
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10. Ispitati ravnomernu neprekidnost funkcije f(x) = x sinx na (0,+∞).

Rexe�e. Posmatrajmo nizove x′n = n i x′′n = n+ an. Va�i

|x′n − x′′n| = |n− n− an| = |an|,

pa je potrebno da an → 0. Zatim,

|f(x′n)− f(x′′n)| = |n sinn− (n+ an) sin(n+ an)

= |n sinn− (n+ an)(sinn cos an + cosn sin an)|
= |n sinn− (n sinn cos an + n cosn sin an + sinn cos an + an cosn sin an)|
= |n sinn(1− cos an)− n cosn sin an − an sinn cos an − an cosn sin an|.

Imaju�i u vidu da an sinn cos an i an cosn sin an te�e nuli, ostalo je da na�emo an
tako da n sinn(1− cos an)− n cosn sin an ne te�i nuli. Uzmimo da je an = 1

n
. Tada

je

lim
n→∞

[
n sinn(1− cos

1

n
)− n cosn sin 1

n

]
= lim

n→∞

[
n sinn

(
1

n2
+ o( 1

n2 )

)
− n cosn

(
1

n
+ o( 1

n
)

)]
= lim

n→∞

[
sinn

(
1

n
+ o( 1

n
)

)
− cosn(1 + o(1))

]
,

pri qemu sinn

(
1

n
+ o( 1

n
)

)
te�i nuli, a cosn(1 + o(1)) ne konvergira.

Dokazali smo da funkcija nije ravnomerno neprekidna na (0,+∞), izborom ni-
zova x′n = n i x′′n = n+ 1

n
, n ∈ N i primenom Teoreme 5. 4

11. Na�i konstante a, b, c tako da funkcija

f(x) =

 a
√
sinx2−x3
xb

, x < 0;
c, x = 0

xx
2
, x > 0

bude neprekidna na R. Za takve dobijene konstante ispitati diferencijabilnost
funkcije f(x). Da li je funkcija f(x) injektivna na [1,+∞)?

Rexe�e. Funkcija je dobro definisana jer va�i sinx2 − x3 > 0 za svako x < 0.

lim
x→0+

xx
2

= lim
x→0+

ex
2 lnx = 1.

lim
x→0−

a

√
sinx2 − x3 − 1

xb
= lim

x→0−
a

√
x2 − x3 + o(x3)

xb
= lim

x→0−
−a
√
1− x+ o(x)

xb−1

= lim
x→0−

−a1 + x+ o(x)

xb−1
=


−a, b = 1
∞, b > 1
0, b < 1

Prema tome, dobijamo da je a = −1, b = 1 i c = 1.
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Funkcija je diferencijabilna na (−∞, 0)∪ (0,+∞) jer su funkcije −
√
sinx2−x3

x
i

xx
2
diferencijabilne na (−∞, 0), odnosno (0,+∞). Ispitajmo diferencijabil-

nost u x = 0. Va�i

lim
h→0+

f(0 + h)− f(0)
h

= lim
h→0+

hh
2 − 1

h
= lim

h→0+

eh
2 lnh − 1

h

= lim
h→0+

1 + h2 lnh+ o(h2 lnh)− 1

h
= lim

h→0+

h2 lnh+ o(h2 lnh)

h

= lim
h→0+

(h lnh+ o(h lnh))=0,

lim
h→0−

f(0 + h)− f(0)
h

= lim
h→0−

−
√
sinh2−h3

h
− 1

h
= lim

h→0−

−
√
sinh2 − h3 − h

h2

= lim
h→0−

−
√
h2 − h3 + o(h3)− h

h2
= lim

h→0−

√
1− h+ o(h)− 1

h
= −1

2
.

Levi i desni izvod se razlikuju, odakle funkcija nije diferencijabilna u x = 0.

Zbog

f ′(x) =
(
xx

2
)′

= xx
2

(2x lnx+ x) > 0 na (1,+∞)

funkcija je rastu�a, a iz neprekidnosti na [1,+∞) sledi da je i injektivna. 4
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