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1. Za usmeni ispit studenti treba da nauqe 27 ispitnih pitaǌa. Na usmenom ispitu, student na sluqajan
naqin bira 5 pitaǌa odjednom i da bi polo�io mora znati odgovor na bar 3 izabrana pitaǌa. Poznato
je da od 30 studenata koji su izaxli na ispit, ǌih 5 zna odgovore na sva pitaǌa, 7 zna odgovore na
25 pitaǌa, 10 na 22 pitaǌa i 8 zna odgovore na samo 18 pitaǌa. Nakon usmenog ispita, na sluqajan je
izabran jedan student. Ako se zna da je izabrani student polo�io ispit, izraqunati verovatno�u da
je to bio student koji je znao odgovore na 25 pitaǌa.

Rexeǌe: Definixemo slede�e doga�aje:

• A - student je polo�io

• H1 - student zna odgovore na sva pitaǌa

• H2 - student zna odgovore na 25 pitaǌa

• H3 - student zna odgovore na 22 pitaǌa

• H4 - student zna odgovore na 18 pitaǌa

Tra�i se P (H2|A):

P (H2|A) =
P (A|H2) · P (H2)

P (A)

Doga�aji H1, H2, H3 i H4 qine potpun sistem doga�aja i va�i:

P (H1) =
5

30
, P (H2) =

7

30
, P (H3) =

10

30
, P (H4) =

8

30

P (A) �emo izraqunati koriste�i formulu potpune verovatno�e:

P (A) = P (A|H1)P (H1) + P (A|H2)P (H2) + P (A|H3)P (H3) + P (A|H4)P (H4)

P (A|H1) = 1

P (A|H2) = 1

P (A|H3) =

(
22
5

)
+
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22
4

)(
5
1

)
+
(
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3
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5
2

)(
27
5

)
P (A|H4) =
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18
5

)
+
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)
+
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9
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27
5

)
2. Sluqajan vektor (X, Y ) ima uniformnu raspodelu na unutraxǌoj oblasti trapeza qija su temena

(−2, 0), (−1, 1), (1, 1), (2, 0). Odrediti uslovnu gustinu raspodele fX|X<3Y−2(x).

Rexeǌe: Povrxina trapeza T je 3 pa je zajedniqka gustina vektora (X, Y ):

f(x, y) =
1

3
, (x, y) ∈ T



Prvo raqunamo funkciju raspodele. Poxto (X, Y ) ima uniformnu raspodelu, verovatno�e �emo raqu-
nati preko povrxina (pogledati sliku iznad):

FX|X<3Y−2(x) = P (X ≤ x |X < 3Y − 2) =
P (X ≤ x,X < 3Y − 2)

P (X < 3Y − 2)

Verovatno�u P (X < 3Y − 2) �emo izraqunati tako xto �emo povrxinu trougla iznad prave y = x+2
3

podeliti sa povrxinom trapeza:

P (X < 3Y − 2) =
2·1
2

3
=

1

3

Verovatno�a P (X ≤ x,X < 3Y − 2) �e zavisiti od vrednosti x, pa razlikujemo 4 sluqaja:

1° sluqaj: x ≥ 1

P (X ≤ x,X < 3Y − 2) = P (X < 3Y − 2) =
1

3

2° sluqaj: x ∈ (−1, 1)

P (X ≤ x,X < 3Y − 2) =
1− (1−x)·(1−x+2

3
)

2

3
=

=
2− 1 + x+ x+2

3
− x · x+2

3

6
=

3 + 3x+ x+ 2− x2 − 2x

18
=

5 + 2x− x2

18

3° sluqaj: x ∈ (−2,−1]

P (X ≤ x,X < 3Y − 2) =
2(x+2)

3
· x+2

2

3
=

(x+ 2)2

9

4° sluqaj: x ≤ −2

P (X ≤ x,X < 3Y − 2) = 0



Konaqno, funkcija raspodele je:

FX|X<3Y−2(x) =


0, x ≤ −2
(x+2)2

3
, x ∈ (−2,−1]

5+2x−x2

6
, x ∈ (−1, 1)

1, x ≥ 1

Gustinu raspodele dobijamo diferenciraǌem funkcije raspodele:

fX|X<3Y−2(x) =

{
2(x+2)

3
, x ∈ (−2,−1]

1−x
3
, x ∈ (−1, 1)

3. Za gustinu raspodele opxteg qlana Xn niza nezavisnih sluqajnih veliqina va�i da je fXn(x;λ) =
λ

xλ+1 , x ≥ 1, λ > 0. Pokazati da va�i

lim
n→∞

P

{
ln

(
n∏

i=1

Xλ
i

)
≤ n

}
=

1

2
.

Rexeǌe: Prvo transformixemo izraz

ln

(
n∏

i=1

Xλ
i

)
= λ

n∑
i=1

lnXi.

Poxto je (Xi) niz nezavisnih sluqajnih veliqina, takav �e biti i niz (lnXi), pa mo�emo da primenimo
centralnu graniqnu teoremu:∑n

i=1 lnXi − E (
∑n

i=1 lnXi)√
D (
∑n

i=1 lnXi)

D−→ Z,Z ∼ N (0, 1).

Da bismo izraqunali oqekivaǌe i disperziju, moramo da na�emo raspodelu od lnXi.

Xi ∈ [1,+∞) ⇒ lnXi ∈ [0,+∞)

Neka je x ≥ 0 proizvoǉno:

FlnXi
(x) = P (lnXi ≤ x) = P (Xi ≤ ex) =

∫ ex

1

λ

tλ+1
dt =

= λ · t
−λ

−λ

∣∣∣∣∣
ex

1

= 1− e−λx.

Dakle lnXi ima eksponencijalnu raspodelu:

lnXi ∼ E(λ).

Sada imamo: ∑n
i=1 lnXi − n · 1

λ√
n · 1

λ2

D−→ Z,Z ∼ N (0, 1).



odnosno:

λ
∑n

i=1 lnXi − n√
n

D−→ Z,Z ∼ N (0, 1).

Konaqno:

lim
n→∞

P

(
λ

n∑
i=1

lnXi ≤ n

)
= lim

n→∞
P

(
λ

n∑
i=1

lnXi − n ≤ 0

)
=

= lim
n→∞

P

(
λ
∑n

i=1 lnXi − n√
n

≤ 0

)
= FZ(0) =

1

2
.


