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1. Opxti qlan Xn niza nezavisnih sluqajnih veliqina ima eksponencijalnu E(1) raspodelu.
Ako je

Yn = n ·min{X1, X2, . . . , Xn2},

ispitati sve qetiri vrste konvergencije niza sluqajnih veliqina (Yn).

2. Iz populacije qije obele�je X ima normalnu N (θ, θ2), θ > 0, raspodelu izvuqen je uzorak
obima n. Za ocenu nepoznatog parametra θ na osnovu tog uzorka predlo�ene su slede�e ocene:

T1 = X̄n, T2 = k
√

nS̄2
n, T = αT1 + (1− α)T2,

gde je k ∈ R, α ∈ [0, 1]. Odrediti k tako da T2 bude nepristrasna ocena, a zatim na�i α za koje
ocena T ima najma�u sred�e kvadratnu grexku.

3. Broj prijav	enih kandidata za upis na Matematiqki fakultet na studijski program
Informatika ima normalnu N (m1, σ

2) raspodelu, a na program Matematika normalnu
N (m2, 0.45σ

2) raspodelu, gde je σ > 1 i poznato. Na sluqajnom uzorku od 12 godina dobijeno
je da je proseqan broj prijav	enih kandidata na studijskom programu Informatika 294.6,
dok je na sluqajnom uzorku od 10 godina dobijeno da je proseqan broj prijav	enih kandidata
na studijskom programu Matematika 191.3. Testira se hipoteza da je razlika u sred�im
vrednostima broja prijav	enih kandidata na studijskim programima Informatika i
Matematika jednaka 100, protiv alternative da je razlika ve�a od 100. Formiran je test takav
da je verovatno�a taqnog prihvata�a nulte hipoteze 7 puta ve�a od verovatno�e pogrexnog
odbaciva�a nulte hipoteze. Tako�e, mo� predlo�enog testa, pri alternativi da je razlika u
sred�im vrednostima broja prijav	enih kandidata na studijskim programima Informatika i
Matematika jednaka 105− 0.25σ, iznosi 0.85. Odrediti koji zak	uqak treba doneti na osnovu
datih uzoraka.
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Rexe�a zadataka

1. Funkcija raspodele sluqajne veliqine Yn data je sa

FYn
(y) = P {Yn ≤ y} = P {nmin{X1, X2, . . . , Xn2} ≤ y} = P

{
min{X1, X2, . . . , Xn2} ≤ y

n

}
= 1− P

{
min{X1, X2, . . . , Xn2} >

y

n

}
= 1−

(
P
{
X1 >

y

n

})n2

= 1−
(
e−

y
n

)n2

= 1− e−ny, y ≥ 0.

Sledi da je

FYn
(z) =

{
0, y < 0

1− e−λny, y ≥ 0

n→∞−−−−→

{
0, y < 0

1, y ≥ 0
= F (z),

gde je F (z) funkcija raspodele (degenerisane) sluqajne veliqine 0. Iz prethodnog zak	uqu-

jemo Yn
D−→ 0, n → ∞, kao i Yn

P−→ 0, n → ∞. Ispitajmo sada skoro sigurnu konvergenciju.
Kako je za svako ε > 0

P{|Yn| ≥ ε} = P {nmin{X1, X2, . . . , Xn2} ≥ ε} = e−εn =

(
1

eε

)n

,

to je
∞∑

n=1
P{|Yn| ≥ ε} < ∞, pa zak	uqujemo Zn

c.c.−−→ 0, n → ∞. U ci	u ispitiva�a sred�e

kvadratne konvergencije raqunamo E(Y 2
n ). Imamo da je redom

E(Yn)
2 =

∫ ∞

0

y2fYn
(y)dy =

∫ ∞

0

y2ne−nydy =

[
ny = u

ndx = du

]
=

1

n2

∫ ∞

0

u2e−udu =
1

n2
Γ(3)

=
2

n2
.

Kako E(Yn)
2 = 2

n2 → 0, n → ∞, sledi da niz (Yn) konvergira sred�e kvadratno.

2. Prvo �emo odrediti k tako da ocena T2 bude nepristrasna. Najpre imamo da je
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pri qemu smo iskoristili da sluqajna veliqina

nS̄2
n

θ2 ima χ2
n−1 raspodelu, pa direktno sledi

da je za k = 1√
2

Γ(n−1
2 )

Γ(n
2 )

ocena T2 nepristrasna. Da	e, i ocena T1 je tako�e nepristrasna. Zaista,

va�i da je

E(T1) = E(X̄n) = E

(
1

n

n∑
k=1

Xk

)
=

1

n
nEX1 = θ.

Odredimo sada disperzije ovih ocena. Imamo da je

D(T1) = D(X̄n) = D

(
1

n

n∑
k=1

Xk

)
=

1

n2
nDX1 =

θ2

n
,



D(T2) = D

(
k
√
nS̄2

n

)
= E

(
k2nS̄2

n

)
−
(
E

(
k
√
nS̄2

n

))2

= k2θ2E

(
nS̄2

n

θ2

)
− θ2 = k2θ2(n− 1)− θ2

= (k2(n− 1)− 1)θ2,

Kako su i T1 i T2 nepristrasne ocene parametra θ, to je

E(T ) = E(αT1 + (1− α)T2) = αET1 + (1− α)ET2 = αθ + (1− α)θ = θ,

a iz nezavisnosti sluqajnih veliqina X̄n i S̄2
n, sledi nezavisnost ocena T1 i T2, pa je

MSE(T ) = D(T ) + (E(T )− θ)2 = D(T )

= D(αT1 + (1− α)T2) = α2D(T1) + (1− α)2D(T2)

= α2(DT1 +DT2)− 2αDT2 +DT2.

Iz

d

dα
MSET (α) =

d

dα
(α2(DT1 +DT2)− 2αDT2 +DT2) = 2α(DT1 +DT2)− 2DT2 = 0,

sledi da je tra�eno α dato sa

α =
DT2

DT1 +DT2
=

(k2(n− 1)− 1)θ2(
1
n + k2(n− 1)− 1

)
θ2

=
k2(n− 1)− 1

1
n + k2(n− 1)− 1

.

3. Neka su X i Y obele�ja koje predstav	a broj prijav	enih kandidata na studijske programe
Informatika i Matematika, redom. Tada je X ∈ N (m1, σ

2) i Y ∈ N (m2, 0.45σ
2), te je na

osnovu datog uzorka x̄12 = 294.6 i ȳ10 = 191.3. Potrebno je da testiramo H0(m1 −m2 = 100)
protiv H1(m1 −m2 > 100), pa posmatramo kritiqnu oblast

W = {x̄12 − ȳ10 ≥ c}.

Kako su sluqajne veliqine X̄12 i Ȳ10 nezavisne i X̄12 ∈ N
(
m1,

σ2

12

)
i Ȳ10 ∈ N

(
m2,

0.45σ2

10

)
, to

je X̄12 − Ȳ10 ∈ N (m1 −m2, 0.128σ
2). Sa jedne strane imamo da je

PH0{X /∈ W} = 7PH0{X ∈ W} =⇒ 1− PH0{X ∈ W} = 7PH0{X ∈ W}

pa je

PH0

{
X̄12 − Ȳ10 − 100√

0.128σ2
≥ c− 100√

0.128σ2

}
= 0.125,

c− 100√
0.128σ2

= Φ−1(0.875) = 1.15,

c = 100 + 0.412σ. (1)

Sa druge strane, pri H1(m1 −m2 = 105− 0.25σ), mo� testa je

PH1
{X ∈ W} = 0.85,

PH1

{
X̄12 − Ȳ10 − 105 + 0.25σ√

0.128σ2
≥ c− 105 + 0.25σ√

0.128σ2

}
= 0.125,

c− 105 + 0.25σ√
0.128σ2

= Φ−1(0.15) = −1.04,

c = 105− 0.622σ. (2)

Iz (1) i (2) sledi da je
100 + 0.412σ = 105− 0.622σ

tj.
σ = 4.836.

Sada je c = 100 + 0.412σ = 100 + 0.412 · 4.836 = 101.992, pa je kritiqna oblast

W = {x̄12 − ȳ10 ≥ 101.992}.

Na osnovu podataka iz zadatka imamo da je x̄12 − ȳ10 = 103.3, pa realizovani uzorci upadaju u
kritiqnu oblast i odbacujemo nultu hipotezu.


