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1. Opxti qlan Xn niza nezavisnih sluqajnih veliqina ima uniformnu U(0, 1) rasodelu. Ako je

Yn = ln

(
n∏

k=1

1

eXk

) 1√
n

,

ispitati konvergenciju u raspodeli niza sluqajnih veliqina (Yn).

2. Neka obele�je X ima zakon raspodele(
−1 0 2

θ(1−θ)
4

θ(1−θ)
4 1− θ(1−θ)

2

)
,

gde je θ ∈ (0, 1). Za ocenu nepoznatog parametra θ(1− θ) na osnovu uzorka obima n predlo�ene

su dve ocene T1 i T2, gde je T1 ocena dobijena metodom maksimalne verodostojnosti i T2 =
4
5 (2− X̄n). Odrediti koja od predlo�enih ocena je bo	a u sred�e kvadratnom smislu, a zatim

ispitati da li je neka od �ih efikasna.

3. Raqunarska laboratorija Matematiqkog fakulteta tvrdi da u toku ispitnog roka studenti

provedu proseqno 2
√
π sati dnevno na sajtu fakulteta. Za gustinu raspodele obele�ja X, koje

predstav	a vreme koje student provede dnevno na sajtu, va�i da je

f(x; θ) =
2

θ2
xe−(

x
θ )

2

, x ≥ 0,

gde je θ > 0 nepoznat parametar. Posmatrano je 7 sluqajno odabranih studenata i zabele�eno

je koliko proseqno vremena su proveli na sajtu fakulteta u toku jednog dana: 0.71, 4.21,

5.59, 3.17, 3.42, 2.74, 3.48. Na osnovu dobijenog uzorka, sa pragom znaqajnosti 0.1 testirati

najmo�nijim testom da li je raqunarska laboratorija u pravu ili je proseqno vreme provedeno

na sajtu fakulteta u toku jednog dana ve�e.
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Rexe�a zadataka

1. Za niz sluqajnih veliqina (Yn) va�i da je

Yn = ln

(
n∏

k=1

1

eXk

) 1√
n

=
1√
n

n∑
k=1

ln

(
1

eXk

)
=

1√
n

n∑
k=1

−(1 + lnXk) =
1√
n

n∑
k=1

Zk,

gde je Zk = −(1 + lnXk). Funkcija raspodele sluqajne veliqine Zk data je sa:

FZk
(z) = P{Zk ≤ z} = P{−(1 + lnXk) ≤ z}

= P
{
Xk > e−(z+1)

}
= 1− P

{
Xk ≤ e−(z+1)

}
= 1− e−(z+1), z ≥ −1,

pa je odgovaraju�a gustina

fZk
(z) = e−(z+1), z ≥ −1.

Sada je

EZk =

∫ +∞

−1

ze−(z+1)dz =

∫ +∞

0

(t− 1)e−tdt = Γ(2)− Γ(1) = 0,

EZ2
k =

∫ +∞

−1

z2e−(z+1)dz =

∫ +∞

0

(t− 1)2e−tdt = Γ(3)− 2Γ(2) + Γ(1) = 1,

pa je DZk = EZ2
k − (EZk)

2 = 1. Kako je Zn niz nezavisnih sluqajnih veliqina sa istom

raspodelom i konaqnim matematiqkim oqekiva�em i disperzijom, to na osnovu centralne

graniqne teoreme sledi da je

n∑
k=1

Zk − E

(
n∑

k=1

Zk

)
√
D

(
n∑

k=1

Zk

) =

n∑
k=1

Zk

√
n

D−→ Z∗, Z∗ ∈ N (0, 1).

Odavde sledi da niz sluqajnih veliqina (Yn) u raspodeli konvergira ka sluqajnoj veliqini

Z∗, gde je Z∗ ∈ N (0, 1).

Napomena: Zadatak je mogu�e rexiti i primenom teoreme neprekidnosti. Primetimo da je

φlnXk
(t) = E(eit lnXk) = E(Xit

k ) =

∫ 1

0

xitdx =
1

1 + it
.

Da	e, imamo

φYn(t) = φ−
√
n− 1√

n

∑n
k=1 lnXk

(t) = e−i
√
nt

n∏
k=1

φlnXk

(
− t√

n

)
= e−i

√
nt 1(

1− it√
n

)n = e−i
√
nte

−n ln
(
1− it√

n

)

= e−i
√
nte

−n
(
− it√

n
+ t2

2n o( 1
n )

)

= e−
t2

2 , n → ∞,

pri qemu smo iskoristili da je ln(1− x) = −x− x2

2 + o(x2), x → 0. Dodatno, funkcija φYn(t)
je neprekidna u 0, pa na osnovu teoreme neprekidnosti sledi da Yn konvergira u raspodeli ka

sluqajnoj veliqini koja ima normalnu N (0, 1) raspodelu.



2. Zakon raspodele se mo�e zapisati kao

p(x; θ) =

(
θ(1− θ)

4

)I{x=−1}(
θ(1− θ)

4

)I{x=0}(
1− θ(1− θ)

2

)I{x=2}

=

(
θ(1− θ)

4

)1−I{x=2}(
1− θ(1− θ)

2

)I{x=2}

,

ili

p(x;α) =
(α
4

)1−I{x=2} (
1− α

2

)I{x=2}
,

gde je α = θ(1− θ).

Pretpostavimo da imamo realizovan uzorak (x1, x2, . . . , xn). Funkcija verodostojnosti je

L(α) =

n∏
k=1

p(xk;α) =

n∏
k=1

(α
4

)1−I{xk=2} (
1− α

2

)I{xk=2}

=
(α
4

)n−∑n
k=1 I{xk=2} (

1− α

2

)∑n
k=1 I{xk=2}

.

pa je logaritam verodostojnosti

lnL(α) =

(
n−

n∑
k=1

I{xk = 2}

)
ln

α

4
+

n∑
k=1

I{xk = 2} ln
(
1− α

2

)
.

�elimo da prona�emo α > 0 koje maksimizuje lnL(α), te stoga odre�ujemo stacionarnu taqku:

∂

∂α
lnL(α) =

n−
∑n

k=1 I{xk = 2}
α
4

· 1
4
+

∑n
k=1 I{xk = 2}

1− α
2

·
(
−1

2

)
= 0,

odakle je

α =
2n− 2

∑n
k=1 I{xk = 2}
n

.

Jox treba proveriti da li se u dobijenoj vrednosti posti�e maksimum. Kako je

∂2

∂α2
lnL(α) = −

n−
∑n

k=1 I{xk = 2}
α2

−
∑n

k=1 I{xk = 2}
(2− α)2

< 0,

ovo zaista jeste taqka u kojoj funkcija lnL(α) dosti�e maksimum. Prema tome, na osnovu ovog
uzorka, ocena metodom maksimalne verodostojnosti je

T1 =
2n− 2

∑n
k=1 I{Xk = 2}
n

.

Oqekiva�a ocena su:

ET1 = E

(
2n− 2

∑n
k=1 I{Xk = 2}
n

)
= 2− 2

n

n∑
k=1

P{Xk = 2} = 2−2P{Xk = 2} = 2−2
(
1− α

2

)
= α,

ET2 = E

(
4

5
(2− X̄n)

)
=

8

5
− 4

5
EX̄n =

8

5
− 4

5
EX1 =

8

5
− 4

5

(
2− 5

4
α

)
= α,

odnosno, obe ocene su nepristrasne ocene parametra α pa mo�emo porediti �ihove disperzije.

Prvo nam treba disperzija od X:

DX = EX2 − (EX)2 =
α

4
+ 4− 2α−

(
2− 5

4
α

)2

=
α(52− 25α)

16
.



Sada lako raqunamo disperzije ocena:

DT1 = D

(
2− 2

n

n∑
k=1

I{Xk = 2}

)
=

4

n2
D

(
n∑

k=1

I{Xk = 2}

)

=
4

n2
nD(I{Xk = 2}) = 4

n
P{X1 = 2}(1− P{X1 = 2})

=
4

n

(
1− α

2

) α

2
=

α(2− α)

n
.

DT2 = D

(
4

5
(2− X̄n)

)
=

16

25
DX̄n =

16

25n
DX1 =

16

25n

α(52− 25α)

16
=

α(52− 25α)

25n
.

Kako je za svako n ∈ N ispu�eno
α(2−α)

n < α(52−25α)
25n ⇐⇒ 50 < 52, zak	uqujemo da je DT1 < DT2,

pa je ocena T1 bo	a u sred�e kvadratnom smislu od ocene T2, pa ima smisla ispitati �enu

efikasnost. Ispitujemo regularnost date familije raspodela:

∑
x∈{−1,0,2}

∂

∂α
p(x;α) =

1

4
+

1

4
− 1

2
= 0.

Data familija raspodela je regularna, pa mo�emo raqunati Rao-Kramerovu do�u granicu

disperzija. Imamo da je

ln p(x;α) = (1− I{x = 2}) ln α

4
+ I{x = 2} ln

(
1− α

2

)
,

∂

∂α
ln p(x;α) =

1− I{x = 2}
α

− I{x = 2}
2− α

,

∂2

∂α2
ln p(x;α) = −1− I{x = 2}

α2
− I{x = 2}

(2− α)2
,

pa je

I(α) = E

(
− ∂2

∂α2
ln p(X;α)

)
= E

(
1− I{x = 2}

α2
+

I{x = 2}
(2− α)2

)
=

1− P{x = 2}
α2

+
P{x = 2}
(2− α)2

=
1−

(
1− α

2

)
α2

+
1− α

2

(2− α)2

=
1

2α
+

1

2(2− α)
=

1

α(2− α)
.

Odavde dobijamo da je do�a granica Rao-Kramera jednaka

G =
1

nI(α)
=

α(2− α)

n
.

Prema tome, kako je ef(T1) =
G

DT1
= 1, zak	uqujemo da je ova ocena efikasna.

3. Proseqno vreme koje studenti provedu na sajtu dato je sa

EX =

∫ +∞

0

2

θ2
x2e−(

x
θ )

2

dx = θ

∫ +∞

0

t
1
2 e−tdt = θΓ

(
3

2

)
= θ

√
π

2
.

Odavde sledi da treba testirati H0 : θ
√
π
2 = 2

√
π protiv H1 : θ

√
π
2 > 2

√
π, xto je ekvivalentno

sa H0 : θ = 4 protiv H1 : θ > 4. Kritiqnu oblast �emo tra�iti pomo�u Nejman-Pirsonove

leme. Da bi lema mogla da se primeni obe hipoteze moraju biti proste. Nulta hipoteza



svakako jeste prosta, a alternativnu hipotezu napiximo kao H1 : θ = θ1, θ1 > 4, te onda i ona
jeste prosta jer smo parametru dodelili taqno jednu vrednost.

Za Nejman-Pirsonovu lemu je potrebno odrediti funkciju verodostojnosti koja je u ovom

sluqaju data sa

L(x; θ) =

n∏
i=1

2

θ2
xie

−( xi
θ )

2

=

(
2

θ2

)n

e−
1
θ2

∑n
i=1 x2

i

n∏
i=1

xi.

Koriste�i lemu, najbo	a kritiqna oblast je odre�ena sa

W =

{
L(x; θ1)

L(x; 4)
≥ k

}
=


(

2
θ2
1

)n
e
− 1

θ21

∑n
i=1 x2

i ∏n
i=1 xi(

2
42

)n
e−

1
42

∑n
i=1 x2

i
∏n

i=1 xi

≥ k


=

{
e
−
(

1

θ21
− 1

42

)∑n
i=1 x2

i ≥ k1

}
=

{
−
(

1

θ21
− 1

42

) n∑
i=1

x2
i ≥ k2

}

=

{
n∑

i=1

x2
i ≥ c

}
,

jer je θ1 > 4, pa je −
(

1
θ2
1
− 1

42

)
> 0 i c neka konstanta u odnosu na dati uzorak, koju treba

odrediti da bismo dobili taqan izraz za kritiqnu oblast. Na osnovu datog praga znaqajnosti,

mo�emo odrediti c tako da va�i

PH0

{
n∑

i=1

x2
i ≥ c

}
= 0.1.

Primetimo da je

FX(x) =
2

θ2

∫ x

0

te−
t2

θ2 dt =

∫ x2

θ2

0

e−udu = 1− e−(
x
θ )

2

, x ≥ 0,

pa je

FX2(x) = P{X2 ≤ x} = P{X ≤
√
x} = FX(

√
x) = 1− e−

x
θ2 , x ≥ 0,

odnosno sluqajna veliqina X2 ima eksponencijalnu E
(

1
θ2

)
raspodelu.

Kako pri H0, X
2 ima eksponencijalnu E

(
1
16

)
raspodelu, odakle imamo

n∑
i=1

X2
i ∈ γ

(
n,

1

16

)
,

odnosno

1

8

n∑
i=1

X2
i ∈ γ

(
n,

1

2

)
= χ2

2n.

Sada za konkretan uzorak obima n = 7, vrednost c mo�emo dobiti iz jednaqine

0.1 = PH0

{
1

8

7∑
i=1

X2
i ≥ c

8

}
c = 8χ2

14;0.1 = 8 · 21.064 = 168.512.

Dakle, najbo	a kritiqna oblast je

W =

{
n∑

i=1

x2
i ≥ 168.512

}
.

Konaqno, na osnovu datog uzorka dobijamo da je

7∑
i=1

x2
i = 90.8396,

xto ne pripada kritiqnoj oblasti, pa ne odbacujemo nultu hipotezu.


