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1. Na usmenom ispitu iz Verovatno�e i statistike A, svaka od 10 ispitnih cedu	a sadr�i po
3 pita�a koja se ne ponav	aju. Da bi polo�io ispit student mora da odgovori ili na sva 3
pita�a sa cedu	e koju prvu izvuqe ili na 2 pita�a sa cedu	e koju prvu izvuqe i na tre�e
pita�e sa cedu	e koju drugu izvuqe. Ako svaki student zna odgovor na 20 pita�a, odrediti
broj studenata koji treba da pola�u ispit da bi sa verovatno�om 0.9 polo�ilo bar �ih 35.

2. U portfoliju banke postoji ukupno b kreditnih zahteva za mlade. Taqno a zahteva ima bar
jedan nedostaju�i dokument i smatraju se nekompletnim. Sinixa na sluqajan naqin proverava
zahteve bez vra�a�a, jedan po jedan, sve dok ne identifikuje ukupno m (m ≤ a) nekompletnih
zahteva. Neka je X ukupan broj pregledanih zahteva do tog trenutka. Odrediti matematiqko
oqekiva�e sluqajne veliqine X.

3. Sluqajna veliqina X ima eksponencijalnu E(2) raspodelu, a sluqajna veliqina Y ima raspo-
delu za qiju gustinu fY (y) va�i da je fY (y) = 2(1 − y), y ∈ (0, 1). Ako su X i Y nezavisne i
ako je Z = 2X + 2025Y + 1, odrediti funkciju raspodele sluqajne veliqine Z.
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Rexe�a zadataka

1. Definiximo sluqajne doga�aje:

• A - student zna odgovor na prvo pita�e sa prve cedu	e,

• B - student zna odgovor na drugo pita�e sa prve cedu	e,

• C - student zna odgovor na tre�e pita�e sa prve cedu	e,

• D - student zna odgovor na tre�e pita�e sa druge cedu	e,

• E - student je polo�io ispit.

Primetimo da se doga�aj E mo�e predstaviti kao unija disjunktnih doga�aja ABC, ĀBCD,
AB̄CD, ABC̄D, pa va�i

P (E) = P (ABC ∪ ĀBCD ∪ AB̄CD ∪ ABC̄D)

= P (ABC) + P (ĀBCD) + P (AB̄CD) + P (ABC̄D)

= P (A)P (B|A)P (C|AB) + P (Ā)P (B|Ā)P (C|ĀB)P (D|ĀBC)

+ P (A)P (B̄|A)P (C|AB̄)P (D|AB̄C) + P (A)P (B|A)P (C̄|AB)P (D|ABC̄)
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Neka je Ii sluqajna promen	iva koja opisuje da li je i-ti student polo�io ispit ili ne,

i = 1, 2, . . . , n. Sluqajna promen	iva Sn =
n∑

i=1

Ii predstav	a broj studenata koji su polo�ili

ispit. Jasno, Sn ima binomnu B(n, 0.59) raspodelu.
Odredimo n ∈ N iz uslova da je P{Sn ≥ 35} = 0.9. Poxto je n dovo	no veliko, np = 0.59n ≥
0.59·35 = 20.65 > 10 i n(1−p) = 0.41n ≥ 0.41·35 = 14.35 > 10, mo�emo izvrxiti aproksimaciju
normalnom N (0.59n, 0.24n) raspodelom.

P{Sn ≥ 35} = 1− P{Sn < 35} = 1− P{Sn ≤ 34} = 0.9 =⇒ P{Sn ≤ 34} = 0.1

Sada je

P{Sn ≤ 34} = P{0 ≤ Sn ≤ 34} ≈ P

{
−0.5− 0.59n√

0.24n
≤ Y − 0.59n√

0.24n
≤ 34.5− 0.59n√

0.24n

}
= Φ

(
34.5− 0.59n√

0.24n

)
− Φ

(
−0.5− 0.59n√

0.24n

)
= 0.1,

gde je Y sluqajna veliqina koja ima normalnu N (0.59n, 0.24n) raspodelu.

Poxto je n ≥ 35, to je

−0.5− 0.59n√
0.24n

≤ −7.29 =⇒ Φ

(
−0.5− 0.59n√

0.24n

)
≈ 0.

Prema tome,

Φ

(
34.5− 0.59n√

0.24n

)
= 0.1 =⇒ 34.5− 0.59n√

0.24n
= Φ−1(0.1) = −1.28,

te je
0.59n− 1.28

√
0.24n

√
n− 34.5 = 0,

odakle, rexava�em kvadratne jednaqine i eliminisa�em negativnog rexe�a dobijamo da je√
n = 8.1967, pa je n = 67.19. Dakle, potrebno je da najma�e 68 studenata iza�e na ispit da bi

sa verovatno�om 0.9 bar 35 studenata polo�ilo.



Napomena: Verovatno�u da student polo�i ispit mo�emo dobiti i kao
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2. Sinixa u prvih k − 1 pregledanih zahteva nalazi taqno m − 1 nekompletnih i k − m sa
kompletnom dokumentacijom, dok je k-ti nekompletan (raspored svih b kreditnih zahteva u
niz). Za k ∈ {m,m+ 1, . . . ,m+ (b− a)} sledi da je
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) ,

Odredimo matematiqko oqekiva�e sluqajne veliqine X. Imamo da je
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jer je posled�a suma jednaka 1 kao suma verovatno�a iz zakona raspodele sluqajne veliqine
X za skup parametara (b+ 1, a+ 1,m+ 1).

Napomena: Zakon raspodele sluqajne veliqine X mo�emo odrediti i na slede�i naqin. Kako
Sinixa proverava zahteve bez vra�a�a, jedan po jedan, to broja�em po sekvencama izvlaqe�a,
du�ine k, imamo slede�e:

• na prvih k − 1 mesta treba rasporediti taqno m − 1 nekompletnih zahteva, a na k-tom
mestu je m-ti nekompletan zahtev. Broj naqina na koje Sinixa to mo�e uqiniti je(

k − 1

m− 1

)
.

• za svaki fiksiran redosled zahteva va�i: u prvih k izvlaqe�a, izvu�i �e taqno m
nekompletnih zahteva, dok u prvih k−1 izvlaqe�a imao taqno k−m kompletnih; svakim
izvlaqe�em ukupan broj kreditnih zahteva, broj kompletnih i nekompletnih, sma�uje se
za 1, pa je verovatno�a svake fiksne sekvence du�ine k jednaka

a · (a− 1) . . . (a−m+ 1) · (b− a) · (b− a− 1) . . . (b− a− (k −m) + 1)

b · (b− 1) . . . (b− k + 1)
=

(a)m(b− a)k−m

(b)k
,
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)
.
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za k ∈ {m,m+ 1, . . . ,m+ (b− a)}.



Da	e, primetimo da zbog simetrije binomnih koeficijenata va�i da je:(
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3. Poxto X ∈ E(2), sledi da je �ena gustina

fX(x) = 2e−2x, x ≥ 0,

a kako su sluqajne veliqine X i Y nezavisne, to je

fX,Y (x, y) = fX(x)fY (y), x ≥ 0, y ∈ (0, 1).

Treba da odredimo funkciju raspodele sluqajne veliqine Z = 2X + 2025Y + 1 za z ≥ 1, pri
qemu je

FZ(z) = P{Z ≤ z} = P{2X + 2025Y + 1 ≤ z} = P

{
Y ≤ −2X + z − 1

2025

}
=

∫∫
D

fX,Y (x, y)dxdy,

gde je

D =

{
(x, y) ∈ R2 : x ≥ 0, y ∈ (0, 1), y ≤ −2x+ z − 1

2025

}
.

Iz preseka sa trakom 0 < y < 1 dobijamo dva geometrijska sluqaja (prelom kada prava 2x +
2025y = z − 1 dodirne taqku y = 1, tj. na z = 2026):

(a) za 1 < z < 2026 imamo da je

FZ(z) =

∫ z−1
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,
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pa sledi da je

J(a) =
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k
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)
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odakle dobijamo da je

FZ(z) = 2a− a2 − 2
(1− a

k
+

1

k2

)
+ 2

(1
k
+

1
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)
e−(z−1).

Sre�iva�em gor�eg izraza va�i

FZ(z) =
4052

(
z − 2 + e−(z−1)

)
− (z − 1)2

20252
, 1 < z < 2026.

(b) za z ≥ 2026 imamo da je

FZ(z) =

∫ 1

0
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(
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)
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∫ 1
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Da	e, ∫ 1
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)]1
0
=

e2025 − 1
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,

odakle va�i

FZ(z) = 1− 2e2025 − 4052

20252
e−(z−1), z ≥ 2026.

Dakle, funkcija raspodele sluqajne veliqine Z data je sa

FZ(z) =



0, z ≤ 1,
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z − 2 + e−(z−1)

)
− (z − 1)2

20252
, 1 < z < 2026,

1− 2e2025 − 4052

20252
e−(z−1), z ≥ 2026.


