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1.

Ha crony cy npasuiaau okTaemap, Jojekaeqap u ukocaemap. CBakKOM O BUX CTPAHUIE CY HYy-
Mepucane OpojeBuma o 1 10 m, rue je m O6poj crpanuna Koje Taj nosmenap uma. Ha cromy cy m
Tpu HOBuYmha 3a Koje cy BepoBaTHONe mobujarba mucMa mpu Oalamy, PeIoM, %, % n 1. Mwuxajmno
Ha CJIyvajaH HA4YWH OMpa HOBYHWN ca CTOJa, Oala ra u yodaBa Ja Jid je JOOMjeHO MHUCMO WV IJIaBa.
Axko je npu bGanamy Hopuuha mobujeno mucmo, Muxajno Gaa OKTaemap U UKOCaeIap, a ako je Jo-
OumjeHa ryiaBa, JOJEKae ap W MKOCAaemap. YKOJIMKO ce, Ipu OamamuMa TUX [MOJUeapa, MPOU3BOI
Jobujennx OpojeBa 3aBpiraBa udpPoM Hysa, OH J00Mja jemaH IOeH, a WHade A00uja Hy/ia IOeHa,
u Taj Opoj moena 3amucyje wa mamup. lleo mocrynak mouassba 10 myrta. 3pauyHarw ouekwBaHU
0poj mOOMjeHnX TOeHa, Ka0 U OYeKrBaHu OpOj mpomeHa O6poja koju je Muxajio 3ammucao y OgHOCY Ha
IIPETXO/IHO 3anucaHu O6poj.

. Cayuajna senmunna X nma nopmamny N (0, 1) pacmogery. Axo je Y = X292 onpenutn koedumm-

JEHT Kopesalmje caydajunx Bemwmanna X u Y.

. Cayuajua sesmumna X uma IlyaconoBy P(A) pacmogeny. 3a ciaydajHy BeauduHy Y [pH YCJIOBY

X = x Baxku 1a je
AP
P{Y:y‘sz}:me ;v yef{zz+1,.. ]

Ognpenuru pacnojenny ciydajue BejguduHe X Mpu yeJaoBy Y = y.



BEPOBATHOTRA I CTATUCTUKA A (4MHJI) - ITucmenn ucnur 11. jamyap 2024.

Pemrema 3aJlaTaKa

1. Oznauumo ca A porabaj ga npu jenrom Gamamy JABa npaBuIHa Hoaueapa Muxajio perucrpyje ia ce
TTPOM3BO/I TIAJINX OPOjeBa 3aBPIIaBa MU(POM HyJIA U TAKO OCBOju jemaH moeH. ledwurummmo ciaenehe
nmorahaje:

e C; norabaj ma je onabpano mosumh ¢;, i € {1,2,3}, 3a xoje cy BepoBaTHOhe mOOUjama mUCMa
pu OaIaky, PEIoM, %, % nl,
e Il u I norahaj na je Ha HOBUMNY MAJIO0 MMCMO WJIU IJ1aBa, PEJIOM.

Beposarnohy morahaja A moskemo ompemuTu kopucrtehin mornyH cucrem morabhaja:

P(A) = P(C1TTIA) + P(CiTA) + P(C-ITA) 4+ P(CoT'A) + P(C3ITA) + P(CsT'A)
(

= P(Cy)P(IT|C1) P(A|C1IT) + P(C1) P(T|Cy) P(A|C1T)
+ P(C2) P(IT|C2) P(A|C:IT) + P(C2) P(T'|C2) P(A|CsT)
+ P(C3)P(I1|C3) P(A|C31T) + P(C3) P(I'|C3) P(A|C3T)
P(AC&H)(; %+f 7+f 1) + P(AlcyT) <;§+;;+;o>

2
= ZP(A|C,TI) + gP(A|Clr).

Jlape, mpon3Boa magux OpojeBa ce 3aBpiraBa mudpPOM HYJA aKO je MPOW3BOJ JAeJbUB U € 2 U Ca 5.
Hedunumumo 3ato HOBe moralaje:

e A;: mao je Gap jeman mapan 6poj,

e As: mao je bap jeman 6poj memus ca 5.
Onasae cienu ma je:

P(A|GITT) = P(A; N A5|GiIT) = 1 — P(AS U AS|CTT) = 1 — P(AS|CAIT) — P(AS|CLIT) + P(AS N AS|C,IT)
4 10 7 16 3 8
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P(A|C,T) = P(A; N A5|C;T) =1 — P(AS U A5|C;T) =1 — P(AY|C;T") — P(AS|C,T) + P(Af N AS|C,T)
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Ako ciyuajHa Benuuuna X upejicrasiba 6poj pobujenux noena y 10 6auama, raga X uma Bunomny
B(10,0.22) pacnomeny, na je odekuBanu 6poj GoHyc moena koje he Mwuxajno ocsojurn jemmax 10 -
0.22 =2.2.

Heka je Y; pesynrar i-ror Gamama monuenapa, ¢ € {1,2,...,10}. Taga Y; € Ber (0.22) n

9
Y =) Vi - Y]

i=1

je 6poj mpomena Opoja koju Mmuxajio 3amucyje Ha mamup y OGHOCY Ha MPETXOMHO 3aMUCAHU OpOj.
Hame,

0 1
Yigr — Vil : (0,222 +0.78% 2-0.22- 0.78)

ma, je oueKuBaHu OPOj MTPOMEHA jeTHAK

9 9
EY =) E|Yij1 - Y[ =) 2-0.22-0.78 = 3.0888

i=1 i=1



2. Tlo medununmjn, nmamo 1a je KoedpHUIHjeHT KOpeallmje 1aT ca
E(XY)—-E(X)E(Y)

PXY = DX)/DY) ]
onake 360r Y = X202 y X € N(0,1) nobujamo
E(X224) _ B(X)E(X2023)  [(X2024) E(X2024)
pXY = VD(X)/D(X %25 - /D(X2025) - VE(X22023) — (Fx2023)2
Ouxpenumo cajsa n-Tu MOMeHAT
oo 1 _a?

—z_ +OO
E(X ): \/7 5 do = \/7/ 2 dx.

Paznukyjemo aBa ciaydaja:
e ako je n = 2k + 1: E(X?1) =0, jep je y muTamy nemapna byHKIHja U WHTErPaT Ha MHOTY-
22
JIOMeHY KOHBEpIupa. 3amcTa, fooo 22k tle— % dy = fOOO(Qu)ke_”du =20 (k+1) < +o0.
e axo je n = 2k:

1 o0 z2 ﬁ = U
E(X%*) =2. —/ e FTdr=|,2 " 4.
\/ﬂ dr = 5=

k e U du

\f 2u

k-1 —u
u""2e” “du
ﬁ

—?r <k+;> _\2/'; <k—;) (k—2> ar @)
\2/11‘2/;(%— It = (2k — DI,

OunaBue cienu na je

E(X?%) _ 2023!!
/EX?22023 _ (FX2023)2 (22023 — 1)1

PXYy =

3. 3akon pacnogese ciaydajue Beamaune X je gar ca
T ,—A

p{X:aj}:)‘L7

x € Np.
x!

3akoH pacnojiesie ciydajne peiudude Y mnpu ycioBy X = x:
AV~ —)x

77 € ’ 17 2,
P{Y_y|X—x}—{0y z)! ye{r,z+ 1,z + }

, uHade.

Bakon pacnogese ciyuajuor Bekropa (X,Y):

Y —2X
_ A2 e Ng ye{rrtlat2,...
P{X =2, =y} = P{X_;v}P{Y—y|X—:c}{ Ty=2)' veNo,ye{rz+l ot

, nHave.
3akoH pacmozene ciaydajue Benmuanne Y 3a y € Ny gar je ca
- < AY —2
P{Y:y}:ZP{X:x,Y:y}:Zme
=0 =0
Y 2\ Y
_ 1 yl Ne y
— )\y 2\ A
¢ ;) xl(y —z)! ! y! xZ:o (z)
Ne22 Y AVe 32X
= S1T YT — 14 1)
y! ; (fﬂ) y! a+D
L (2A)vem A

y!



Hakane, ciayuajua senuuuna Y uma IlyaconoBy P(2X) pacnouesy.

3akoH pacriofiesie caydajHe BeandnHe X mpu yeiaoBy Y =y 3a x € {0,1,2,...,y} je

B . PX=zY=y} e y!
P{X=z|Y =y}= P{Y =y} - 2y — ) ’ (2\)ve—22

- zuyy! )l <2Axy>y - (Z) ' @
060"

[Ipema Tome, cayuajua Benmwuawsa X TpHU YCIOBY Y = y mMma OuHOMHY B (y, %) pacmoeny.
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1. Tamapa ydecTtByje Ha TypHupy npedepanca. TypHHUpP je opraHn3oBaH Ha ciemelin HAYUH: y TPBOM
KOJIy Ce UI'Pajy TPU MapTHje U 3aTUM Ce HA OCHOBY ILTACMAHA W3 IPBOT KOJIA IPOJIA3U UK HE MPOJIa3n
y ZIPpyro KOJIO TyPHHPA, IPH YEMY Ce ca TpH H0Oe/e CUI'YPHO IPOJa3u y JPYyro Kojo, ca Jse mnobeje
ce TPOJIa3u y JPYro KOJO ca BepoBaTHOhOM %, ca jenHom 1o0esOM ce TIpoJia3| y NIPYTo KOJIO €A
BepoBaTHONhOM i, a 0e3 wmjemHe mObeme ce CHUTYpPHO HE MpOJa3u y APYro Kojo. Beposarmoha ma

Tamapa mobean y jeaHoj mapTHUju IPBOT KOJA je p, He3aBUCHO OJI NCXOIa OCTAJe /IBe MapTHje.

(a) (5 moena) Ca kojom BepoBaruohowm he ce Tamapa miacuparu y Apyro Koso?

(6) (5 moena) Ako ce Tamapa Huje MIacHpasa y Ipyro Kojo, KOJIWKO W3HOCH BepoBaTHOhA Ja je
y TIPBOM KOJIy UMaJia, 2 mobeme?

2. Ama Gara JBe paBuiIHe KOIKe 3a urpy. Heka ciydajna Beauwumna X npejcras/ba Opoj rmecruna, a
ciy4ajHa BesnuuHa Y Opoj jeuHMIIA KOje Cy IaJie.

(a) (6 moena) Onpeauru pacrozeny ciaydajaor Bekropa (X,Y), a 3aTUM HCIUTATH HE3ABHCHOCT
cnygajunx Benmunna X un Y.

(6) (4 moena) Ozpenurn KoedwuIMjeHT KOpealyje cayJdajuux BeandnHa X n Y.
3. Cayuajuu Bekrop (X,Y) nMa paBHOMEPHY DACIOZENY Ha OCEHYEHO] OBIaCTH.

¥
1

0.5

(a) (4 moena) OpennTi MaprUHAIHE PACTOAENE CAyYajHUX BeandnHa X U Y, a 3aTUM HCIHTATH
BUXOBY HE3aBUCHOCT.

(6) (6 moena) Axo je Z = |X — Y|, onpeanTu pacmozeny ciydajue BeIWInHE Z.

4. Cayuajna sesqmunna X uma ITyaconoBy P()\) pacnogeny. Cayuajua seanunna Y mnpu yenoBy X = x
MMa PACHOJeNy ca 3aKOHOM

AVTE
P{Y:y\sz}:me g

(a) (7 moena) Oupenuru pacuojeny ciaydajHe Bejauduse Y.

reNy,y=z,z2+1,x+2,...

(6) (3 moena) Ozpemuru pacromeny ciaydajHe BeandrHe X TpH yciaoBy Y = y.



BEPOBATHOTRA I CTATUCTUKA A (3P) - Ilucmenn ucnur 11. jamyap 2024.

Pemrema 3aJlaTaKa

1. Jdedunummmo caenehe morahaje:
e A: Tamapa ce maacupaja y Apyro KOjaa TYPHUPA,
e H;, 1 €{0,1,2,3}: Tamapa je y npBoM KOJIy OCTBapuJa i nobeza,
e 1 u 0 mpencrassbajy mobeay OJHOCHO TIOPA3 y MOjeINHATHO] TTAPTHUjH.
Tama Bpemu
P(Ho) = P({0,0,0}) = (1 - p)*,
P(H;) = P({0,0,1},{0,1,0},{1,0,0}) = 3p(1 — p)?,
P(H2) = P({0,1,1},{1,0,1},{1,1,0}) = 3p*(1 - p),
P(H3) = P({1,1,1}) = p*.
Jlabe, u3 TekcTa 3aaTKa IMaMo Ja je
1 1
P(A[Ho) =0, P(AIHy) =, P(AlH) =5, P(AHy) =1,
(a) {Ho, H1, H2, H3} je mornyn cucrem jorabaja ma xopucrehin dopmymny mormyHe BepoBarHOlie
JI00mjamMo:
> 3 3
P(A) =) P(H)P(AH;) = p(1 = p)* + 5p*(1 = p) +p°
i=0
(6) Kopucrehiu BajecoBy dopmyiy mobujamo:
- P(Hy)P(A|H P(H,)(1 — P(A|H.
P(Hy|A) = (Hy)P(A|Ha) _ P(H3)( (AlH2))
P(A) 1—P(A)
20— p) (1- 1)
1—(3p(1—p)? + 3p*(L - p) +p°)

B 3p*(1—p)
C1—-3p(1—p)? - 3p2(1 - p) - p?
__ 6

PP hp+d

2. (a) Ogpemumo, y cepxy miycrpaiuje, P{X = 1,Y = 1}. Ilocmarpanu gorabaj ce moroauo jenuno
aKoO je Ha IPBOj KOIKH IaJla [MEeCTUIA, & HA JIPYToj jeMHula, Uik OOpHYTO. 3410 je,

11 11 1

PIX=1Y=1}=--> 4> =,
{ } 6 6 + 6 6 18

Cumano ogpehyjemo u ocrasie KOMOUHALIKjE ¥ TAKO JOOMjAMO 3aKOH PACIO/IEse [IBOJIUMEH3HOHOT

ciyuajuor Bekropa (X,Y) gar ma cinenehu vadun:

XYy |0 1 2|PX=:}
0 4 2 1 25
| g 0§ W
> 1% o]k

36 36
PY=11% % = 1

0o 1 2
X,Y: (25 5 1).
36 18 36

Cutyuajue Besimaune X u Y HHCY HE3aBUCHE jep je HIID.

P{X:1}P{Y:2}:%«%¢O:P{X:1,Y:2}.



(6) Us nena nox (a) nobujamo ga je EX = BY = & +2- 4 = 1 1ok je E(XY) = &, na
3aKsbyyjemo aa je cov(X,Y) = BE(XY)-EXEY = —1. Ca apyre crpane, E(X?) = E(Y?) =
2 +4-4 =5 maje DX = DY = E(Y?) — (EY)? = . Ogasze umamo 1a je Tpaxenn

8"
KOe(DUINjEHT KOPEJIAINje jeTHAK

3. (a) Oagpeaumo NpBO MAapPrUHAJIHY PACHOAENy Ciydajue Bejuaune X .
e zaz € (0,1) umamo aa je fx(z) = fll:z 2dy =1,
2
e zaz € (1,1) umano na je fx(z) = folfm 2dy + fgliz 2dy = 1.

Onasge 3akspyuyjemo ga X uma yaudopmuy U(0, 1) pacnogeny. Takobe, 36or cumerpuje, ucto
Baxku U 3a ciydajuy sequuuny Y, 1j. Y € U(0,1). Ilpumerumo na ciaydajue seauaune X u Y
HUCY HE3aBHCHE, jep je HIIP.

1 1 11 1 1
P{X<-Y<-7>=0#---=PIX<-,PY<—>.
{ ST <4} 71 { <4} { <4}
(6) Heka je Z = |X — Y. Tazga je dyHKImja pacrnojese ciydajHe BeJIMUNHE Z JaTa Ca:
e 32 0 < z < 5 mmamo 1a je

11 111 1/1 2 1
F =92 22— — _—— — — | = — = 2 :—2 2z.
z(2) (zf2\/§+222 2<2 z)) <22+z) 22422

osa%<z<1HMaMoaaje

1 1—2)?
Fz(z)=2 (2 - (22)> =22 42z
Haxkme, pyHKImEja pacmonene ciydajue BeJIunduHe Z je
0, 2z <0,
Fz(z) =< —2%+22, 2€(0,1),
1

) -

4. (a) 3akou pacmojese ciydajHe sequuune X je gar ca

T ,—A

ATe

,(EGN().

3akoH pacrojiesie cirydajue pejmdaude Y mnpu ycaoBy X = x:
AV—Te—A
P{Y =y|X =z} = { G YEme T Lot}

, nHaYe.
3akoH pacrnozerie ciaydajuor sekropa (X,Y):
AV —2)
P{X=2,Y=yl=P{X=2}P{Y =y| X =z} = {gl(yz)!e , v€Np,ye{r,z+1L,z+2,...}

, wHaJe.

3akoH pacmozesne caydajue Benwunne Y 3a y € Ny mar je ca

00 Y
AY _
P{Y:y}:ZP{X:x,Y:y}:Zﬁe 2

=0 =0 (y - :L.)
) —2)\ Y
_ 1 yl e y
= \Ve 2N —_ = < )
;::Ox!(y—x)! y! y! 12::0 x
AVe—2X Y y AVe—2X
= 1T . 1YT — 14 1)
y! IZ:; (a?) y! +1)
(2N)e

Hakue, cayuajua Besmuuna Y uma Ilyaconosy P(2A) pacuozedy.



(6) 3akou pacnozene ciaydajue Beauuune X npu ycaosy Y =y 3a x € {0,1,2,...,y} je

P{X =2,Y =y} Ne2A y!
P{X=2x|Y =y}= = .
{ 7| vh P{Y =y} zl(y —z)! (2A\)¥e—2A

= x!(yyi o)l (2AAy>y N @ ' (;)y
(066

[Ipema Tome, caydajna Bemuawuna X npu ycaoBy Y = y uma Gunomuy B (y7 %) pacmozesy.




