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1. Na stolu su pravilni oktaedar, dodekaedar i ikosaedar. Svakom od �ih stranice su nu-
merisane brojevima od 1 do m, gde je m broj stranica koje taj poliedar ima. Na stolu su i
tri novqi�a za koje su verovatno�e dobija�a pisma pri baca�u, redom, 1

3 ,
2
3 i 1. Mihajlo

na sluqajan naqin bira novqi� sa stola, baca ga i uoqava da li je dobijeno pismo ili glava.
Ako je pri baca�u novqi�a dobijeno pismo, Mihajlo baca oktaedar i ikosaedar, a ako je do-
bijena glava, dodekaedar i ikosaedar. Ukoliko se, pri baca�ima tih poliedara, proizvod
dobijenih brojeva zavrxava cifrom nula, on dobija jedan poen, a inaqe dobija nula poena,
i taj broj poena zapisuje na papir. Ceo postupak ponav	a 10 puta. Izraqunati oqekivani
broj dobijenih poena, kao i oqekivani broj promena broja koji je Mihajlo zapisao u odnosu na
prethodno zapisani broj.

2. Sluqajna veliqina X ima normalnu N (0, 1) raspodelu. Ako je Y = X2023, odrediti koefici-
jent korelacije sluqajnih veliqina X i Y .

3. Sluqajna veliqina X ima Puasonovu P(λ) raspodelu. Za sluqajnu veliqinu Y pri uslovu
X = x va�i da je

P{Y = y |X = x} =
λy−x

(y − x)!
e−λ, y ∈ {x, x+ 1, . . . }.

Odrediti raspodelu sluqajne veliqine X pri uslovu Y = y.



VEROVATNO�A I STATISTIKA A (4MNL) - Pismeni ispit 11. januar 2024.

Rexe�a zadataka

1. Oznaqimo sa A doga�aj da pri jednom baca�u dva pravilna poliedra Mihajlo registruje da se
proizvod palih brojeva zavrxava cifrom nula i tako osvoji jedan poen. Definiximo slede�e
doga�aje:

• Ci doga�aj da je odabrano novqi� ci, i ∈ {1, 2, 3}, za koje su verovatno�e dobija�a pisma
pri baca�u, redom, 1

3 ,
2
3 i 1,

• P i G doga�aj da je na novqi�u palo pismo ili glava, redom.

Verovatno�u doga�aja A mo�emo odrediti koriste�i potpun sistem doga�aja:

P (A) = P (C1PA) + P (C1GA) + P (C2PA) + P (C2GA) + P (C3PA) + P (C3GA)

= P (C1)P (P|C1)P (A|C1P) + P (C1)P (G|C1)P (A|C1G)

+ P (C2)P (P|C2)P (A|C2P) + P (C2)P (G|C2)P (A|C2G)

+ P (C3)P (P|C3)P (A|C3P) + P (C3)P (G|C3)P (A|C3G)

= P (A|C1P)

(
1

3
· 1
3
+

1

3
· 2
3
+

1

3
· 1
)
+ P (A|C1G)

(
1

3
· 2
3
+

1

3
· 1
3
+

1

3
· 0
)

=
2

3
P (A|C1P) +

1

3
P (A|C1G).

Da	e, proizvod palih brojeva se zavrxava cifrom nula ako je proizvod de	iv i sa 2 i sa 5.
Definiximo zato nove doga�aje:

• A1: pao je bar jedan paran broj,

• A2: pao je bar jedan broj de	iv sa 5.

Odavde sledi da je:

P (A|CiP) = P (A1 ∩A2|CiP) = 1− P (Ac
1 ∪Ac

2|CiP) = 1− P (Ac
1|CiP)− P (Ac

2|CiP) + P (Ac
1 ∩Ac

2|CiP)

= 1− 4

8
· 10
20

− 7

8
· 16
20

+
3

8
· 8

20
=

1

5
, ∀i ∈ {1, 2, 3},

P (A|CiG) = P (A1 ∩A2|CiG) = 1− P (Ac
1 ∪Ac

2|CiG) = 1− P (Ac
1|CiG)− P (Ac

2|CiG) + P (Ac
1 ∩Ac

2|CiG)

= 1− 6

12
· 10
20

− 10

12
· 16
20

+
5

12
· 8

20
=

1

4
, ∀i ∈ {1, 2, 3},

pa je konaqno

P (A) =
2

3
· 1
5
+

1

3
· 1
4
=

13

60
≈ 0.21667.

Ako sluqajna veliqina X predstav	a broj dobijenih poena u 10 baca�a, tada X ima Binomnu
B (10, 0.22) raspodelu, pa je oqekivani broj bonus poena koje �e Mihajlo osvojiti jednak 10 ·
0.22 = 2.2.

Neka je Yi rezultat i-tog baca�a poliedara, i ∈ {1, 2, . . . , 10}. Tada Yi ∈ Ber (0.22) i

Y =

9∑
i=1

|Yi+1 − Yi|

je broj promena broja koji Mihajlo zapisuje na papir u odnosu na prethodno zapisani broj.
Da	e,

|Yi+1 − Yi| :
(

0 1
0.222 + 0.782 2 · 0.22 · 0.78

)
pa je oqekivani broj promena jednak

EY =

9∑
i=1

E|Yi+1 − Yi| =
9∑

i=1

2 · 0.22 · 0.78 = 3.0888



2. Po definiciji, imamo da je koeficijent korelacije dat sa

ρXY =
E(XY )− E(X)E(Y )√

D(X)
√
D(Y )

,

odakle zbog Y = X2023 i X ∈ N (0, 1) dobijamo

ρXY =
E(X2024)− E(X)E(X2023)√

D(X)
√
D(X2023)

=
E(X2024)√
D(X2023)

=
E(X2024)√

E(X2·2023)− (EX2023)2
.

Odredimo sada n-ti momenat

E(Xn) =

∫ +∞

−∞
xn 1√

2π
e−

x2

2 dx =
1√
2π

∫ +∞

−∞
xne−

x2

2 dx.

Razlikujemo dva sluqaja:

• ako je n = 2k + 1: E(X2k+1) = 0, jer je u pita�u neparna funkcija i integral na polu-

domenu konvergira. Zaista,
∫∞
0

x2k+1e−
x2

2 dx =
∫∞
0

(2u)ke−udu = 2kΓ (k + 1) < +∞.

• ako je n = 2k:

E(X2k) = 2 · 1√
2π

∫ ∞

0

x2ke−
x2

2 dx =

∣∣∣∣∣ x2

2 = u
dx = du√

2u

∣∣∣∣∣
=

√
2√
π

∫ ∞

0

(2u)ke−u du√
2u

=
2k√
π

∫ ∞

0

uk− 1
2 e−udu

=
2k√
π
Γ

(
k +

1

2

)
=

2k√
π

(
k − 1

2

)(
k − 3

2

)
. . .

1

2
Γ

(
1

2

)
=

2k√
π

√
π

2k
(2k − 1)!! = (2k − 1)!!.

Odavde sledi da je

ρXY =
E(X2024)√

EX2·2023 − (EX2023)2
=

2023!!√
(2 · 2023− 1)!!

3. Zakon raspodele sluqajne veliqine X je dat sa

P{X = x} =
λxe−λ

x!
, x ∈ N0.

Zakon raspodele sluqajne veliqine Y pri uslovu X = x:

P{Y = y |X = x} =

{
λy−xe−λ

(y−x)! , y ∈ {x, x+ 1, x+ 2, . . . }
0, inaqe.

Zakon raspodele sluqajnog vektora (X,Y ):

P{X = x, Y = y} = P{X = x}P{Y = y |X = x} =

{
λy

x!(y−x)!e
−2λ, x ∈ N0, y ∈ {x, x+ 1, x+ 2, . . . }

0, inaqe.

Zakon raspodele sluqajne veliqine Y za y ∈ N0 dat je sa

P{Y = y} =

∞∑
x=0

P{X = x, Y = y} =

y∑
x=0

λy

x!(y − x)!
e−2λ

= λye−2λ

y∑
x=0

1

x!(y − x)!
· y!
y!

=
λye−2λ

y!

y∑
x=0

(
y

x

)

=
λye−2λ

y!

y∑
x=0

(
y

x

)
· 1x · 1y−x =

λye−2λ

y!
(1 + 1)y

=
(2λ)ye−2λ

y!
.



Dakle, sluqajna veliqina Y ima Puasonovu P(2λ) raspodelu.

Zakon raspodele sluqajne veliqine X pri uslovu Y = y za x ∈ {0, 1, 2, . . . , y} je

P{X = x |Y = y} =
P{X = x, Y = y}

P{Y = y}
=

λye−2λ

x!(y − x)!
· y!

(2λ)ye−2λ

=
y!

x!(y − x)!
· λy

(2λ)y
=

(
y

x

)
·
(
1

2

)y

=

(
y

x

)
·
(
1

2

)y−x

·
(
1

2

)x

.

Prema tome, sluqajna veliqina X pri uslovu Y = y ima binomnu B
(
y, 1

2

)
raspodelu.



Univerzitet u Beogradu

Matematiqki fakultet

VEROVATNO�A I STATISTIKA A (3R)
11. januar 2024. godine

1. Tamara uqestvuje na turniru preferansa. Turnir je organizovan na slede�i naqin: u prvom
kolu se igraju tri partije i zatim se na osnovu plasmana iz prvog kola prolazi ili ne prolazi
u drugo kolo turnira, pri qemu se sa tri pobede sigurno prolazi u drugo kolo, sa dve pobede
se prolazi u drugo kolo sa verovatno�om 1

2 , sa jednom pobedom se prolazi u drugo kolo sa
verovatno�om 1

4 , a bez ijedne pobede se sigurno ne prolazi u drugo kolo. Verovatno�a da
Tamara pobedi u jednoj partiji prvog kola je p, nezavisno od ishoda ostale dve partije.

(a) (5 poena) Sa kojom verovatno�om �e se Tamara plasirati u drugo kolo?

(b) (5 poena) Ako se Tamara nije plasirala u drugo kolo, koliko iznosi verovatno�a da je
u prvom kolu imala 2 pobede?

2. Ana baca dve pravilne kocke za igru. Neka sluqajna veliqina X predstav	a broj xestica, a
sluqajna veliqina Y broj jedinica koje su pale.

(a) (6 poena) Odrediti raspodelu sluqajnog vektora (X,Y ), a zatim ispitati nezavisnost
sluqajnih veliqina X i Y .

(b) (4 poena) Odrediti koeficijent korelacije sluqajnih veliqina X i Y .

3. Sluqajni vektor (X,Y ) ima ravnomernu raspodelu na osenqenoj oblasti.

(a) (4 poena) Odrediti marginalne raspodele sluqajnih veliqina X i Y , a zatim ispitati
�ihovu nezavisnost.

(b) (6 poena) Ako je Z = |X − Y |, odrediti raspodelu sluqajne veliqine Z.

4. Sluqajna veliqina X ima Puasonovu P(λ) raspodelu. Sluqajna veliqina Y pri uslovu X = x
ima raspodelu sa zakonom

P{Y = y |X = x} =
λy−x

(y − x)!
e−λ, x ∈ N0, y = x, x+ 1, x+ 2, . . .

(a) (7 poena) Odrediti raspodelu sluqajne veliqine Y .

(b) (3 poena) Odrediti raspodelu sluqajne veliqine X pri uslovu Y = y.
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Rexe�a zadataka

1. Definiximo slede�e doga�aje:

• A: Tamara se plasirala u drugo kola turnira,

• Hi, i ∈ {0, 1, 2, 3}: Tamara je u prvom kolu ostvarila i pobeda,

• 1 i 0 predstav	aju pobedu odnosno poraz u pojedinaqnoj partiji.

Tada vredi
P (H0) = P ({0, 0, 0}) = (1− p)3,

P (H1) = P ({0, 0, 1}, {0, 1, 0}, {1, 0, 0}) = 3p(1− p)2,

P (H2) = P ({0, 1, 1}, {1, 0, 1}, {1, 1, 0}) = 3p2(1− p),

P (H3) = P ({1, 1, 1}) = p3.

Da	e, iz teksta zadatka imamo da je

P (A|H0) = 0, P (A|H1) =
1

4
, P (A|H2) =

1

2
, P (A|H3) = 1.

(a) {H0, H1, H2, H3} je potpun sistem doga�aja pa koriste�i formulu potpune verovatno�e
dobijamo:

P (A) =

3∑
i=0

P (Hi)P (A|Hi) =
3

4
p(1− p)2 +

3

2
p2(1− p) + p3.

(b) Koriste�i Bajesovu formulu dobijamo:

P (H2|Ā) =
P (H2)P (Ā|H2)

P (Ā)
=

P (H2)(1− P (A|H2))

1− P (A)

=
3p2(1− p)

(
1− 1

2

)
1−

(
3
4p(1− p)2 + 3

2p
2(1− p) + p3

)
=

3
2p

2(1− p)

1− 3
4p(1− p)2 − 3

2p
2(1− p)− p3

=
6p2

p2 + p+ 4
.

2. (a) Odredimo, u svrhu ilustracije, P{X = 1, Y = 1}. Posmatrani doga�aj se dogodio jedino
ako je na prvoj kocki pala xestica, a na drugoj jedinica, ili obrnuto. Zato je,

P{X = 1, Y = 1} =
1

6
· 1
6
+

1

6
· 1
6
=

1

18
.

Sliqno odre�ujemo i ostale kombinacije i tako dobijamo zakon raspodele dvodimenzionog
sluqajnog vektora (X,Y ) dat na slede�i naqin:

X/Y 0 1 2 P{X = ·}
0 4

9
2
9

1
36

25
36

1 2
9

1
18 0 5

18
2 1

36 0 0 1
36

P{Y = ·} 25
36

5
18

1
36 1

Odavde odmah dobijamo i marginalne raspodele:

X,Y :

(
0 1 2
25
36

5
18

1
36

)
.

Sluqajne veliqine X i Y nisu nezavisne jer je npr.

P{X = 1}P{Y = 2} =
5

18
· 1

36
̸= 0 = P{X = 1, Y = 2}.



(b) Iz dela pod (a) dobijamo da je EX = EY = 5
18 + 2 · 1

36 = 1
3 , dok je E(XY ) = 1

18 , pa
zak	uqujemo da je cov(X,Y ) = E(XY )−EXEY = − 1

18 . Sa druge strane, E(X2) = E(Y 2) =
5
18 + 4 · 1

36 = 7
18 , pa je DX = DY = E(Y 2) − (EY )2 = 5

18 . Odavde imamo da je traheni
koeficijent korelacije jednak

ρX,Y =
cov(X,Y )√
DX

√
DY

= −1

5
.

3. (a) Odredimo prvo marginalnu raspodelu sluqajne veliqine X.

• za x ∈
(
0, 1

2

)
imamo da je fX(x) =

∫ 1−x
1
2−x

2dy = 1,

• za x ∈
(
1
2 , 1
)
imamo da je fX(x) =

∫ 1−x

0
2dy +

∫ 1
3
2−x

2dy = 1.

Odavde zak	uqujemo da X ima uniformnu U(0, 1) raspodelu. Tako�e, zbog simetrije, isto
va�i i za sluqajnu veliqinu Y , tj. Y ∈ U(0, 1). Primetimo da sluqajne veliqine X i Y
nisu nezavisne, jer je npr.

P

{
X <

1

4
, Y <

1

4

}
= 0 ̸= 1

4
· 1
4
= P

{
X <

1

4

}
P

{
Y <

1

4

}
.

(b) Neka je Z = |X − Y |. Tada je funkcija raspodele sluqajne veliqine Z data sa:

• za 0 < z ≤ 1
2 imamo da je

FZ(z) = 2

(
z
√
2
1

2

1√
2
+

1

2

1

2

1

2
− 1

2

(
1

2
− z

)2
)

= 2

(
−z2

1

2
+ z

)
= −z2 + 2z.

• za 1
2 < z < 1 imamo da je

FZ(z) = 2

(
1

2
− (1− z)2

2

)
= −z2 + 2z.

Dakle, funkcija raspodele sluqajne veliqine Z je

FZ(z) =


0, z ≤ 0,

−z2 + 2z, z ∈ (0, 1),

1, z ≥ 1.

4. (a) Zakon raspodele sluqajne veliqine X je dat sa

P{X = x} =
λxe−λ

x!
, x ∈ N0.

Zakon raspodele sluqajne veliqine Y pri uslovu X = x:

P{Y = y |X = x} =

{
λy−xe−λ

(y−x)! , y ∈ {x, x+ 1, x+ 2, . . . }
0, inaqe.

Zakon raspodele sluqajnog vektora (X,Y ):

P{X = x, Y = y} = P{X = x}P{Y = y |X = x} =

{
λy

x!(y−x)!e
−2λ, x ∈ N0, y ∈ {x, x+ 1, x+ 2, . . . }

0, inaqe.

Zakon raspodele sluqajne veliqine Y za y ∈ N0 dat je sa

P{Y = y} =

∞∑
x=0

P{X = x, Y = y} =

y∑
x=0

λy

x!(y − x)!
e−2λ

= λye−2λ

y∑
x=0

1

x!(y − x)!
· y!
y!

=
λye−2λ

y!

y∑
x=0

(
y

x

)

=
λye−2λ

y!

y∑
x=0

(
y

x

)
· 1x · 1y−x =

λye−2λ

y!
(1 + 1)y

=
(2λ)ye−2λ

y!
.

Dakle, sluqajna veliqina Y ima Puasonovu P(2λ) raspodelu.



(b) Zakon raspodele sluqajne veliqine X pri uslovu Y = y za x ∈ {0, 1, 2, . . . , y} je

P{X = x |Y = y} =
P{X = x, Y = y}

P{Y = y}
=

λye−2λ

x!(y − x)!
· y!

(2λ)ye−2λ

=
y!

x!(y − x)!
· λy

(2λ)y
=

(
y

x

)
·
(
1

2

)y

=

(
y

x

)
·
(
1

2

)y−x

·
(
1

2

)x

.

Prema tome, sluqajna veliqina X pri uslovu Y = y ima binomnu B
(
y, 1

2

)
raspodelu.


