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Hebojma konuaosuh

18. JlupekTHe U UHIUPEKTHE CIIUKE

Sagarak: OapeauTn JAUPEKTHE W UHIUPEKTHE CJIUKE
nmare hyHKIyje OxpenuTy qUPEeKTHE 1 NHANPEKTHE
cuke dynkumje f @ {0,1,2} — {a,b,c} nare ca f =

0 1 2
a ¢ a )

(u) /IupeKTHe U UHAUPEKTHE CJIMKE; OCOOMHE U JJOKA3H OCO-
omHa

Buio xoja dyukuuja f : X — Y, onpelhyje nBe HOBe dyHKIHI]E:
e jemny u3 P(X) y P(Y), xojy nasusamo ko-f ('ko ed’), n 3a
KOjy KOPHCTUMO UCTY O3HaKy f, aju aprymenT (mojckym o X )
HABOJIUMO y YIJIACTUM 3arpajama;

FIAIY {yeY | (Faec A)f(a) =y}, sa AC X.

e sipyry u3 P(Y) y P(X), xojy masuBamo KoHTpa-f (’KOHTpa
ed’), u 3a Kojy KopucTHMO 03HaKY f ' (KOja y OBOM KOHTEKCTY
HEeMa HUKAaKBe Be3e ca MOjMOM MHBep3He (DYHKIUje), & apryMeHT
(mozckyt o1 Y') HABOAMMO y YIVIACTHM 3arpajiama:

FUB| Y {zeX | f(z) eB}, 3aBCY.

Cryu f[A] ={y €Y | (Ja € A)f(a) = y} CY nasusamo
mupektHa cimka ckyna A C X; f[A] je noackyn ox Y koju
CaJp’KM CaMO OHE eJIeMeHTe KOju Cy f-cimke ejemeHara u3 A.
Bynyhu na cy csu enementn ckyna f[A] obmmka f(a), a € A,
mumenmo u f[A] = {f(a) | a € A}.

Cxyn f~1[B] = {z € X | f(z) € B} C X nasusamo unam-
pekTHa cimka ckyna B C Y; f1[B] je mogckyn on X xoju
CaJIPKU CAMO OHE ejieMeHTe u3 X unje f-ciiMKe TPUNaIajy CKyILy

B.

ITpuMmEP 1. Heka f:{0,1,2} — {a,b,c}:

01 2
f:<b a a>'

OLLPG,ILI/IMO JAUPEKTHE CJINKE CBUX ITOACKYIIOBa JOMECHA:
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flol =2 fHo} =A{o}  f{1}] =A{a} f{2}] = {a}
{01 = {a,0}  f[{1.2}] ={a} f[{0,2}] ={a,;b} [f[{0,1,2}] = {a,b}
OzpeuMo U UHIUPEKTHE CJIUKE CBUX IIOJICKYIIOBa KOJIOMEHA:

[lel=0 el ={12y  fI{o={0} ['{c}H=0
Havil={0,1,2} T H{a,cjl={12} fU{b e}l ={0} fT'[{a.bc}] ={0,1,2}
IMocebro marmamasamo ma ce, Ha pumep, f [{a}] 6urHo pa-

suKyje on 3ammca f!(a), Koju y oBOM ciIydajy HemMa cMmcyia jep
f Huje dujexmuja.

Teopema 1. Heka f : X — Y. 3a npoussomre A, A1, As C X u
B, By, By CY Baxku:
(1) AC fHfAlL (2) fIf~'[Bl] € B;

(3) A1 C Ay = f[A1] C f[As];  (4) B1 € By = f71[Bi] C f7[Ba];
(5) flAL N Ag] C fA N flAo); (6) fHBiN By = fH B N fHBal;
(7) flALU Ag] = fALJU flAo];  (8) fHB1UBs] = fH[Bi]U f1[By].

JJOoKA3. (1) Ako z € A, ouna je ounrueguo f(z) € f[A]. Kako
je f(z) € f[A] exsuBamentno ca x € f![f[A]], HemocpeaHo
U3BOJIMO YKEJHEHU 3aKJbyJaK.

(2) Axo y € f[f}[B]], ouna je y = f(x), 3a mexo z € f1[B].
Kaxo je € f~![B] exsusanentno ca f(x) € B, ciemn y =
f(z) € B.

(3) Heka je Ay C Aj. Ilpernocrasumo ma y € f[A;]. Tanma je
y = f(z), 3a meko x € Ay. Bynyhu na je A1 C Ay, u3 y = f(x) m
x € A1 C As zakspydyjemo na y € f[As].

(4) Heka je By C By. Ilpernocrasumo qa x € f~1[Bi], omrocno
f(z) € By. Us f(x) € By C By, 3akibyuyjemo 1a x € f~[Ba).
(5) OBa unkiy3uja aupekTHo caean u3 (3). Kako je A;N A C Ay
u A1 NAy C A, u3 (3) ciemm f[A1 N As] C f[A1] m f[A1NAs] C
f[AQ], a OJaBJe n f[Al N AQ] g f[Al] N f[AQ]

(6) Uukmysujy f~'[B1 N By] C f~'[Bi] N f~[Bs] mupexrno mo-
Sujamo m3 (4). JToxaxmmo ma je uw f1[B1 N Byl D f BN
B Ako x € fUB N f By, onma o € f~Y By mz €
fYBs], omocno f(x) € By u f(x) € By. Haxme, f(z) €
Bi1 N By, mTo je ekBuBajienTHO ca x € f~1[B1 N Ba.

(7) Jemmaxoct jokasyje cienelin eKBUBAJICHIN]CKY JIAHALL:

y € flA1U Ay Jr(z € AyUA Ay = f(x))

dx((x € Ay Ve € Ag) Ny = f(z))

Jz((z € At ANy = f(z))V(z € As ANy = f(z))
Jz(z € Ay Ay = f(z))VIz(z € Ay Ay = f())
y € flA] Vy € f[A2]

y € fl[A1]U f[Az].

te e
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(8) Jemmaxoct jokasyje cienelin eKBUBAJICHIN]CKY JIAHALL:
z€ f1BiUBy < f(x) € BiUDB;y
& f(z) € B1V f(z) € By
& x€ f B Ve fBy)
& ze fBJUfT[B]. O
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19. Cxema 3aMeHe; aKCHOMa, PEryJIaApHOCTH; aKCHOMa, Oec-
KOHAYHOCTH; CKYTI MTPUPOIHUX OpOjeBa

(u) Cxema 3aMeHe; aKCHOMa PEryJAapHOCTH; aKCHOMa Oec-
KOHaQYIHOCTU] I/IHILyKTI/IBa.H CKyH, HajMa,I‘I)I/I I/IHﬂyKTI/IBaH
CKyTI

¥ Cxema 3aMeHe

Baxxan meron nedwunucama dynkimja omoryhaBa nam HOBa
cxeMa — cxema 3ameHe. lIpe nero mrTo je HaBemeMo, onmcaliemo
cuTyanuje y KojuMma je KopucTuMmo. lIpermocraBumo ma cmo, 3a
uexy dbopmyny ¢(x,y), nokazam Vr3lyp(z,y). Ao je A duio
KOju CKyTI, Taga Mopa ja Baxu u (Vo € A)Ilyp(z,y), mro 3naun
Ja 3a cBakM T u3 A mocroju jesuHCTBeH Yy 3a Koju je ¢(z,y). Cse
0BO yKazyje Ha MoryhHocT jma ce dopmysioMm ¢ peduHUIIe jeiHa
dyukmuja ca momenom A. Mehyrum, na Ou Ha oBaj HAYWH OuIa

nedunucana GpyHKIMja, HEOIMXOTHO je Jda 3HAMO y KOM CKYILY Ce
HaJjla3e Te jeInHCTBeHe ,ciuke’ ejlemenara n3 A. Cxema 3amMeHe
nac ocyjodabha cBake Opure mo OBOM MHTAILY, jep TBPAXA J1a 34
cBaky dbopmyiy ¢(z,y) 3a Kojy ce moxke yrepauru Va3lyp(x,y)
7 CBaKW CKyn A TOCTOju CKyIl KOjU CAJIPIKU CaMO OHE CKYTIOBE ¥
3a koje (Jx € A)p(z,y).

CXEMA 3AMEHE

VaIlyp(z,y) = VAIBYy(y € B < Jx(z € AN p(z,y)))

V¥V AkcuoMma peryjapHOCTH

AKCHOMOM peryiapHOCTH Ce TBPJAU Jia CBAKM HEMpa3aH CKYI Ca-
JpKU eJIEMEHT ca KOjUM HeMa 3ajeTHUYIKNX eJIeMEeHATA.
AKCUOMA PEI'YJIAPHOCTHU

VX(X#Q=Je(ze X NaeNX =0Q))

Teopema 2. (1) He mocroju ckym x TakaB Jja * € .
(2) He mocroje cKymoBu © Hy TakBH Jax € Yy H Y € .

JTOKA3. (1) Ako &u 1mocTojao CKyIl & TakaB Jia & € X, OHJIa CKYII
{z} He Oum caapKao eIeMEHT ca KOjUM HeMa 3ajeTHUIKUX eJIeMe-
Hata, jep € x N {x}, MITO je CynpOTHO AKCHMOME DEryJIapHOCTH.
(2) IIpermocTaBuMO J1a TIOCTOje CKYIIOBH & U Y TAKBU JIa je T € Y
uy € z. Tama, cynporHo akcmomu perymapHocTH, cKyn {z,y}
He CaJIp:KH eJIeMEHT ca KOJUM HeMa 3ajeIHHYKHUX ejJeMeHaTa: T )
{z,y} # @, jep y € xN{z,y}, myN{r,y} # O, jep x € yN
{z,y}. O

vealy ¢(x,y)




Teopema 3. 3a duio koje ckynose x ny, n3 x U {z} = yU{y}
caenn x = y.

JTokA3. Heka je 2 U{z} = y U {y}. [IpernocraBumo cynporHo
oHOMe mTO Tpeda JoKasatu jga je ¥ # y. Kako z € yU {y} u
x # y, 3akmyayjemo na ¢ € y. Comano tome, u3 y € xU{z} n
x # y cneqm y € x. Mehyrum, nuje moryhe na x € y u y € x,
npeMa 1peTxoHoj reopemu (2). Jakie, z = y. O

Ckyn 2 U {z} HasuBaMo ciieaBeHUK CKyla T U 00esIesKaBaMo
ra x’. Ilorasehn o Impa3HOr CKyIa, PeIOM YBOIUMO CJCJOCHHKE
JIOOMjEHNX CKYIIOBa KOje U3 PasyMJbUBUX PA3JIOra MOXKEMO HIEH-
TuUKOBATH €A IPUPOJTHUM OPOjeBHMA:

0=0 1=0=0U{®}={0}
2=1=1uU{1} ={0}u{1} ={0,1}
3=2'=2u{2} ={0,1} u{2} ={0,1,2}
4=3=3U{3}={0,1,2} u{3} ={0,1,2,3}

MaTynTuBHO je jacHO Ja TeHepHcameé HOBUX CKYIOBa Ha OIM-
CaHU HAYMH HEOTPAHUYIEHO MOXKEMO IMPOJYKaBaTU — 38 CBAKU J0-
OMjeHn CKyI, MOCTYIIAK MOYXKEMO HACTABHUTU yBODEIbeM IHeroBOr
ciendennka. Hapesina akcrnoma 3alpaBo TBP/U Jia ITOCTOJU CKYII
y KoMme he ce Hahm cBM CKyIIOBH KOjH c€ MOT'Y JIOOUTH Ha OIIMCAHU
nauyuH. Byayhu na je ommcanum mocTyImak BeoMma OJIM3akK Opojamby,
HapeHa akcuoMa he OuTy KJbydHa 3a yBOheme CKyla IPUPOIHIX
Opojesa.

V¥V Akcuoma deckonaunoctu. CKyIn mpupoJHuUxX Opojesa

AKCHUOMA BECKOHAYHOCTH
[Tocroju ckyn koju cagpxu 0 (1j. @) u ciaendeHMKa CBAKOr CBOT
eJIeMEeHTA.

A0 INVe(z el =azU{a}e))

Craku ckym Koju caapxu 0 u cie0eHNKa CBAKOT CBOT €JIeMeH-
Ta HA3MBAMO MHIAYKTUBHHUM CKYIIOM. AKCHOMOM OeCKOHATHO-
CTH Cce TBP/M Jla OCToju dap jeaan nHIyKTHBaH cKyi. He Mmoxkemo
TBPAUTH J1a MOCTOjU jeIMHCTBEH WHJIYKTHUBAH CKYI, &JI KOJIUKO
rOJ[ JIa UX MMa CBU CAJIPKe KAO MOJCKYI jeJIlaH MCTU MH/LyKTUBAH
CKYTI, T3B. HajMarmd HHIYKTHBAH CKYII.

Ako je I Heku mHIAyKTUBaH CKyIl, o3Haunmo ca J(I) Hempasan
CKYTI CBUX WHJYKTUBHUX TOJCKYIIOBa O [:

II)={X|X CIA X jeunaykrusan”}
— (X |XCINOEXAVa(ze X =2’ € X)),

. def .
Heka je w = NI(I). dokazahemo na je w MHIAYKTHBAH CKyI U
To HajMamu y ciaenehem cmucty: ako je S mHnykruBaH u S C w,

YMJI 5
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oA je S = w, OHOCHO HE TIOCTOJU CTPOTH MOJCKYI OJT W KOJU je
UH/IYKTUBaH.

Teopema 4. (1) w je HHIYKTHBAH CKYII.
(2) Ako je S C w u Bakm:

(BH1) 0 € S,
(UK) ako x € S, onyma a’ € S,
oHJAa je S = w

JokA3. (1) Bynyhu na 3a ceaku X € I(I), 0 € X, cienn na
mopa dutu u 0 € NI(I) = w.

Ocraje jomr jma ce mOKazke Ja w CaJAPXKU CIEADEHUKA CBAKOD
cBor esemenTa. Heka je 2 € w npoussospan. Uz x € w = (NI(1),
caemu ga x € X, 3a ceaku X € J(I). Kaxo je csaku X € J(I)
MHJIYKTUBaH, CBaku ojf iblx caapxu u x'. axme, 2’ € NI(I) = w.
(2) Heka je S C w rakas ja Baxe yciaosu (BI1) u (UK) — 3naun
S je mHaykTHBaH TOJCKYH o w. Kako je w C I, ckyn S je u
uHAyKTUBaH 1oAckyn o I, tj. S € I(I), ma je NI(I) C S, j.
w C S, omakie caenu 1a je S = w. O

Ocraje jomr s1a IOKaXKeMo Jia 3a OUIIo Koju (JApyru) UHIyKTHBAH
ckyn [y Baxkn w C [, mim ekBuBasieHTHO w N [1 = w. Ouuriesso
je wNI C w. JeguocrasHo je yBepuTu ce na ckym w (M [; 3aj0-
BospaBa yeiaose (BU) n (1K), na npema nperxosmoj Teopemu (2)
mopa outn w N I; = w. Onase HEMOCPETHO 3aKIbyIyjeMO U JIa je
w = NJ(I1). Ckyn w nasuBaMoO CKyIOM NPUPOJAHUX OpojeBa
u obenexkaBamo ra u IN. Byayhu ma je oBa apyra o3Haka MHOIO
yoOmUajeHnja, yriaBHOM NeMO by KOPUCTUTH Y HACTABKY. JHa-
Mo ma IN camgpxku 0, 1, 2, 3, 4, utn. u na pyHKIHUja CIeAOEHHK
"IN — N uma cienehe ocoduse:

e 3a cBako n € IN, n/ # 0 (cienbennk nuje Ha dyHKIHMja);

e 3a cee m,n € N, us m’ = n’ ciemu m = n (crendbenux jecre

1-1 dbyuknuja).

OCHOBHO CBOjCTBO CKYTIa IIPUPOIHUX OPOjeBa U3PAKEHO je 0CO-
ounom (2) Teopeme 4 — IPUHIMIIOM MaTe€MaTUYKe WHIyKIH-
je.. Ilpunnun MaTeMaTHYKe MHIYKIUje KOPUCTIMO 33 JOKa3hBa-
we dbopmyia odimka (Vn € IN) ¢(n). IIpso dbopmupamo onrosa-
pajyhu ckyn S = {n € IN | p(n)} u HaCcTOjUMO A JOKAZKEMO:

(B) 6a3y unaykmuje, tj. 0 € S u

(UK) ungykTusHu Kopak, Tj. na uz n € S ciequ n’ € S. IomTo
y MHIYKTUBHOM KOpakKy Tpeda JIOKa3aTH UMILTHMKAIIU]y, [IpeT-
ocrap/baMo n € S, MTO ce HA3UBA HHJYKTHBHA HMPETIIOCTABKA
1 HACTOjUMO Jia joKaxkemo n’ € S.
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Jloka3 MpuMEHOM IPUHIUIA MaTEeMATHIKEe WHIYKIIAje MOYKEMO

CKPATHUTHU TAKO IITO He (popMupamo cKyt S Beh mokasyjemo ¢op-
MyJIe:

(B1) ¢ (n/0)
(UK) (Vn € N)(¢ = ¢(n/n')).

Huje Termko younTn 1 MaTeMaTIKOM UHIYKIHjOM JTOKA3ATH 4
Bazke cJiesiehia cBojcTBa MPUPOIHUX OpOjeBa.

Teopema 5. (1) 3a ce npupogue bpojee m,n, m € n = m C n.
(2) Ba cBe npupoane dpojeBe m,n, m € n < m C n.
(3) Ba cBe npupoane dpojese m,n, m € nNVm =nVn € m.
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20. Ypeheme u apurmerudke oneparuje ckymna IN

(u) Vpeheme npupomnux OpojeBa; NPUHIMMI MOTILyHE WH-
Jykrmje u nocseauiie (106po ypeheme); mpuHIuI pekyp-
suje (be3 Jokaza); MHAYKTUBHE neduHUIje cabupamba,
MHOKEHa U CTEIEHOBAIbA

[Tperxona TeopeMa 1mokasyje jia npunajarme (€ ), OJHOCHO CTPO-
ra nakiIy3uja (C) Ha yodbndajenn Hadus ypehyjy CKyI IpUpOIHUX
Opojesa:

0ele2eld3ec4eb---, ommocho 0 C1C2C3C4ChH---

3ancra, 3HaMO Ja:

e 3a CBakHW IIPUPOJAH Opoj n Baxku n ¢ n (0BO je mocseauIEa
aKcuoMe perysiapHoctu — Teopema 2 (1), am ce MOxKe U3BECTH
u De3 OBe aKCHOME, MATEMATUIKOM HH/IYKIIHjOM );

e 3a cBe IpupojgHe dOpojese k, m, n, ako k € m u m € n, oHIAA
k € n (0BO je IupeKTHa MOCJIeUIa IPETXOaHe TeopeMe (2)).

Hakne, dunapna penammja {(m,n) € N x N | m € n} jecre
crporo ypebeme cKyma HpHpOJHHX OpojeBa W odejexkaBa ce <.
Penamujy <, 138. ypeheme ckyma IN yBoaumo Ha cienehn HadmH:

def
m<n<§>m<n\/m:n.

ITpema nperxoHOj Teopemu (3) 3aKJbydyjeMo Ja je < U JTMHeapHO
ypebeme.

Iocaenuria 1. 3a cBe npuposue dpojese m,n BaKIH>

(I)m<n<smCn;

(2) m < nVn<m (nopegak < je auHeapan);
(3)m<n<m <n;

(4) m<n < m<n;

(5) m <n < m <n (byakumja crenbenux je MoHoTOHA).

JToKA3. (1) IIpema nperxonHoj Teopemu (2) umamo ja je:
m<n&m<nVm=n&mCnVm=n< mCn.

(2) dupekTHo u3 TBphema (3) nmperxoiHe Teopeme.
(3) Ako je m < m, Tj. m € n, ouxa je {m} C n u, npema Teopemn
5 (1), m Cn,najem =mU{m} Cn, 1. m <n.

Uz m' < ncaequ m’ < numam’ = n, uy oda ciyuaja, oyayhn
na je m < m’, sakibydyjemo m < n.
(4) u (5) dokaze ocraB/baMo 3a BEXKOY. O

* HapagHo,

e N

<n;

< mnacaebyje ocnosna
ceojcrBa  mukiIy3uje C. 3a
k,m,n € N:

CBeE
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Teopema 6. [IIpuanun nornyse uaayknuje| Heka je S C IN.

Ako Baxkn
(Vn e N)((VkE<n)keS=neS),

orzxa je S = IN.

JTOKA3 . 3 @opmyiy (Vk < n)k € S moxemo 3ammucaru u Ha 3 Yommreno rosopelin, ,,05mamonM” mi-
cnenehu wauun: (Vk € n)k € S. Aykmjon (110 1) 10Kazyjemo Gopmy-

[Tpumerumo HajIIpe a BazKu w (W < n)k € 5.
(BU) (VE<0)k€S. Us (Vn € N)(Vk < n)k € S caean
S=N.

Osa dopmyna je sampaBo ckpaheme 3a Vk(k € 0 = k € S) u
jeJIHOCTABHO ce Jl0Ka3yje, jep 3HaMo Jjia 3a cBako k Baxku k & 0.
Huje Temko younTn, a au popmaHo goKa3aTh, ga je hopmysia

(Vk<n)ke S=neS
€KBUBAJICHTHA (POPMYJIH

(UK) (Vk<n)keS= (Vk<n)kes.

s (BU) nu (UK), nmpema OpUHIMIy MaTeMATHYKe WHIYKIIH]E,
caenn

(Vn e N)(Vk <n)k € S.

Hajzan, uz nocnemamwe dbopmyse u npernocraske S C IN 3aksbyay-
jemo S = IN. 0

Teopema 7. Cakwu HenmpaszaH MOJCKYII CKyIla IPAPOAHIX OpojeBa
uMa HajMarHd €JIeMEHT.

HokA3. Heka je X moackyn ox IN koju Hema HajMambU €JIEMEHT.
Hokazahemo na X mopa dutn npasan, 1j. ga je IN \ X = IN. Oy
jeTHAKOCT JIOKa3yjeMO IPUMEHOM IIPUHITUIIA, TTOTIyHE WHIYKITH]e.

Heka je n npuponan 6poj takas 1a je (Vk < n)k € N\ X. Ako
ou Opoj n npunaao X, OHJa OM OH OMO HAJMAFHU €JIEMEHT CKYyIIa
X, jep caku k mamu o n npunaga IN \ X. akie, n € N\ X.
[Tpema npuHnuIly nornyHe nHAyKImje 3akspyayjemo N \ X = N,
omaocuo X = @. O

IIpuHnun moTnyHe HHIYKIMje 3alpaBo TBPAM Ia 3a cBaku S C
IN Bazku:

(VneN)(VkE<n)keS=neS)= (VneN)neS.
Hapagmno, 3a ceaku S C IN Baxku u
(Vn € N)((Vk <n)k € S® = n e 5% = (Vne N)n e SC,
O/TH. IIPUMEHOM 3aKOHa KOHTDPAIIO3UIHje:

~(Vn € N)n € S = =(vn € N)((Vk < n)k € St = n € SP).
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Ilocnenmwa dopmysna ce jemnoctaBHO TpaHCHOPMUIIE Y €KBUBA-
JIEHTHY (POPMYJTY
(IneN)neS= (EneN)(VE<n)k g SAnecbS),

S je HempaszaH S “Ma HajMarbU €JIEMEHT

KOjOM ce TBPJU Jla CBaKH Helpa3aH rmoickKyr ox IN uva HajMarmu
€JIEMEHT.

Hedbununuja 1. Ypebheme < Hekor ckyna X je Z06po ako cBa-
KH Hempa3aH MOJCKyIl o X HMa HajMAH €JIeMEHT y OJHOCY Ha
<

-

Jaxkte, cKyIr TpUPOIHUX OpojeBa je 100po ypeheH ckyir.
Teopema pexkypsuje omoryhasa na medpunnumnremMo GpyHKIHje M-
ju je momen IN, Ha HAYUH KOjU ITOTITYHO OJITOBapa ,,[IPUPOIN’ CKyTIa

IN.

Teopema 8. [IIpunuun pekypsuje] Heka je X Hekn ckym,
g € X mh: X — X. Taga nmocroju jeauHcTBeHa (DYHKIH]a
f:IN — X raksa na je

(0) =g

f
(Ree) | 4wy = h(f(n)). n € N.

BE3 ITOKABA.

Kopucrehu nperxomny Teopemy, yBOJAMMO OCHOBHE apUTMETH-
uyke onepanyje. Ako je m € IN Heku purCcHpanu Tpupojan opoj,
IpeMa TeOpEeMU PEeKyp3uje, MOCTOjU jeIUHCTBEHA (PYHKIHja fr,
IN — IN, rakBa 1a je:

fm(0) =m
fm(n') = fin(n)'

Ymecro fr,(n) numemo m 4+ n. Y3 0BAKBO O3HAYABAIGE, TOPHHE
JeTHAKOCTH TIOCTajy:

m+0=m
m+n" = (m+n)

Huje remko yountnu 1a je n’ = n -+ 1, 3a cBaku npupoan o6poj n.
AHaJIOrHO ce yBOJIe MHOXKEHE U CTEIEHOBAIHE:

m-0=0, m? =1,
m-n'=m+ (m-n). m"tt =m.m".

Csa mo3HATa CBOjCTBA OBUX OTEpaIlja U IbUXOBE Be3e ca ypehemem
JOKa3yjeMO MaTeMaTHIKOM WHIYKITHjOM.

Ckyn npuposguux opojeBa IN je cymruncku ojipeheH CBOjuM
(mouernum) enementom 0 u pynkmujom (crendennx) ' : IN — IN.
Teopema pekypsuje TBpau Ja 3a OMIO KOju cKyn X, m3adpaHu

Wcrmaemo ma  je cBako  7100po
ypebemwe Takohe simHeapHo. 3amcra,
3a CBaKa JiBa eJIEMEHTa T U Y J100pOor
ypebema, nonckyn {x, y} nma Hajma-
IbU €JIEMEHT, [1a Mopa outn = < ¥
nmn y < z. Hapasno, obparno muje
TA4HO Y OIINTEM CJIydajy: JUHEAPHO
ypebeme He Mopa duTn J100po.

0EN——N
Lrlx M
CLGX?X

f(0)=g
fo!(n)=ho f(n)

0EN——IN

nl M

me N——IN



enement a € X u dynkmujy h : X — X, jemnakoctu (Rec)
onpebyjy jemuncreeny dyukmujy f: IN — X.
NN, sy
el My N
=h j. ! =h
i€ XX f(n') = h(f(n)), zj. fo'(n) =hof(n)
Vkomuko je X meku ckyn, csaka ¢dpyuknuja u3 N y X nazusa

ce u Hu3 y ckymny X. HuzoBu cy Beoma BakHU y CBHUM 0DJIACTUMA,
MaTeMaTHKe, IIa Ce yCBajajy pas3sHu JOrOBOPH O O3Hakama. Apry-
ment dyukuuje (au3a) f: IN — X decto ce 3ammucyje Kao MHIEKC
csioBa KojuM je dbyHKnuja o3Hadena: ymecro f(n) mnume ce f,. Y
cKJIaLy ca tuM, Hekaga ce ymecto o f 1 IN — X7 mumme ,( fr, ) neN”-
ITopen Tora, Kaxko je n’ = n + 1, y3 IpeTxoHe JOroBope, TeopeMa,
peKyp3uje TBpau ja 3a m3adpane a € X u h : X — X, mocroju
jemuncrBern Hu3 (fr)peN Oapeher jeanakocTuMa:

fO = a,
(ReC) { fn-‘rl = h(fn)? n € IN.

Ba um3 onpebhen jenaakoctnma (Rec) kaxkeMmo ja je peKyp3UBHO
(peKypeHTHO, UH/IyKTUBHO) JIeDUHICAH.

yMmJa 11
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21. Konaunu ckymosu; JIupuxieoB IpuHITAILT

Hupuxieos npunmui (opmymanuja) i HOCIeuIe; mo-
jaM KOHAYHOI' CKyIla U OCHOBHE OCOOMHE

(u) Hoka3z Tupuxyie0BOr MPUHIAIIA

JelaH o1 OCHOBHMX KOMOWHATOPHWX IPHUHIIAIA ITO3HAT j€ IO
HA3UBOM IIDUHITHUII KYTJIOIla U KyTI/Ija nJjm ﬂI/IpI/IX.HeOB IIDUHITAIT .
AKo m Kyrimiia pacmopeinMo y n KyTHja, IPH 9eMy je m >
n, OHIA ce y Oap jelHoj KyTHUju HaJia3e dap JABe KYIJIHIIE;
JIPYyTUM pednMa, pacropehuBarme KyTyinia He MoxKe ontu 1-1

(jerHOBHAYHO).

Teopema 9. [[IupuxyeoB npuHOHI] 3a cBaKa JBa IPUPOTHA
b6poja m u n, ako je m > n, onga He nocroju 1-1 ¢pyukiuja u3 m
v n.

JOKA3. Jloka3 u3BOAMMO UHIYKIIHjOM IO 7.
(B) Ako je m > 0, taga yommre He noctoju dyHKIHja U3 My
0 (m # @ u 0= Q), ua TBpheme TPUBHjAIHO BAXKIL.
(UK) (UII) Heka je n upupojan Opoj TakaB Ja 3a OMJIO Koje
m > n He nocroju 1-1 dyunkiuja u3 m y n. Hokazahemo ma Tama
3a cBako m > n’, Takohe e mocroju 1-1 dyuxmja uz m y n'.

[TpeTnocTaBuMO CyIpoTHO: HeKa je m > n' u f :m =
Opnaggie cien 1a n (n € n') Mopa OuTH f-CIMKa HEKOT ejleMeHTa
u3 m, jep ou y cyuporHom rnocrojasa 1-1 dyHkiumja u3 m y n, mro
nuje moryhe. Takobe, uz m > n', cieau jga nocroju mpuposian
opoj k taxkas ma je m = k'; f : kU {k} Sau {n}. Kaxo je
k' > n', npema nocneaunu 1 (5) (crpana 8) umamo jaa je k > n,
ma, He octoju 1-1 dyuknuja u3 k y n. Pasiukyjemo mqsa ciaydaja:
f(k) =nmn f(k) #n.
1. cayuaj: f(k) =n. Tana f |x: k = n, mTo je Hemoryle mpema
(A1I).
2. ciyuaj: f(k) # n. Taga je f(¢) = n, 3a neko £ € k, 1j. £ < k.
Hedunumumo dbyuxnujy h: k' — n’ na crenehu nauun:

flz), x€kna#L
ha) =4 f(k), z=¢

n, x=2=%.
Huje Temxo younTu ma h : k' S wona je h(k) = n. MehyTuwm,
tajga h | k S, o uuje mMoryhe npema (UIT). O
Iocnenuma 2. Heka cy m u n IpOU3BOJbHH ITPHPOJHE OPOjEBH.

(1) Ilocroju 1-1 ¢pyHKIHja ©3 M y N aKO H caMO ako je m < n.
(2) Iocroju bujeknmja usmehy m u n ako u camMo ako je m = n.

I'ycras  Jlexxen upuxiie
1859), memauku MaremMaTuIap

(1805~



Kao mrro je m00po mozHaTo, mpupoaHnM OpOjeBIMa U3PAXKABa-
MO ,,6p0j” (,Kommuauny”) ejleMeHaTa KOHAIHUX CKYIOBA.

Hedbununuja 2. Ckyn X je KOHa4YaH ako IMOCTOjU OHjeKIIHja
uzmehy X u HeKor mpuUpOJHOr Opoja N, Uy TOM CJAYUajy MUIIEMO
| X| =n.

ITpema nocsiepumu 2 (2), 3a cBaku KoHadaH CKyl X IIOCTOjU
JjeamHCcTBeH IpUpoal 0poj n Takas Ja je | X | = n u Taga kaxkemo
na je n Opoj ememernara cKyma X, OIH. KADAHHAJIHOCT CKyia X
jennaxa je n. Ouuraenno je |n| = n 3a Smno Koju npupogan opoj
n.

Teopema 10. Hexka cy X u Y weku womaunum ckymoBu. Tasa

BazKH:
(1) |X|=0& X =0;
(2) | X| = |Y| ako u camo axo nocroju dujexumja uzmehy X n'Y.

(3) | X| < |Y| ako camo axo nocroju 1-1 ¢pynknmja nz X y Y.

JIokA3. (1) Tepheme qupexTHO cieau U3 pasMarpama o QyHK-
nujaMa U3 Mpa3Hor U y Ipa3aH CKYI ca cTpaHe 77.
(2) Byayhu na cy X u Y KoHauHU CKYIIOBH, II0CTOj€ HPUDPOHU

opojeBu m u n u omjekmuje f : X 1%1 mug:Y lél n.

(=) IIpernocrasumo ga je m = n. Tpeba na nedbunumemo Su-

jeknmjy m3mehy X m Y. Ha mapesnoj cauium, 3HaKOM ~ HU3HAJ

cTpesuile O3HAYaBaMoO Ja je ojropapajyha dyHKIMja OujekIimja.
Oynkmmja h: X — Y, mara ca h(x) = g~ o f(z), jecre Gujek-

nuja.

(<) Heka je h : X 1ﬁ1 Y neka dujeknuja nsmehy X n Y. Tana

ce, aHAJIOTHO IIPETXOHOM CJIy4ajy, nedunuire dujekiuja namehy

m u n, mWTo npeMa mnociaexury 2 (2) 3HAUM Ja je m = n, Tj.

| X] = [Y].

(3) Ioka3 ocraBibaMo 3a BeXKOy. O

~

X—Y

AR
m

Xy
SN
M7y
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22. Beckonaunu ckynosy; reopema |A| < |P(A)|

(u) VYunopebupame CKyloBa 110 KapIMHAJIHOCTH; OCHOBHA
cBojerBa; goka3 ga je |A| < |P(A)|; upebpojusu u He-
pedpOojuBU CKYIIOBU

Hucy cBu ckynosu kornaunu. Ha npumep, cky IN Huje kKoHadaH:
aKo OM 3a HEKU IPUPOIAH Opoj n mocrojana oujeknuja f : IN 131
n, OHJa OW FheHa pecTpuKImja Ha ckynm n’ omma 1-1 ¢ynkunja,
flpn/ S, cynporHo upuxieosom npunimny. CKyIoBe Koju
HUCY KOHAYHN HA3MBAMO OECKOHAYHUM.

YuopehuBarme DeCKOHAYHUX CKYIIOBA 110 ,,0pOjy”’ ejeMeHaTa, jie-
dbunumemo no ysopy Ha TBpame (2) u (3) Teopeme 10, koje ce
OJIHOCE Ha KOHAYHE CKYIIOBE.

Hedununuja 3. (1) Cxynosu A u B cy ncre KapAuHAJIHOCTH
(mmajy mcrm 6poj ememenara), y osmanu |A| = |B| ako mocroju
onjeknuja usmehy A u B.

(2) Kapaunanocr ckyma A je mama 0 HIH jeJHAKA KaPIHHAJ-
Hocru ckyna B, y osmamu |A| < |B| ako nocroju 1-1 dbynkmmja
3z Ay B.

Teopema 11. 3a npowusposbHe ckymnoe A, B, C' Baxku:
(1) |A[ = [Al;

(2) ako je |A| = |B|, onza je |B| = |A|;

(3) ako je |A| = |B| u |B| = |C|, onza je |A| = |C]|.

1-1
JOoKA3. (1) ida : A 72 A.
1-1 1-1
(2) Ako f: A 72 B,omma f~1: B 1@ A.
1-1 1-1 1-1
(3)Ako f: A g Bug:B 7g C,oumagof:A oz C. O
Teopema 12. 3a npowmspospHe ckynoe A, B, C' Baxku:

(1) |A] < |A[;
(2) axo je |A| < |B| u |B| < |C|, onza je |A] < |C].

JIokA3. Tephemwe (1) AuUpeKTHO cJiegn W3 TPETXOHE TeopeMe.
Tephemwe (2) je mocienuna yumenuie ga u3 f : A ' Bu g:
Bl;lCcne;mgof:Al;lC. O

Teopema 13. [Kanrop-BepHirajuoBa reopema| Heka cy A
u B 6mio koju ckynosu. Ako je |A| < |B| u |B| < |A|, onzna je
Al = |B].

Hajmnpe mokasyjemo jeslHy KOPUCHY JieMy.

Qemurc Beprmraju
HEMAdKN MaTeMaTHIap

(1878-1956),



Jlema 1. [Tapcku| Heka je A éumo koju ckym u F : P(A) —
P(A) ¢ynxnmja xoja 3amoBospasa caesehn ycaos:

(%) (VX,Y € P(A) X CY = F(X)C F(Y).
Taza nocroju E C A rakas na je F(E) = E.

JokA3. Heka je E = {X | X CAANX C F(X)} u E = |J¢&.
Hokazahemo na je E ¢urcna tauka dbynkuuje F, 1j. F(F) = E.
IIpumerumo Hajupe ga BazKu:

!
E=Jxc F(X)(C_)F( U X)=F(E).
Xeé Xeé Xeé
WNukny3uja o3HadeHa 3HAKOM y3BUKA BaXKH jep 3a cBako X € &,
X CUX nu F(X) C F(Uxee X), upema (*). 3 ycnosa (x)
nobujamo u 1a je F(F) C F(F(E)), onakne ciemun na F(E) € €,
na je F(F) CUE& = E. Hakne, F(E) = E. O

JTokA3. [Kautop-Bepuaurajuosa Teopemal Heka f : A ='p
ng:B A Ounrnenno je ma ce momohy dyukimje f Moxe Je-
dbunncaru Sujekimja nzmely ckynosa A u f[A], a nomohy dynk-
nuje g oujexnmja mehy ckynosuma B u g[B]. Mebhyrum, moryhe
je ma ckynosu f[A] u g[B] dyay nupasu noackynosu, pegom ox B

u A. p
A B A B
iy N\

HapagHo, c/im9HO 3amakame BaxKu 1 3a MOJCKYIIoBe o A, OfiH.
B: ako je X C A, ouna f onpebyje jenny Oujexnujy mamehy X u
f[X], a ako je Y C B, ouna g onpebyje dujeximjy usmehy Y u
glY]. Kipyuno nurame je ma ymm mocroju nojackyn E C A takas
na g onpebyje oujekuujy usmehy B\ f[E] u A\ E, 1j. na Baxnu

g[B\ fIE]] = A\ E, omu. E= A\ g[B\ f[E]].
Jpyrum peunma, Tpeda UCIUTATH Ja JIH IIOCTOjH (PUKCHA TadKa
dymaie F : P(A) - P(A), F(X) = A\ g[B\ fIX]], X €
P(A). Ilpema TpeTXOJHOj JIEMHU, JOBOJHHO je MPOBEPUTH Ja JIU
Baxku ycsioB (*). 3a dmino koje X1, Xo C A Baxn:

X1 € Xy = f[X1] C f[X2]
= B\ f[X1] 2 B\ f[X3]
= g[B\ f[X1]] 2 g[B\ f[X2]]
= A\ g[B\ f[Xi1]] C A\ ¢[B\ f[X2]]
o F(X1) C F(Xy).
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[Tpema npeTxoaH0j Jemu, octoju ckyn F takas na je F(FE) = E,
1j. g[B\ f[E]] = A\ E. llpumernmo na 3a ceako x € A\ E, no-
croju jemunactBern (jep je g 1-1 dyuknuja) enement u3z B uuja je
g-CJINKa jeJTHAKA X; Taj jeIMHCTBEHNU eJieMeHT u3 B o3Haunhemo ca
g~ Y(z). Cana muje Temko medbuHnCcaTH XKesbery oujekimjy. Hexa
je h: A — B ¢dyukunja nara ca:

_ | f), =zeF,
M) = { g ' (x), € A\E
Hoxkaz na je h dujekiuja ocTaB/baMoO 3a BEKOY. O

YuopehuBame OECKOHAYHUX CKYHNOBA 110 KapIUHAJIHOCTH (IO
Opojy ejleMeHaTa) WMMa CMHCJA, jep Ce UCIOCTaB/ba Jia IOCTOje
pa3He BPCTE OECKOHAYHOCTHU M JIa OJI CBAKOI DECKOHAYHOI' CKYyTIa
IIOCTOjU HEKU ,,0eCKOHAYHU)U ; Tj. Behe KapIuHATHOCTH.

Hedbununuja 4. Kapaunaanocr ckyna A je mama o] Kap/d-
Hamnoctn ckyna B, y osmamm |A| < |B|, ako je |A| < |B| u
Al # |B].

Teopema 14. 3a caku ckyn A, |A] < |P(4)].

J1okA3. Huje temko yountu na je |A| < |P(A)|. Bancra, bynk-
mja f: A — P(A), f(z) = {z}, x € A, jecre 1-1 dbyukunja.
Ocraje jorn ma moKaykeMo Jia He MoCToju OmjeKkimja m3mehy A
1-1
u P(A). Ilpernocrasumo cynporro, ga h: A oz P(A). Hedunu-
MIAMO CKYTI

K={zecA|xz¢&hnh(x)}.

Ounrneno K € P(A), ma momro je h nma dbynkmmja, mocroju
k € A rakas na je h(k) = K. Jla s k npunaga nim He npunaja
ckymy K7
1. moryhnocr: k € K. U3 h(k) = K cnequ k € h(k), mro upema
nedunnnmju ckyna K, sunaun na k ¢ K. Konrpaaukiuyja.
2. moryhnocr: k ¢ K. Uz h(k) = K cnequ k ¢ h(k), mro npema
nedununuju ckyna K, suaun na k € K. Kourpaaukiuja.

N3 nodujernx KOHTPAUKIINja 3aKJ/byIyjeMO /1 He IMOCTOju Ou-
jekmmja namehy A u P(A). O

Jlokas mocyeme Teopeme je ctap mpeko cro roawHa. Ha ocmo-
By JIOKa3aHe HEjeTHAaKOCTU MOXKEMO KOHCTPYUCATH OECKOHAYAH,
CcTporo pactyhu 1Mo KapAnHAJIHOCTH, HU3 DECKOHATHUX CKYIIOBa!

IN| < [P(IN)[ < [P(P(N))| <+ <[P(---P(P(N)) -+ )[ < -
——’
Hedununuja 5. Ckyn X je npedpojus axo je | X| = |INJ|.

Ha je X mnpebpojus ozuagasa ce u |X| = Ny.

Asied N je mpBO CJIOBO CEMUTCKHUX
asdadera.
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Teopema 15. Cpaknm mogckyn npedpojHBOT CKyTa je KOHAYAH
HJIT IpedpojuB.

Hedbununuja 6. Ckymn je HajBuire npebpojuB ako je KoHa-

yaH ud 11pebpojuB. BeckoHAYaH CKYII je HeIpedpojuB ako Huje
HajBHIIE IPEOPOJUB.

13 mperxomae Teopeme cien f1a je CBaKU MOACKYI IPEOPOjuBor
CKyTIa HAjBUINE IPEOPOjUB.

Teopema 16. Ckyn A je majsume npebpojus akko je |A| < |INJ.

Teopema 17. Axo nocroju ¢pynxnmja u3 N ma ckymr A, f: N 23
A, orna je A Hajsuine mpedpojus.

JTOKA3. Heka f:IN =3 A. Taza je 3a cako a € A, cKyn

f{a} ={n e N| f(n) = a}
HenpasaH TMOACKYT o IN, ma caMuM TUM UMa HajMAarbH €JIEMEHT.
Hexa je g : A — N dbynkmmja gedunncana ca: g(a) = min f~1[{a}],
a € A. Oyukimja g je 1-1 dyuxumja, jep yKOJIMUKO je a1 # ag, OH-
na mopa oura f1[{ar1}] N f 1 {ax}] = @, ma je g(a1) # g(az).
Tume je nokazano |A| < |IN|, mro 3Haun ja je A Hajsuie mnpe-
Opojus. O



