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Matematiqka statistika
1. Pokazati slede�a tvr�eǌa:

a) Statistika
(

n∑
i=1

Xi,
n∑
i=1

X2
i

)
je dovoǉna, ali nije minimalna dovoǉna za parametar

µ raspodele obele�ja X iz normalne N (µ, µ) raspodele.

b) Statistika
n∑
i=1

X2
i je minimalna dovoǉna za parametar µ raspodele obele�ja X iz

normalne N (µ, µ) raspodele.

v) Statistika
(

n∑
i=1

Xi,
n∑
i=1

X2
i

)
je minimalna dovoǉna za parametar µ raspodele obe-

le�ja X iz normalne N (µ, µ2) raspodele.

2. Odrediti minimalnu dovoǉnu statistiku za nepoznati parametar λ > 0 obele�ja X iz
Paretove raspodele sa gustinom f(x, λ) = λαλ

xλ+1 , x > α, pri qemu je α > 0 poznato.

3. Obele�je X posmatrane populacije ima normalnu N (m,m) raspodelu. Za ocenu nepo-
znatog parametra m predlo�ene su dve statistike: uzoraqka sredina X̄n i popravǉena
uzoraqka disperzija S̃2

n. Ispitati nepristrasnost i postojanost tih ocena. Ispitati
koja je ocena boǉa u sredǌe kvadratnom smislu.

4. Na�i jedinstvenu najboǉu ocenu za parametar θ2 obele�ja X iz familije E(1, θ).

5. Neka X ima familiju raspodela N (θ, 1). Pokazati da je jedinstvena najboǉa ocena
parametra θ2 data statistikom X

2

n − 1
n
. Da li disperzija ove ocene dosti�e doǌu

granicu Rao-Kramera?

6. Neka je X1, ..., Xn uzorak iz binomne B(k, p) raspodele, gde je p pozitivna konstanta, a
k nepoznato. Odrediti ocenu maksimalne verodostojnosti parametra k.

7. Neka je X1, ..., Xn uzorak iz normalne N (θ, σ2) raspodele. Odrediti ocene maksimalne
verodostojnosti parametara.

8. Neka je X1, ..., Xn uzorak iz gama γ(α, β) raspodele. Odrediti graniqnu raspodelu ocena
maksimalne verodostojnosti.

9. Neka je X1, ..., Xn prost sluqajan uzorak iz Paretove raspodele s gustinom

f(x;α, θ) =
αθα

xα+1
, x ≥ θ, α > 0, θ > 0.

a) U sluqaju da je θ poznata konstanta, odrediti ocenu maksimalne verodostojnosti
(OMV) parametra α, kao i ĝ(α), OMV parametra g(α) = 1

α
+ ln θ.

b) Odrediti asimptotsku raspodelu ocene ĝ(α), tj. na�i graniqnu raspodelu
√
n(ĝ(α)−

g(α)), kada n→∞.

v) Odrediti OMV (α̂, θ̂) u sluqaju da su oba parametra nepoznata.

g) Odrediti asimptotsku raspodelu ocene θ̂, tj. na�i graniqnu raspodelu n(θ̂ − θ),
kada n→∞.

10. Neka je X uzorak iz familije logistiqkih raspodela s gustinom

f(x; θ) =
e−

x
θ

θ(1 + e−
x
θ )2

, x ∈ R, θ > 0.
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a) Pokazati da je EXi = 0.

b) Ako je DXi = θ2π2

3
, odrediti ocenu Tn parametra θ metodom momenata.

v) Dokazati da je Tn postojana ocena.

11. Na�i ocenu maksimalne verodostojnosti relativne disperzije δ = DX
EX

u sluqaju da je
dat prost sluqajan uzorak iz gama γ(α, β) raspodele.

12. Neka je X uzorak obima n iz familije geometrijskih raspodela p(x) = p(1 − p)x−1,
x = 1, 2, . . ., p ∈ (0, 1).

a) Na�i p̂, ocenu parametra p metodom maksimalne verodostojnosti i ispitati da li
je ona postojana.

b) Dokazati da sluqajna veliqina Tn =
√
n(p̂−p) ima asimptotski normalnu N (0, p2(1−

p)) raspodelu.

13. Neka je X uzorak iz familije Paretovih raspodela s gustinom f(x; θ) = θ(1+x)−(1+θ), x ≥
0, θ > 2.

a) Izraqunati matematiqko oqekivaǌe m(θ) i disperziju σ2(θ) elementa uzorka Xi.

b) Neka je X̄n = 1
n

∑n
k=1Xk. Ispitati konvergenciju u raspodeli niza

√
n(X̄n −m(θ)),

korix�eǌem centralne graniqne teoreme.

v) Na�i θ̂n, ocenu parametra θ metodom momenata.

g) Na�i asimptotsku raspodelu
√
n(θ̂n − θ) kad n → ∞ koriste�i rezultat pod b) i

delta metod.

14. Neka je X1, ..., Xn uzorak iz logistiqke raspodele sa gustinom

f(x; θ) =
e−(x−θ)

(1 + e−(x−θ))2
, x ∈ R, θ ∈ R.

Odrediti ocenu maksimalne verodostojnosti parametra θ.

15. Neka je X1, ..., Xn uzorak iz Vejbulove raspodele sa gustinom

f(x; θ) = θxθ−1e−xθ, x > 0.

Odrediti ocenu maksimalne verodostojnosti parametra θ

16. Neka je X1, ..., Xn uzorak iz mexavine dve Puasonove raspodele

p(x;λ, µ, θ) = θ
e−λλx

x!
+ (1− θ)e

−µµx

x!
, x ∈ N0.

Odrediti ocene maksimalne verodostojnosti parametara.

17. Neka je X uzorak iz familije raspodela koja ima zakon raspodele f(x) = p(1 − p)x,
x = 0, 1, . . ., i neka je apriorna raspodela parametra p uniformna na intervalu (0, 1).
Na�i Bajesovu standardnu ocenu (kao maksimum aposteriorne raspodele) parametra
p na osnovu realizovanog uzorka x (obima n).

18. Testira se pet elektronskih komponenti kako bi se odredilo θ, proseqan �ivotni vek
komponente. Poznato je da �ivotni vek komponenti ima eksponencijalnu E(1

θ
) raspo-

delu. Od ranije je poznato da θ ima inverznu gama Iγ(α = 10, β = 100) raspodelu

sa gustinom π(θ) = βαe−
β
θ

Γ(α)θα+1 , θ > 0. Dobijen je uzorak x = (15, 12, 14, 10, 12). Odrediti
Bajesove ocene parametra θ za indikator i kvadratnu funkciju gubitaka.
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19. Posmatra se velika isporuka delova i pet sluqajno odabranih delova je testirano
na oxte�enost. Broj oxte�enih proizvoda ima binomnu B(5, θ) raspodelu. Iz ranijih
poxiǉki je poznato da θ ima beta β(1, 9) raspodelu. Ako je dobijena vrednost x (n = 1),
odrediti Bajesovu ocenu od θ ako je funkcija gubitaka

a) L(θ, a) = (θ − a)2;

b) L(θ, a) = |θ − a|;
v) L(θ, a) = (θ−a)2

θ(1−θ) ;

g) L(θ, a) = (θ − a) ako je θ > a i L(θ, a) = 2(a− θ) ako je θ ≤ a.

20. Neka X, n = 1, ima familiju Bernulijevih raspodela sa parametrom θ. Odrediti
ocenu parametra θ ako je skup mogu�ih ocena θ ∈ {0, 1

2
, 1} i kvadratna funkcija gubitaka.

21. Neka je X obele�je koje ima hipergeometrijsku raspodelu sa zakonom raspodele

P{X = x} =

(
θ
x

)(
N−θ
r−x

)(
N
r

) , x = max{0, r − (N − θ)}, ...,min{r, θ},

gde su N i r poznati i θ je npoznati ceo broj izme�u 1 i N . Funkcija gubitaka je
kvadratna.

(a) Pokazati da funkcija rizika od T (X) = αX
r

+ β je konstanta, gde je α = 1

1+
√

N−r
r(N−1)

i

β = 1−α
2
.

(b) Pokazati da T iz (a) je minimaksna ocena od θ
N

i Bajesova ocena sa apriornom
raspodelom

π(θ) =
Γ(2c)

(Γ(c))2

∫ 1

0

(
N

θ

)
tθ+c−1(1− t)N−θ+c−1dt, θ = 1, ..., N,

gde je c = β
α
r
− 1
N

.

22. Neka je X, n = 1, uzorak iz geometrijske G(p) raspodele.

(a) Pokazati da je I{X = 1} minimaksna ocena od p pri funkciji gubitaka L(p, a) =
(a−p)2
p(1−p) .

(b) Ako je β(1
j
, 1), j = 1, 2, ... niz apriornih raspodela za p, dokazati tvr�eǌe pod (a).

23. Neka je X, n = 1, uzorak iz normalne N (µ, 1) raspodele i neka µ ima apriornu raspodelu
π(µ) ∼ eµ. Pri kvadratnoj funkciji gubitaka, pokazati da je Bajesova ocena za µ X + 1
i da ona nije minimaksna.

24. Neka je X uzorak iz Bernulijeve familije raspodela s nepoznatim parametrom p.

a) Neka je apriorna raspodela parametra p, π(p) = pa−1(1 − p)b−1 1
B(a,b)

, p ∈ (0, 1). Do-
kazati da je optimalna Bajesova ocenu u sluqaju da je funkcija gubitaka L(p̂, p) =
(p̂−p)2
p(1−p) ,

p̂B =
a+

∑n
i=1 xi − 1

a+ b+ n− 2
.

Koristiti da je optimalna Bajesova ocena za funkciju gubitaka ψ(θ)(θ̂−θ)2 jednaka
E(ψ(θ)θ|x)
E(ψ(θ)|x)

.
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b) Izraqunati rizik optimalne Bajesove ocene dobijene pod a).

v) Odrediti minimaksnu ocenu parametra p u sluqaju funkcije gubitaka date pod
a).

25. Neka je X1, ..., Xn prost sluqajan uzorak obima n = 10 iz Puasonove P(θ) raspodele.
Odrediti najboǉi test za testiraǌe H0(θ = 0.1) protiv H1(θ > 0.1) sa nivoom α = 0.05.

26. Neka je X uzorak iz uniformne U(0, θ) raspodele. Odrediti uniformno najmo�niji
test za testiraǌe H0(θ ≤ θ0) protiv H1(θ > θ1) sa nivoom znaqajnosti α.

27. Neka je X uzorak obima n iz uniformne U [0, θ] raspodele. Za testiraǌe hipoteze
H0 : θ = 1 protiv alternative H1 : θ > 1 predla�e se test funkcija ϕT = I{|Tn| > k}, gde
je test statistika Tn =

√
n(2X̄ − 1).

a) U sluqaju n = 100 odrediti konstantu k1 tako da test ϕT bude mere α = 0.05.

b) Odrediti funkciju mo�i testa. Da li je test ϕT nepristrasan?

v) Da li je ovaj test uniformno najmo�niji? Odgovor obrazlo�iti.

28. Neka je X uzorak iz eksponencijalne raspodele sa nepoznatim parametrom λ. Za testi-

raǌe H0(λ = 1) protiv H1(λ > 1) koristi se test s test funkcijom ϕ(x) = I{
n∑
i=1

xi ≤ k}.

a) Odrediti k tako da test bude mere α.

b) Odrediti statistiku p(X) koja predstavǉa p−vrednost ovog testa (familije te-
stova za razliqite α) i dokazati da je stvarno p−vrednost.

v) Za uzorak obima 5 u kome je
∑
xi = 4.2 i prag znaqajnosti 0.05, doneti zakǉuqak

na osnovu realizovane p−vrednosti testa.

29. Neka je x uzorak obima n = 6 iz familije raspodela s gustinom f(x, θ) = θxθ−1, x ∈ (0, 1),
θ > 0.

a) Na�i uniformno najmo�niji test ϕ (s test funkcijom ϕ(x)) za testiraǌe nulte
hipoteze H0 : θ = 1 protiv alternative H1 : θ < 1 qiji je nivo znaqajnosti 0.05.

b) Izraqunati mo� testa ϕ(x) za θ = 0.75.

v) Neka je α0 < 0.05 i neka je ϕ0 uniformno najmo�niji test nivoa znaqajnosti α0 za
istu nultu i alternativnu hipotezu. Dokazati da je za bilo koje θ < 1 mo� testa
ϕ0 maǌa od mo�i testa ϕ.

30. Neka je x uzorak obima n iz gama raspodele s gustinom f(x; β) =
√
π

2

√
xβ3/2e−βx, x > 0,

β > 0.

a) Na�i uniformno najmo�niji test ϕ (s test funkcijom ϕ(x)) za testiraǌe nulte
hipoteze H0(β ≥ 1) protiv alternative H1(β < 1) qiji je nivo znaqajnosti 0.05.

b) Ako je
∑8

k=1 xk = 15.25, kolika je vrednost test funkcije i kakav zakǉuqak dono-
simo?

31. Osoba se ne ose�a dobro i ide kod lekara. Mogu�e su dve dijagnoze: prehlada (θ1)
i bakterijska infekcija (θ2). Lekar ima dve mogu�nosti: da predlo�i pacijentu da
pije qaj ili da prepixe antibiotike. Tablica gubitaka je:
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L(a, θ) prehlada infekcija
qaj 0 10

antibiotik 1 0

Pre donoxeǌa odluke lekar radi analizu krvi pacijentu, koja pokazuje da li je infek-
cija ili nije. Me�utim, testiraǌem krvi mo�e se napraviti grexka. Pretpostavǉa
se da va�i slede�e

P (X|θj) prehlada infekcija
jeste infekcija 0.2 0.7
nije infekcija 0.8 0.3

a) Odrediti optimalnu minimaksnu funkciju odluqivaǌa.

b) Ako je apriorna raspodela π(θ1) = 0.9, π(θ2) = 0.1, odrediti optimalnu odluku po
Bajesovom principu ako jeste u pitaǌu infekcija.

32. Student treba da donese odluku da li da izabere kurs samo na osnovu odsluxanog
jednog qasa. Postoje tri kategorije kursa po ǌegovom mixǉeǌu: dobar (θ1), osredǌi
(θ2) i lox (θ3). Iz prethodnog iskustva zna da je:

θ :

(
θ1 θ2 θ3

0.2 0.4 0.4

)
.

Student tako�e pretpostavǉa koji su uzroci toga:

P (X|θj) dobar osredǌi lox
zanimǉiva predavaǌa 0.8 0.5 0.1
nezanimǉiva predavaǌa 0.2 0.5 0.9

Tablica gubitaka je:

L(a, θ) dobar osredǌi lox
uzima kurs 0 5 10
ne uzima kurs 20 0 0

Odrediti optimalnu odluku po Bajesovom principu ako su na odsluxanom qasu pre-
davaǌa bila zanimǉiva.

33. ”Troter nezavisni trgovci”, Del Boj i Rodni, imaju priliku za posao sa muxkim
perikama. Mogu kupiti 1000 perika po ceni od 700 ili mogu odustati od kupovine.
Sa jednog nepoznatog broja perika �e ubrzo krenuti da opada dlaka, i takve perike se
ne bi prodale, a ostale bi se, zbog velikog interesovaǌa tr�ixta, prodavale po ceni
15 za jednu. Pa�ǉivi Del Boj nije siguran, pa pre konaqne odluke tra�i i dobija
besplatno jednu periku da ispita ǌen kvalitet, na osnovu qega �e doneti konaqnu
odluku. Pomozite Del Boju i Rodniju da donesu pravu odluku i postanu milioneri.

a) Na�i optimalnu minimaksnu funkciju odluqivaǌa.

b) Ako je poznato da broj faliqnih perika ima binomnu B(1000, 0.8) raspodelu, na�i
optimalnu Bajesovu funkciju odluqivaǌa.
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34. Vreme qekaǌa autobusa na odre�enoj stanici u odre�enom periodu dana ima uni-
formnu U(0, θ) raspodelu. �elimo da testiramo H0(0 ≤ θ ≤ 15) protiv H1(θ > 15).
Poznato je da θ ima Pareto Pa(5, 3) raspodelu. Ako su dobijena vremena qekaǌa 10,3,2,5
i 14, kakav rezultat daje ovo testiraǌe?

35. Neka je X uzorak obima n iz gama γ(α, β) raspodele. Odrediti pribli�ni 95% interval
povereǌa za α izvrtaǌem testa koliqnika verodostojnosti.

36. Neka je X uzorak iz familije transliranih eksponecijalnih raspodela s gustinom
f(x; θ) = eθ−x, x > θ, θ ∈ R.

a) Na�i dovoǉnu statistiku Tn za parametar θ.

b) Neka nenegativna sluqajna veliqina Y ima gustinu g(y) koja je strogo opadaju�a
funkcija na [0,∞). Dokazati da je, za fiksirano α, od svih intervala [a, b] za koje
je
∫ b
a
g(y)dy = 1− α, najkra�i onaj kod koga je a = 0.

v) Na�i sto�ernu veliqinu za parametar θ koja je funkcija od Tn, a zatim i opti-
malni (tj. najkra�i) 90% interval povereǌa za parametar θ.

37. Neka je X uzorak iz eksponencijalne ε(θ), θ > 0, raspodele i neka je apriorna raspodela
parametra θ neprava raspodela π(θ) = 1

θ
, θ > 0.

a) Na osnovu uzorka obima 10 u kome je
∑
xi = 8 na�i Bajesov interval prekrivaǌa

(a, b) nivoa 1− α, takav da va�i P{θ < a} = P{θ > b} = α
2
.

b) Definisati oblast prekrivaǌa najve�e aposteriorne gustine (NAG). Dokazati
da interval dobijen pod a) nije NAG.

38. Iz populacije qije je obele�je X izvuqen je uzorak:

Xk [0,1] [1.5,2.5] (2.5,3.5] (3.5,5]
Mk 52 35 9 4

Sa pragom znaqajnosti 0.02 testirati hipotezu da obele�je X ima eksponencijalnu
raspodelu.

39. Pretpostavǉa se da broj ǉudi koji u�u u jednu banku u centru grada u toku jednog
minuta ima Puasonovu raspodelu. Posmatrano je 200 jednominutnih perioda u raz-
liqitim periodima tokom jedne nedeǉe i dobijeni su slede�i rezultati:

broj dolazaka 0 1 2 3 4 5 6 7 8 i vixe
broj minuta 14 31 47 41 29 21 10 5 2

Na primer, nijedna osoba nije doxla tokom 14 minuta od ukupno 200 posmatranih i
sliqno za ostale vrednosti. Pretpostavǉaju�i da su u posledǌoj klasi sve vrednosti
bax jednake 8, na�i pribli�nu ocenu parametra λ i, s nivoom znaqajnosti od 5%
ispitati da li je pretpostavka o Puasonovoj raspodeli broja ǉudi koji u�u u banku
taqna.

40. Pretpostavǉa se da broj minuta koji radnici u toku radnog dana potroxe na ostale
aktivnosti ima normalnu raspodelu sa sredǌom vrednox�u 120 i standardnim odstu-
paǌem 10. Da bi se to proverilo, uzet je uzorak od 10 radnika i dobijeni su slede�i
rezultati: 108, 112, 117, 130, 111, 131, 110, 113, 105, 128. Ispitati taqnost ove
pretpostavke testom Kolmogorova s pragom znaqajnosti 0.1.
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